
 

دسترسي در سايت http://jnrm.srbiau.ac.ir  
 ۱۳۹۸ اسفندو  بهمن، دومبيست و ، شماره پنجمسال 

 X۵۸۸ -۲۵۸۸شماره شاپا: 
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  ران.ي، سبزوار، ايم سبزواريوتر، دانشگاه حکيعلوم کامپ و ياضيمحض، دانشکده ر ياضياستاد، گروه ر  ) ۱(
  ران.ي، سبزوار، ايم سبزواريوتر، دانشگاه حکيکامپ علومو ياضيمحض، دانشکده ر ياضيگروه ر   )۲(

  ران.يا، سبزوار، يم سبزواريدانشگاه حک   )۳(
  

  

 

 ۰۳/۰۴/۹۸تاريخ پذيرش مقاله:     ۰۳/۱۰/۹۶تاريخ ارسال مقاله: .

  چکيده
,ܮ)زوج   ߬باشد و هر عنصر از  ܮرقاب، قاب يز ߬که  يم، در صورتيشود را توپوقاب نام ينشان داده م ఛܮ	که به اختصار با  (߬
൛݂ برابر با (ఛܮ)ℛ ي حلقه-݂متمم باشد.  يدارا ܮدر  ∈ ,(ℝ)࣪)݉ݎܨ (ܮ ∶ 		݂൫ॊ(ℝ)൯ ⊆ ߬ൟ ن مقاله ي. در ااست
,ܽ، اگر ܮ	߳	ܽدار  هر عنصر متمم يبرا م يده يم و نشان ميکن يم يرا معرف (ఛܮ)ℛمتعلق  ௔݂، عنصر خودتوان ߬	߳	́	ܽ

 توسط ܫوجود داشته باشد که  يبه قسم ܮدر  	ܽمال است اگر و تنها اگر اتم ين يآل م دهيا (ఛܮ)ℛ ي حلقه݂-از  ܫآل  دهيا
	عنصر خودتوان  ௔݂ ܽد شود اگر و تنها اگر اتم يتول	در  	وجود داشته باشد که يبه قسم ܮ  

ܫ = {݂ ∈ ℛ(ܮఛ) ∶ (݂)ݖ݋ܿ ≤ است که  ييها݂برابر تمام  	(ఛܮ)ℛ ي حلقه-݂م يده ين نشان ميچن . هم	{	ܽ
است و اگر (ܣ)	ت يخاص يدارا (ఛܮ)ℛ ي حلقه	݂-م يده ين مباشد و در انتها نشا ياتم م يبرابراتصال تعداد متناه (݂)ݖ݋ܿ

ℛ(௅ഓ) يخارج قسمت ي گاه حلقه باشند، آن يمتناه ܮقاب  يها تعداد اتم (ఛܮ)ℛ ي حلقه 	݂-در
ௌ௢௖(ℛ(௅ഓ))

 (ܣ)ت يخاص يدارا 
  باشد. يم
  
  

  .(ܣ) تيخاص، حلقه با ، ساکل حلقه حلقه	݂-مال،ينيآل م دهيا هاي کليدي: واژه

                                                
  Email: aaestaji@hsu.ac.ir                                                                                                     :دارمکاتباتعهده.*

                                    
یهاي نوین در ریاضپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  مقدمه - ۱
فقط  	ܺ يتوپولوژ يبدون نقطه فضا يدر نسخه توپولوژ

را مطالعه  ; ॊ(Χ)يعنيباز فضا،  يها رمجموعهيز
 يتوپولوژ يکه هنگام مطالعه فضا يم، در حاليکن يم

(Χ,ॊ(Χ))  ما در واقع زوج مرتب(࣪(Χ),ॊ(Χ))	 
، 		ܣ௑ݐ݊݅ن به عنوان مثاليچن  کرده و هم يرا بررس
݈ܿ௑ܣ	ܣهر  يره را برايغو  (ܣ)߲،  ∈ ࣪(Χ)  مورد

]، ٦[و همکارانش در  يم. استاجيده يمطالعه قرار م
 يبرا يين گونه همتايکردند و بد يرا معرف ఛܮ	توپوقاب 

ن يچن ارائه نمودند و هم (ॊ(Χ),(Χ)࣪)زوج مرتب 
کردند و نشان  يفز معريرا ن (ఛܮ)ℛ ي حلقه-	݂ها آن

 .است ℛ(࣪(ܺ)ॊ(எ))خت با ير کي (Χ)ܥدادند 
 يها آل دهيم تمام ايک حلقه برابر با جمع مستقيساکل 

] ١٣[باشد. کرمزاده و همکارانش در  يمال حلقه مين يم
، ܺهاسدورف و کاملاً منظّم  يهر فضا ينشان دادند برا

 يقيته حقوسيبرابر با تمام آن توابع پ (Χ)ܥساکل حلقه 
 ياست که در تمام نقاط بجز تعداد متناه 	ܺ يمقدار رو

نشان داده شده ساکل ] ۳[باشند. در  ينقطه برابر با صفر م
	ℛܮ	برابر با  (݂)ݖ݋ܿاست که  هايي݂برابر با تمام  

 يدر آن مولدها يباشد، ول ياتم م يمتناه ياتصال تعداد
کنند. در  ينم يمال را به وضوح معرفين يم يها آل دهيا
ℱऀ		  ي حلقه-	݂] ١٢[ ] ٥[شده و در  يمعرف ܮ
ℱऀ		  ي حلقه- ݂مال ين يم يها آل دهيا  ييرا شناسا ܮ
 ي حلقه-݂مال ين يم يها آل دهيدهند ا يکنند و نشان م يم
 ℱऀ جا  نيباشند که در ا يم ௔݂د شده توسط يو تول ياصل ܮ
  .است 	ܮک اتم از قاب ي ܽ

-݂مال ين يم يها آل دهيم ايده ين مقاله نشان ميدر ا
باشند  يم ௔݂د شده توسط يو تول ياصل (ఛܮ)ℛ ي حلقه

ن يچن باشد. هم  	ܮک اتم از قاب ي ܽکه  نيمشروط به ا
برابر با تمام  (ఛܮ)ℛ ي حلقه-݂م ساکل يده ينشان م

 .اتم باشد ياتصال تعداد متناه (݂)ݖ݋ܿاست که  هايي݂
 	ܫدهد اگر  ينشان م] ٥٦ ي ، صفحه١١[در  يکاپلانسک

مقسوم  ي و مشمول در مجموعه يد متناهيبا تول يآل دهيا
گاه   باشد، آن ܴ يو نوتر ييجابجا ي صفر حلقه يها هيعل

0 ≠ ݎ ∈ ݎܫوجود دارد که  يبه قسم 	ܴ = به ، 0
ن يچن مخالف صفر است. هم 	ܫآل  دهيساز ا پوچ يعبارت

نشان داده است که ] ٦٣ ي ، صفحه١١[در  ياپلانسکک

 يد متناهيآل ناصفر و با تول دهيو ا ܴ ير نوتريغ ي حلقه
به  ܴصفر  يها هيمقسوم عل ي مشمول در مجموعه 	ܫ

برابر با صفر است در واقع  ܫساز   وجود دارد که پوچ يقسم
مسئله  يط اساسياز شرا يدهد شرط نوتر ينشان م

را ] ٥٦ ي ، صفحه١١[له مطرح شده در مسئ .باشد يم
 يرو (ܣ)ت يخاص با اسم] ١٠[هوکابا و کلر در 

  .ر ارائه نمودنديصورت ز  ، بهييجابجا يها حلقه
 ܫاست، هرگاه  (ܣ)ت يخاص يدارا 	ܴ ي م حلقهيگوئ

مقسوم  ي و مشمول در مجموعه يد متناهيبا تول يآل دهيا
مخالف صفر  	ܫساز  پوچ گاه      باشد، آن 	ܴصفر  يها هيعل

 .است
 ييجابجا يها حلقه (ܣ)ت يخاص يرو يادين زيمحقق

 د).ينيرا بب] ١٥، ١٠، ٩، ٨، ٧، ١[اند(  کار کرده
و  (ఛܮ)ℛ ي حلقه-݂م يده ين مقاله نشان ميدر ا
ℛ(௅ഓ) يخارج قسمت ي حلقه

ௌ௢௖(ℛ(௅ഓ))
 (ܣ)ت يخاص يدارا 

 باشند. يم
  
 ازهايش نيپ - ۲

ا و يم و از اثبات قضايآور يه را ميم اولين بخش مفاهيدر ا
ها  شتر و اثباتيم، جهت مطالعه بيکن يها صرف نظر م لم
  ] مراجعه شود.١٦، ٤[ به

ܾ̗	ܽهر  يرا که برا ܮ يمجموعه مرتب جزئ ∈    ،ܮ
ܽ ∧ 	ܾ ≔ inf		{ܽ, ܽ و 	{ܾ ∨ ܾ ≔ sup		{ܽ, ܾ} .  

رمجموعه يم. زينام يه موجود داشته باشند را مشبک 	ܮدر 
م، اگر ينام يرمشبکه ميک زيرا  	ܮاز مشبکه  ܵ ير تهيغ

,ݔهر  يبرا ݕ ∈ ݔ، ܵ ∨ ݕ ∈  نيچن همو  ܵ
ݔ ∧ ݕ	 ∈ م، يرا کامل نام 	ܮ ي ن مشبکهيعلاوه برا .ܵ

 ܮدر  ܵ⋀و  ܵ⋁، ܮاز  ܵر مجموعه يهر ز يهرگاه برا
 .وجود داشته باشند

متعلق به  ܽد. عنصر يرير بگرا در نظ ܮکامل  ي مشبکه
ن عضو يتر که مخالف کوچک يم، در صورتيرا اتم نام ܮ
ݔهر  يباشد و برا 	ܮ ∈   ن عضويتر که مخالف کوچک ܮ

  

ݔاست، که از  	ܮ ≤ ݔجه شود ينت 	ܽ = ܽ	. 
هر  يم، هرگاه برايرا قاب نام ܮکامل  ي مشبکه

ܽهر  يو به ازا ܮاز  ܵدلخواه  ي مجموعه ريز ∈ شرط  ܮ
	ܽ يريع پذيتوز ∧	⋁ܵ = ⋁

௦∈ௌ
(ܽ ∧  .برقرار باشد (ݏ



 ۲۱                                                                                                                          (ఛܮ)ℛي  حلقه-݂از  (ܣ)اصيت ساکل و خ
   

   

که هر اتصال دلخواه را حفظ  يا مشبکه يختيهمر
  .مييگو يم يا نگاشت قابي يقاب يختيکند، همر يم

را به  	ܽشبه متمم  	ܮمتعلق به قاب  	ܽهر عنصر  يبرا
∗ܽ صورت = ݔ}⋁ ∈ ܮ ∶ ܽ ∧ ݔ ف يتعر 	{⊥=

∗ܽ گاه دار باشد، آن متمم ܽو اگر عنصر  شود يم = ܽ	́ .  
ک يبا  ܣ ي حلقه ک حلقه است. ي ܣم يکن يفرض م

است به شرط  يمرتب جزئ ي حلقه ، يمرتب جزئ ي رابطه
  :که نيا
,ܽبراي هر  )۱( ܾ, ݔ ∈ ܽکه ، ܣ ≤  داشته باشيم ܾ

ܽ + ݔ ≤ ܾ +  . ݔ
,ܽهر يبرا )۲( ܾ ∈ ,ܽاگر   ܣ ܾ ≥ گاه  آن، 0

ܾܽ ≥ 0. 
,ܽ هر  يرا که برا  ܣئيجزمرتب  ي حلقه ܾ ∈ ، ܣ

ܽ ∨ ܽو  ܾ ∧ مرتب  ي وجود داشته باشند، حلقه ܾ
، به ܣ يا مرتب مشبکه ي م. در حلقهييگو يم يا مشبکه

ܽهر  يازا ∈   :ميده يقرار م ܣ
|ܽ| = ܽ ∨ (−ܽ)
ܽି = (−ܽ) ∨ 0 

  و 
ܽା = ܽ ∨ 0.		 

  
,݂هر  يرا که برا ܣ يا مرتب مشبکه  حلقه ݃, ℎ ∈ ، ܣ

ℎگر که ا ≥ ݂) در شرط، 0 ∧ ݃)ℎ = ݂ℎ ∧ ݃ℎ 
 .نامند يمحلقه - ݂صدق کند، 

,ܮ)م که زوج يآور ياد ميبه ] ٦[از   که به اختصار با  (߬
 

 يم، در صورتينام يشود را توپوقاب م ينشان داده م ఛܮ	
 يدارا ܮدر  	߬بوده و هر عنصر از  ܮرقاب، قاب يز 	߬که

است، در  ܮ يپوقاب روتو 	߬م يگوئ يمتمم باشد. م
را برابر  (ఛܮ)ℛن يچن توپوقاب باشد. هم ఛܮ	که  يصورت

݂} با ∈ ,(ℝ)࣪)݉ݎܨ (ܮ ∶ 		݂(ॊ(ℝ)) ⊆ ߬	}	 
  :اند نشان داده] ٦[م. در يده يقرار م

 
	ܺهر  يبرا: ۱–۲گزاره  ⊆ ℝ،⋄∈ {+,∙	, ∧, ∨	}  

,݂و  ݃ ∈ ℛ(ܮఛ) ،اگر 
(݂ ⋄ ݃)(ܺ) = ⋁{݂(ܻ) ∧ ݃(ܼ): ܻ	 ⋄ ܼ ⊂
ܺ}  

  جا نيکه ا
ܻ	 ⋄ ܼ = ݕ} ⋄ ݖ ∶ ݕ ∈ ܻ	, ݖ ∈ ܼ} 
 

;	(ఛܮ)ℛ)گاه  آن ℱऀ	 ي حلقه-݂ر يز 	(∨,∧,	∙,+  	ܮ
	ܺهر  ين برايچن باشد. هم يم ⊆ ℝ،   

⋄	∈ {+,∙	,∧,∨	} 
  و

݂, ݃ ∈ ℛ(ܮఛ)، 
(݂ ⋄ ݃)(ܺ) = ({ݕ})݂}⋁ ∧ :({ݖ})݃ ݕ ⋄ ݖ ∈
ܺ}  

  
݂و  = 	ݔهر  ياگر و تنها اگر برا ݃ ∈ ℝ ،  

({ݔ})݂ =  .({ݔ})݃
  

ܿهر  يبه ازا ∈ ℝ ،قاب  يرو ࢉمقدار  يقيتابع ثابت حق
ℱऀ		که متعلق به  ܮ 	ܺهر  ياست برا	ܮ ∈ ࣪(ℝ)  به

  صورت

(ܺ)ࢉ = ൝
⊺ ; ܿ ∈ اگرܺ
⊥ ; 	ܿ ∉  اگر	ܺ

  
و  	(ఛܮ)ℛن يمهم ب يها از ارتباط يکيشود.  يف ميتعر

ف ير تعريز ، نگاشت همصفراست که به صورتܮقاب 
  ميکن  يم

ݖ݋ܿ ∶ 	ℛ(ܮఛ) 	→ ܮ
				݂	 ↦ ݂(ℝ\{0})  

 
,݂هر  يو برا ݃ ∈ ℛ(ܮఛ)ر برقرار يز يها ، گزاره

  :هستند
݊براي هر  )۱( ∈ ℕ، 

(௡݂)ݖ݋ܿ = (݂)ݖ݋ܿ =  .(|݂|)ݖ݋ܿ	
૙اگر  )۲( ≤ ݂ ≤  صورت در اين  ݃

(݂)ݖ݋ܿ ≤  .(݃)ݖ݋ܿ
݂)ݖ݋ܿ		 )۳( + ݃) ≤ (݂)ݖ݋ܿ	 ∨ و  (݃)ݖ݋ܿ

ଶ݂)ݖ݋ܿ + ݃ଶ) ≤ (݂)ݖ݋ܿ 	∨  . (݃)ݖ݋ܿ
(݂݃)ݖ݋ܿ )۴( = (݂)ݖ݋ܿ ∧  . (݃)ݖ݋ܿ
(݂)ݖ݋ܿ )۵( ݂اگر و تنها اگر  ⊥= = ૙ . 
 پذير است اگر و تنها اگر عنصر معکوس ݂ )۶(

(݂)ݖ݋ =	⊺ .  
݂هر  يبراواضح است  ∈ ℛ(ܮఛ) ،݂({0})  متمم
م و ينام يم 	ܮفر قاب است، آن را عنصر ص (݂)ݖ݋ܿ

  م:يده يقرار م
ऊ(݂	) ≔ ݂({0}). 
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 (࣎ࡸ)ज ي مال حلقهينيم يها آل دهيا - ٣
را  (ఛܮ)ℛ ي مال حلقهين يم يها آل دهين بخش ايدر ا

 .ميده يمورد مطالعه قرار م
  

 قاب باشد. تابع ܮد يفرض کن: ۱-۳فيتعر
ݐ ∶ 	ℝ	 →  يتم، در صورينام  ܮيرو يقيحق-را دم ܮ

 ر برقرار باشد.يط زيکه شرا
,	ݔهر  يبرا )۱( ݕ ∈ ℝ ،ݔاگر	 ≠  گاه آن 	ݕ	
(ݔ)ݐ )۲( ∧ (ݕ	)ݐ =⊥. 
)۳( ⋁ (ݔ)ݐ =⊺		௫∈ℝ. 

د در يتوان ير که برهان آن را ميادامه کارمان به لم ز يبرا
 .مياز داريند، نيبب] ١٨[

 
ݐ يقيحق-هر دم يبرا: ۲-۳لم ∶ 	ℝ	 → قاب  يرو ܮ
 ، نگاشتܮ

߮௧ ∶ ࣪(	ℝ) 	→ ܮ	
	ܺ ↦ ⋁ ௫∈௑(ݔ)ݐ

  

  
 است. يقاب يختيهمر

 
ݐ ديفرض کن: ۳-۳گزاره ∶ 	ℝ	 →  ܮقاب  يرو ܮ

 باشد و يقيحق-دم
߮௧ ∶ ࣪(	ℝ) → ܮ	
ܺ ↦	⋁ ௫∈௑.(ݔ)ݐ

  

 
௧߮ اگر ቀॊ(Χ)ቁ ⊆ ௧߮ گاه آن ،	߬ ∈ 	ℛ(ܮఛ) . 

  .واضح است ٢-٣برهان: بنا بر لم 
، ܮمتعلق به قاب  ܽهر عنصر  ين مقاله برايدر سرتاسر ا

௔݂ نگاشت ∶ ࣪(	ℝ) 	→   را با ضابطه ܮ

௔݂(ܺ) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧⊺															; 0, 1 ∈ اگر												ܺ
ܽ∗										; 1 ∉ 0	و	ܺ ∈ اگر					ܺ
ܽ													; 	1 ∈ 0	و	ܺ ∉ اگر			ܺ
⊥														; 0,1 ∉ اگر												ܺ	

  

  
  .ميريگ يدر نظر م

 

باشد و  ܮقاب  يتوپوقاب رو ߬د يفرض کن: ۴-۳زارهگ
ܽ ∈ ,ܽمتمم باشد. اگر  يدارا 	ܮ ܽ	́ ∈  ௔݂گاه  آن، ߬

 .است (ఛܮ)ℛ ي عنصر حلقه
ݐ ميکن يف ميتعر برهان: ∶ 	ℝ	 →   ي با ضابطه ܮ

(ݔ)ݐ =

⎩
⎨

⎧	ܽ	́																		; ݔ = اگر	0
ܽ																				; ݔ = اگر	1
⊥							; ݔ ∈ ℝ\{0	,1}اگر

  

  
است و  ܮقاب  يرو يقيحق- دم ݐواضح است که 

ܺهر  ين برايهمچن ∈ ܲ(	ℝ) ،௔݂(ܺ) =
⋁ است،  ߬ ي رمجموعهيز ௔݂چون برد تابع . ௫∈௑(ݔ)ݐ

௔݂، ٣-٣ ي پس بنابر گزاره ∈ 	ℛ(ܮఛ).  
 

باشد  ܮقاب  يتوپوقاب رو 	߬د يفرض کن: ۵-۳ گزاره
ܽو  ∈ ,ܽاگر  متمم باشد. يدارا ܮ	 ܽ	́ ∈ گاه  آن، ߬	
݂هر  يبرا ∈ 	ℛ(ܮఛ)	  ܺو ∈ ܲ(	ℝ) م: يدار  

݂ ௔݂(ܺ) = ൝
ܽ	́	 ∨ ݂(ܺ)	 	; 0 ∈ اگرܺ
ܽ	 ∧ 	݂(ܺ) ; 0 ∉   اگر	ܺ

  
ݐ ميکن يف ميتعربرهان:  ∶ 	ℝ	 →   ي با ضابطه ܮ

(ݔ)ݐ = ൝
ܽ	́	 ∨ ऊ(ݔ) 					; ݔ = اگر0
ܽ	 ∧ ({ݔ})݂	 					; ݔ ≠   اگر	0

  
است و  ܮقاب  يرو يقيحق- دم ݐواضح است که 

0هر  ين برايهمچن ≠ ݔ ∈ ℝ،  
݂ ௔݂({ݔ})																																																						
	= ({ݕ})݂	}⋁ ∧ ௔݂({ݖ}): ݖݕ = 									{	ݔ
= ⋁ ቄ݂({ݕ}) ∧ ௔݂ ቀቄ

௫
௬
ቅቁ : 0 ≠ ݕ ∈ ℝቅ

	= ({ݔ})݂	 ∧ ௔݂({1})																															
	= ({ݔ})݂	 ∧ ܽ																																										
	= 																																																					(ݔ)ݐ	

  

 و چون
݂ ௔݂({0}) = 	ऊ(݂ ௔݂)
										= ऊ(݂) ∨ ऊ( ௔݂)

			= ऊ(݂) ∨ ܽ	́
	= 							(0)ݐ
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ܺهر  يپس برا ∈ ܲ(	ℝ)،  
	݂ ௔݂(ܺ) = ⋁ ௫∈௑(ݔ)ݐ 																									

																	= ൝
ܽ	́	 ∨ ݂(ܺ) ; 0 ∈ اگرܺ
ܽ	 ∧ 	݂(ܺ) ; 0 ∉ اگر	ܺ

  

 
باشد و  	ܮقاب  يتوپوقاب رو ߬د يفرض کن: ۶-۳جهينت

ܽ ∈ ,ܽاگر .متمم باشد يدارا ܮ	 ܽ	́ ∈  ௔݂گاه  آن، ߬
  .است (ఛܮ)ℛ ي عنصر خودتوان حلقه

 .واضح است ٥-٣و  ٤-٣ يها برهان: بنابر گزاره
 

 ي عنصر خودتوان حلقه ݁م يفرض کن: ۷-۳ گزاره
ℛ(ܮఛ) ݁ن صورت يباشد، در ا = 	 ௖݂௢௭(௘) و  

,(݁)ݖ݋ܿ ऊ(݁) ∈ ߬.	 
  

  عنصر خودتوان باشد. چون ݁م يبرهان: فرض کن
݁ = ݁ଶ ≥ 0 

  
,∞−)݁ پس 0)   ،ݔ ينامنف يقيهرعدد حق يو برا ⊥=

(ݔ)݁ = ݁ଶ(ݔ)																																												
							= ({ݕ})݁}⋁ ∧ e({ݖ}) ∶ ݖݕ = {ݔ
		= {ݕ})݂}⋁ ∧ ({ݖ} ∶ ݖݕ = {ݔ
= ݁൫൛√ݔൟ൯ ∨ e൫൛−√ݔൟ൯							

						= ݁൫൛√ݔൟ൯.																																				

  

  
ݔاگر  ياز طرف ≥ ≠⊥و  0  گاه آن، (ݔ)݁

⊥≠ 												(ݔ)݁
												= (ݔ)݁ ∧ 	݁൫൛√ݔൟ൯
								= {ݔ})݁ ∧ ({ݔ√}

  

  
  جهيو در نت

{ݔ} ∧ ൛√ݔൟ ≠ ∅. 
  

ݔ نيبنابرا = ݔا ي 0 = 1 .  
ݔهر  يپس برا ∈ ℝ\{0,1} ،݁({ݔ}) اکنون . ⊥=

0اگر  ∈ 1و  ܺ ∉   گاه آن،ܺ
݁(ܺ) = ݁({0}) ∨ 	݁(ܺ − {0}) 
= ݁({0}) 	= ऊ(݁). 

  

0که  يحالت ين برايچن هم ∉ 1و  ܺ ∈ جه ينت ܺ
 ميريگ يم

݁(ܺ) = ݁({1}) ∨ 	݁(ܺ − {1})
	= ݁({1})																	
			= 																	.(݁)ݖ݋ܿ

 

 
݁ نيبنابرا = 	 ݂ܿ  .(௘)ݖ݋

ܽهر عنصر  يمقاله بران يدر سرتاسر ا ∈ قرار ، ܮ
  م:يده يم

ℛ௅ഓ(ܽ):= {݂ ∈ ℛ(ܮఛ) ∶ (݂)ݖ݋ܿ	 ≤ ܽ} 
  

  .است (ఛܮ)ℛآل  دهيا (ܽ)ℛ௅ഓبه وضوح 
 

باشد و  	ܮقاب  يتوپوقاب رو ߬د يفرض کن: ۸-۳گزاره
ܽ ∈ ,ܽاگر  .متمم باشد يدارا ܮ ܽ	́ ∈  يگاه برا آن، ߬

ℎ	هر  ∈ ℛ௅ഓ(ܽ) م يدار	ℎ ௔݂ = ℎ	 جه يو در نت
ℛ௅ഓ(ܽ) د شده توسط يتول يآل اصل دهيا௔݂ است. 

ℎم که يکن يبرهان: فرض م ∈ ℛ௅ഓ(ܽ)  و
ܺ ∈ ࣪(	ℝ) . 0اگر ∉   گاه آن، ܺ	

ℎ(ܺ) ≤ (ℎ)ݖ݋ܿ ≤ ܽ 
  

 جه يو در نت
ܽ ∧ ℎ(ܺ) = ℎ(ܺ). 

  
  

0اگر  ∈   گاه آن، ܺ
ℎ(ܺ) = ℎ(ܺ\{0}) ∨ ℎ({0}) 

  
ℎهر  يچون برا و ∈ ℛ௅ഓ(ܽ) ،ݖ݋ܿم يدار(ℎ) ≤ ܽ ،
  ميريگ يجه مينت

ܽ	́ ≤ ൫ܿݖ݋(ℎ)൯	́ = ऊ(ℎ). 
  پس

ܽ		́ ∨ ℎ(ܺ) = (ܽ		́ ∨ ℎ(ܺ\{0})) ∨ ℎ({0})
								= ℎ(ܺ\{0}) ∨ ℎ({0})

= ℎ(ܺ).																	
 

  
ℎ، ۵ -۳ ي ن رو بنابر گزارهياز ا ௔݂ = ℎ.  
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 ܮقاب  يتوپوقاب روک ي ߬د يفرض کن: ۹-۳گزاره
  .ر برقرار هستنديز يها ن صورت گزارهيباشد. در ا

)۱( ℛ௅ഓ(⊺) = ℛ(ܮఛ) و ℛ௅ഓ(⊥) = (0). 
,ܽاگر  )۲( ܽ	́, ܾ, ܾ	́ ∈ ௔݂ گاه آن، ߬ ௕݂ = 	 ௔݂∧௕.  
,ܽاگر  )۳( ܽ	́ ∈ ௔݂گاه  آن، ߬ + ௔݂	́ = ૚. 
,	∙∙∙,	ଵܽاگر  )۴( ܽ௡	 به دو مجزا از قاب  هاي دو اتم	ܮ 

,	ଵܽ به قسمي باشند که ܽ	́ଵ	,∙∙∙	, ܽ௡	, ܽ	́௡	 ∈ ߬، 
∑گاه آن ௔݂೔

௡
௜ୀଵ = 	 ௕݂   جا که در اين  

ܾ = ⋁ ܽ௜௡
௜ୀଵ .  

  
  برهان:

 .است يهي). بد١(
ܺم ي). فرض کن٢( ∈ ࣪(	ℝ)  ܽو, ܽ	́, ܾ, ܾ	́ ∈ از . ߬
 ،٥-٣ ي ن رو بنابر گزارهيا

௕݂ ௔݂(ܺ) = ൝
ܽ	́	 ∨ ௕݂(ܺ) 			; 0 ∈ اگرܺ
ܽ	 ∧	 ௕݂(ܺ) 				; 0 ∉   اگرܺ

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧⊺																						; 0,1 ∈ اگر													ܺ
(ܽ ∧ ܾ)	́										; 1 ∉ 0	و	ܺ ∈ اگر		ܺ
ܽ ∧ ܾ													; 	1 ∈ 0	و	ܺ ∉ اگر			ܺ
⊥																					; 0	,1 ∉ اگر												ܺ

  

= 	 ௔݂∧௕(ܺ).				  
 

ܺم ي). فرض کن٣( ∈ ࣪(	ℝ)  ܽو, ܽ	́ ∈ اگر . ߬
1 ∈   گاه آن، ܺ

( ௔݂ + ௔݂	́)(ܺ)																																																							
= ⋁{ ௔݂(ݔ) ∧ ௔݂		́(ݕ):	ݔ + ݕ ∈ ܺ}																		
≥ ⋁{ ௔݂(ݔ) ∧ ௔݂	́(1 − :(ݔ ݔ ∈ ℝ}																			
	= ( ௔݂(0) ∧ ௔݂			́(1)) ∨ ( ௔݂(1) ∧ ௔݂			́(0))							
	= (	ܽ	́ ∧ ܽ	́) ∨ (ܽ	 ∧ ܽ)																																						
=⊺.																																																																								

  

 
1حال فرض کنيم  ∉  بنابراين، 	ܺ

( ௔݂ + ௔݂	́)(ܺ)																																				
= ⋁{ ௔݂(ݔ) ∧ ௔݂	́(ݕ): ݔ + ݕ ∈ ܺ}.  
 

ݔکه  نياز ا + ݕ ∈ ݔ ميريگ يجه مينت، ܺ + ݕ ≠ 1 
ݔو  ≠ 1 −   نيبنابرا ݕ

௔݂(ݔ) ∧ ௔݂		́(ݕ)																																		

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ܽ	́ ∧ ܽ	́	́				; ݕ = ݔ	و0 = اگر	0
ܽ	́ ∧⊥						; ݕ ≠ ݔ	و	0 = اگر	0
⊥∧ ܽ	́	́			; ݕ = ݔ	و	0 ≠ اگر		0
⊥														; ݕ ≠ ݔ	و	0 ≠ اگر0

=⊥.																																																						

 

 
௔݂ن رو ياز ا + ௔݂	́ = ૚.  

ܾ مي). فرض کن٤( = ⋁ ܽ௜ .௡
௜ୀଵ هر  ين برايبنابرا

ݔ ∈ ℝ، 
( ௔݂భ + ௔݂మ)({ݔ})																																								
= ⋁൛ ௔݂భ({ݕ}) ∧ ௔݂	మ({ݖ}) 	 ∶ ݕ + ݖ = ൟݔ
= ⋁൛ ௔݂భ({ݕ}) ∧ ௔݂	మ({ݔ − :({ݕ ݕ ∈ ℝൟ		

  

= (ܽ		́ଵ ∧ ௔݂	మ({ݔ})) ∨ (ܽଵ ∧ ௔݂	మ({ݔ −
1}))  

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧(ܽଵ ∨ ܽଶ)	́																	; ݔ = 										اگر	0

																									; ݔ = اگر	1
(ܽ			́ଵ ∧ ܽଶ) ∨ (ܽଵ ∧ ܽ			́ଶ)																

⊥																											; 	سايرجاها

  

	=

⎩
⎨

⎧(ܽଵ ∨ ܽଶ)	́										; ݔ = اگر	0
	ܽଶ ∨ ܽଵ														; ݔ = 1	 گرا
⊥																						; 	ساير	جاها

  

= ௔݂భ∨௔మ({ݔ}).	 
 

∑شود که  ين رو به استقراء ثابت مياز ا ௔݂೔
௡
௜ୀଵ = 	 ௕݂.  

 
 ܮقاب منظّم  يتوپوقاب رو ߬د يفرض کن: ۱۰-۳لم

ܽباشد و  ∈ ,ܽاگر .متمم باشد يدارا ܮ ܽ	́ ∈  ܽو  ߬
݃باشد که  يبه قسم ܮاز قاب  ياتم ∈ ℛ௅ഓ(ܽ) ،
ℎگاه نگاشت  آن ∶ ࣪(	ℝ) 	→ هر  يرا برا ܮ

ܺ ∈ ࣪(	ℝ)	 ميکن يف مير تعريبا ضابطه ز: 
ℎ(ܺ)

= ൞
ܽ	́	 ∨ ⋁଴ஷ௫∈௑݃ ൬{

1
ݔ
}൰ ; 0 ∈ اگرܺ

ܽ	 ∧ ⋁௫∈௑ 	݃ ൬{
1
ݔ
}൰ ; 0 ∉ اگر	ܺ
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  .ر برقرار هستنديز يها ن صورت گزارهيدر ا
 .است (ఛܮ)ℛ ي عنصر حلقه 	ℎنگاشت  )۱(
)۲( ℎ݃ = 	 ௔݂. 
  برهان: 
ܱم ي). فرض کن١( ∈ ॊ(Χ) .واضح است که نگاشت 

ߠ ∶ ℝ\{0} 	→ ℝ 
  

 با ضابطه

(ݔ)ߠ =
1
ݔ

 
  

  م کهيدان يوسته است. ميتابع پ
(ܱ)ଵିߠ ∈ ॊ(ℝ\{0}	) ⊆ ॊ(ℝ) 

  
 نيچن و هم

(ܱ)ଵିߠ = ൜
1
ݔ
∶ ݔ ∈ ݔ	و	ܱ ≠ 0ൠ ∈ ॊ(ℝ	). 

  
 ميريگ يجه ميپس نت

⋁଴ஷ௫∈ை݃ ቀ{
ଵ
௫
}ቁ = ((ܱ)ଵିߠ)݃ ∈ ߬.  

  
(ܱ)ℎلذا  ∈   حال. 	߬

ݐ ∶ ℝ	 →  ܮ
  ي با ضابطه

(ݔ)ݐ = ൝
ܽ	́	 		; ݔ = اگر0

ܽ	 ∧ 	݃ ቀ{ଵ
௫
}ቁ 		; ݔ ≠   اگر	0

  
قاب  يرو يقيحق-دم ݐم. واضح است که يکن يف ميتعر
ܺهر  ياست و برا ܮ ∈ ܲ(	ℝ)، 

ℎ(ܺ) = ⋁௫∈௑(ݔ)ݐ. 
  

 ي است، پس بنابر گزاره ߬ ي موعهرمجيز ℎچون برد تابع 
٣-٣ ،ℎ ∈ ℛ(ܮఛ).  
0هر  يبرا). ۲( ≠ ݔ ∈ ℝ	، 

ℎ݃({ݔ})																																																		
= ⋁{ℎ({ݕ}) ∧ g({ݖ}) 		 ∶ ݖݕ = 					{ݔ
= ⋁ ቄℎ({ݕ}) ∧ g ቀቄ௫

௬
ቅቁ : 0 ≠ ݕ ∈ ℝቅ

  

= ⋁ቄܽ ∧ g ቀቄଵ
௬
ቅቁ ∧ g ቀቄ௫

௬
ቅቁ : 0 ≠ ݕ ∈ ℝቅ  

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 																																	; ݔ = اگر1

ܽ ∧ ⋁		{g ቀቄଵ
௬
ቅቁ ∶ 0 ≠ ݕ ∈ ℝ}

⊥																												; ݔ ≠ 	اگر	1

  

=	൝
ܽ ∧ 	(݃)ݖ݋ܿ 			; ݔ = اگر1
⊥																					 			; ݔ ≠ اگر	1

  

= ൝
	(݃)ݖ݋ܿ 	; ݔ = اگر1
⊥												 			; ݔ ≠ اگر	1

  

 
(݃)ݖ݋ܿ گر، چونيد ياز طرف ≤ ́	ܽس پ ܽ ≤ ऊ(݃) 
  جهيو در نت

ℎ݃({0}) = ऊ(ℎ݃)
= ऊ(ℎ) ∨ ऊ(݃)
= ܽ	́	 ∨ ऊ(݃)

= ܽ	́		
= ௔݂({0}).

  

 
ℎ݃ن يبنابرا ≤ ௔݂ .࣪و  ܮ يها اکنون چون قاب(	ℝ) 

ℎ݃منظم هستند، پس  = ௔݂.  
آل  دهيم که ايکن يم يادآوري] ٦٣ ي ، صفحه١٤[از 

د يتوسط عنصر خودتوان تول يکاهش  ي مال حلقهين يم
باشد و  يکاهش ي حلقه ܴن اگر يچن شود و هم يم

݁ଶ = ݁ ∈  ܴ ي مال حلقهين يآل م دهيا ܴ݁گاه  آن، ܴ
دان يم ܴ ي با همان اعمال حلقه ܴ݁است اگر و تنها اگر 

  باشد. ݁ يضرب يبا عضو خنث
  

 ܮقاب منظّم  يتوپوقاب رو ߬د يفرض کن: ۱۱-۳گزاره
ܽو  ∈ ,ܽاگر . متمم باشد يدارا ܮ ܽ	́ ∈  ܽو عنصر  ߬

مال ين يآل م دهيا (ܽ)ℛ௅ഓگاه  اتم باشد، آن ܮاز قاب 
 .است (ఛܮ)ℛ ي حلقه

با همان اعمال  (ܽ)ℛ௅ഓ، ١٠-٣با توجه به لم برهان: 
ن ياست. بنابرا ௔݂ يضرب يدان با عضو خنثيم ܴ ي حلقه

آل  دهيا (ܽ)ℛ௅ഓ، ٩-٣و  ٥- ٣ يها با توجه به گزاره
  است. (ఛܮ)ℛ ي مال حلقهين يم

مال يماکس يها آل دهيمجموعه تمام ا ैم يکن يفرض م
ܽهر  يباشد. به ازا ܴ ي حلقه ∈   :ميده يقرار م، ܴ

ै(ܽ) = ܯ} ∈ 	ै ∶ ܽ ∈  .{ܯ
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آل (به مفهوم  دهيا-	ݖک ي ܴ ي از حلقه 	ܫآل  دهيا
(ܽ)ै شود، اگر يم دهيماسون) نام = و  (ܾ)ै

ܽ ∈ ܾ.گاه  آن ܫ ∈ ,ܽهر  يچون به ازا ܫ ܾ ∈ ܴ ،
ै(ܽ) ⊆ (ܾܽ)ैاگروتنها اگر  (ܾ)ै = ै(ܾ) .

-ݖک ي ܫان کرد که يتوان ب ين رو به طور معادل مياز ا
(ܽ)ै آل است اگروتنها اگر دهيا ⊆ ܽو  (ܾ)ै ∈   .ܫ

ܾجه دهد ينت ∈  مورد، نيدر ا ن مطالبيتر از مهم يکي. ܫ
آل  دهيا-ݖ، ܴ ي مال حلقهين يم يها آل دهياست که ا نيا

  د).يمراجعه کن] ١٥، ١٣[هستند (به منابع 
 

 (ఛܮ)ℛ ي مال حلقهين يآل م دهيا ܫاگر : ۱۲-۳لم
وجود دارد که  يبه قسم ܮاز قاب  ܽدار  باشد، عنصر متمم

ܫهستند و  ߬متعلق به  ́	ܽو  ܽ = ℛ௅ഓ(ܽ). 
 (ఛܮ)ℛ ي مال حلقهين يآل م دهيبرهان: به وضوح هر ا

ن عنصر يشود. بنابرا يد ميک عنصر خودتوان توليتوسط 
݁خودتوان  ∈    وجود دارد که يبه قسم ܫ

ܫ = ݁ℛ(ܮఛ). 
  

ܽ اگر، ۳- ۷ ي بنابر گزاره = ݁گاه  آن (݁)ݖ݋ܿ	 = ௔݂ .
ܫ، ۳- ۸ن رو بنابر گزاره ياز ا = ℛ௅ഓ(ܽ).  

 
م، ييکاملاً منظّم گو را ఛܮتوپوقاب : ۱۳-۳فيتعر

ܽهر  يهرگاه برا ∈ ߬ ،	ࣛ ⊆ ℛ(ܮఛ)	 يبه قسم 
 وجود داشته باشد که

ܽ = ⋁ ࣛ∋௙(݂)ݖ݋ܿ .  
 

توپوقاب کاملاً منظّم  ఛܮد يفرض کن: ۱۴-۳ گزاره
 باشد، (ఛܮ)ℛ ي مال از حلقهين يآل م دهيا ܫاست. اگر 

  وجود دارد که يبه قسم ߬از  ܽگاه اتم  آن
ܫ = ℛ௅ഓ(ܽ)  ܽو	́ ∈ ߬	. 

 ܮاز قاب  ܽدار  عنصر متمم، ١٢-٣برهان: با توجه به لم 
ܫوجود دارد که  يبه قسم = ℛ௅ഓ(ܽ)  ܽو, ܽ	́ ∈ ߬	 .

ݏم ياکنون فرض کن ∈ وجود دارد که  يبه قسم ߬
⊥< ݏ	 ≤ املاً منظّم است، توپوقاب ک ఛܮ	. چون ܽ
݃ ∈ ℛ(ܮఛ) وجود دارد که يبه قسم  

⊥< (݃)ݖ݋ܿ	 ≤ ݏ ≤ ܽ 
  
0 دهد که ين نشان ميو ا ≠ ݃ ∈   . ܫ

جه ياست، نت (ఛܮ)ℛ يمال حلقهين يآل م دهيا ܫچون 
ܫ ميريگ يم =< ݃ ℎن يبنابرا. < ∈ ℛ(ܮఛ)	  به

௔݂ وجود دارد که يقسم = ℎ݃ .  
  ن روياز ا

ܫ = )ݖ݋ܿ ௔݂) ≤  .(݃)ݖ݋ܿ	
  
  لذا

(݃)ݖ݋ܿ = ݏ = ܽ.	 
  

ܫاتم است و  ܽپس عنصر  = ℛ௅ഓ(ܽ). 
 

 (࣎ࡸ)ज ي حلقه يرو (࡭)ت يخاص - ۴
و  (ఛܮ)ℛ ي حلقه يرا برا (ܣ)ت ين بخش خاصيدر ا
ℛ(௅ഓ) يقسمت خارج ي حلقه

ௌ௢௖(ℛ(௅ഓ))
قرار  يمورد بررس 

  م.يده يم
  

 (ܣ)ت يخاص يدارا (ఛܮ)ℛ ي حلقه-݂: ۱- ۴ گزاره
 .است

ܫ ميبرهان: فرض کن = ∑ ௜݂ℛ(ܮఛ)௡
௜ୀଵ  و عناصر آن

݂ه صفر باشند. چون يعل مقسوم = ∑ ௜݂
ଶ ∈ ௡ܫ

௜ୀଵ 
0 م کهيريگ يجه مينت < ݃ ∈ ℛ(ܮఛ) وجود  يبه قسم

݂݃ دارد که = 0	 .  
(݂݃)ݖ݋ܿن يبنابرا  ميکن يم رض اکنون ف ۰⊥=

ℎ = ∑ ௜݂ℎ௜ ∈ ௡ܫ
௜ୀଵ .  

  لذا
(ℎ݃)ݖ݋ܿ = ∑)ݖ݋ܿ ௜݂ℎ௜݃௡

௜ୀଵ )  
																	≤ ⋁ |)ݖ݋ܿ ௜݂|	|ℎ௜|݃)௡

௜ୀଵ   
																	≤ ⋁ ൫ݖ݋ܿ ௜݂

ଶ݃൯௡
௜ୀଵ 	  

= ∑൫ݖ݋ܿ ௜݂
ଶ݃௡

௜ୀଵ ൯	  
		≤ ⋁ ൫ݖ݋ܿ ௜݂

ଶ݃൯			௡
௜ୀଵ   

	= 																(݂݃)ݖ݋ܿ
=⊥.																												

  
 

ℎ݃ن يبنابرا = ݃ن رو ياز ا، 0 ∈ است. لذا  (ܫ)݊݊ܣ
ℛ(ܮఛ) است (ܣ)ت يخاص يدارا. 

 
,	∙∙∙,	ଵܽاگر : ۲-۴لم ܽ௡	 ߬دو به دو مجزا از  يها اتم 

,	∙∙∙,	ଵ́	ܽ باشند که يبه قسم ܽ	́௡	 ∈ 	߬ .  
݂هر  يگاه برا آن ∈ ℛ(ܮఛ)  ܺهر و ∈ ࣪(	ℝ)،  
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∑ ݂ ௔݂೔
௡
௜ୀଵ (X) 					=

൝
(⋀ ܽ	́௜௡

௜ୀଵ ) ∨ ݂(ܺ) ; 0 ∈ اگرܺ
(⋁ ܽ௜௡

௜ୀଵ ) ∧ ݂(ܺ) ; 0 ∉ اگرܺ
  

 
  واضح است. ٩-٣و  ٥-٣ يها برهان: بنابر گزاره

  
 گاه کاملاً منظّم باشد، آن بتوپوقا ఛܮاگر : ۳-۴گزاره

݂ ∈  ((ఛܮ)ℛ)ܿ݋ܵ
  

,	∙∙∙,	ଵܽ يها اگر و تنها اگر اتم ܽ௡	 ∈  يبه قسم ܮ
  وجود داشته باشند که

(݂)ݖ݋ܿ 	= ⋁ ܽ௜௡
௜ୀଵ   

  
1هر  يو برا ≤ ݅ ≤ ݊ ،ܽ௜ 	, ܽ	́௜	 ∈ 	߬ . 

((ఛܮ)ℛ)ܿ݋ܵبرهان: اگر  =  يبرا يزيگاه چ ، آن0
م ساکل مخالف صفر يبات وجود ندارد. اکنون فرض کناث

݂ اگر باشد. ∈ گاه با توجه به  آن ((ఛܮ)ℛ)ܿ݋ܵ
,	∙∙∙,	ଵܽ يها ، اتم١٤- ٣ ي گزاره ܽ௞	 ∈  يبه قسم ߬	

,	∙∙∙,	ଵ́	ܽ وجود دارند که ܽ	́௞	 ∈ هر  يو برا ߬
1 ≤ ݅ ≤ ݇ ،௜݂ ∈ ℛ(ܮఛ) وجود دارد که يبه قسم  

݂ = ଵ݂ ௔݂భ + ଶ݂ ௔݂మ	 +∙∙∙ + ௞݂ ௔݂ೖ 
  

 م کهيريگ يجه ميو از خواص عناصر همصفر نت
(݂)ݖ݋ܿ ≤ ⋁ ܽ௜௞

௜ୀଵ .  
  

  نيبنابرا
(݂)ݖ݋ܿ = ⋁ ܽ௜௞

௜ୀଵ ∧   .(݂)ݖ݋ܿ
  

௜ܽ باشند، پس يها اتم م௜ܽچون  ∧ (݂)ݖ݋ܿ  اي ⊥=
ܽ௜ ∧ (݂)ݖ݋ܿ = ܽ௜ ݖ݋ܿدهد  ين نشان ميو ا(݂) 

است که  يبه قسم ߬ يها از اتم ياتصال تعداد متناه
  .باشند يم ߬ز متعلق به يها ن متمم آن

,	∙∙∙,	ଵܽ يها اتم يم برايبرعکس. فرض کن ܽ௞	 ∈ ߬ 
,	∙∙∙,	ଵ́	ܽ که ܽ	́௞	 ∈   ميداشته باش ߬	

(݂)ݖ݋ܿ = ⋁ ܽ௜௞
௜ୀଵ .  

  
آل  دهيا ℛ௅ഓ(ܽ௜)، ١١- ٣و  ٨-٣ يها با توجه به گزاره

௔݂د شده توسط يمال تولين يم ௜ باشد. اگر  يم

0 ∉ ܺ ⊆ ℝ ،݂گاه چون  آن(ܺ) 	≤ با ، (݂)ݖ݋ܿ
  ،٢-٤توجه به لم 

∑ ݂ ௔݂೔
௡
௜ୀଵ (X) = (⋁ ܽ௜௡

௜ୀଵ ) ∧ ݂(ܺ)
		= ݂(ܺ).

  

  
0اگر  ∈ ܺ ⊆ ℝ ،گاه نآ  

∑ ݂ ௔݂೔
௡
௜ୀଵ (X) = ቀ∑ ݂ ௔݂ഢ

௡
పୀଵ (ℝ\X)ቁ́   

= ൫݂(ℝ\ܺ)൯	́ = ݂(ܺ).  
 

  نيبنابرا
݂ = ∑ ݂ ௔݂೔

௡
௜ୀଵ ∈ ∑ ℛ௅ഓ(ܽ௜)

௡
௜ୀଵ ⊆

  .((ఛܮ)ℛ)ܿ݋ܵ
 

توپوقاب کاملاً منظّم است.  ఛܮد يفرض کن: ۴-۴ گزاره
ℛ(௅ഓ)گاه  اتم باشد، آن يمتناهتعداد  يدارا ߬اگر 

ௌ௢௖(ℛ(௅ഓ))
 

  .است (ܣ)ت يخاص يدارا
ܣ ميبرهان: فرض کن = {ܽଵ	,∙∙∙	, ܽ௡	} . 

  باشد که يبه قسم ߬ يها مجموعه تمام اتم
{ܽ	́ଵ	,∙∙∙, ܽ	́௡	} ⊆ ߬. 

  
  ،١٤- ٣و  ٨-٣ يها ن صورت، با توجه به گزارهيدر ا

((ఛܮ)ℛ)ܿ݋ܵ = ∑ ℛ௅ഓ(ܽ௜)
௡
௜ୀଵ =

∑ ௔݂೔ℛ(ܮఛ)
௡
௜ୀଵ .  

݂هر  يبه ازا ∈ ℛ(ܮఛ) ،ميده يقرار م:  
݂̅ = ݂ +   	.((ఛܮ)ℛ)ܿ݋ܵ

  
  آل دهيا

ܫ = ∑ ݂௜̅	
ℛ(௅ഓ)

ௌ௢௖(ℛ(௅ഓ))
௡
௜ୀଵ   

  
ℛ(௅ഓ) ي را از حلقه

ௌ௢௖(ℛ(௅ഓ))
د که يريدر نظر بگ يمبه قس 

  ميکن يه صفر باشند. فرض ميعل عناصر آن مقسوم
݂ = ∑ ௜݂

ଶ௡
௜ୀଵ .  

  
݂̅چون = ∑ ݂௜̅	

ଶ ∈ ௡ܫ
௜ୀଵ م يريگ يجه مينت  
0 < ݃ ∈ ℛ(ܮఛ) ݂̅݃̅وجود دارد که يبه قسم = 0	 

̅݃و  ≠ ௜భܽ ،٤- ٣ ي پس بنابر گزاره. 0 ,∙∙∙	, ܽ௜ೝ ∈  ܣ
(݂݃)ݖ݋ܿوجود دارند که يبه قسم = ⋁ ܽ௜ೕ

௥
௝ୀଵ   .  
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ܾميريگ يدر نظر م = ⋀ ܽ	́௜௡
௜ୀଵ    م کهيشو يم يمدع.   

0 ≠ ݂௕̅݃̅ ∈  .(ܫ)݊݊ܣ
  

)ݖ݋ܿ اگر ௕݂݃) ≤ ⋁ ܽ௜௡
௜ୀଵ گاه آن  

)ݖ݋ܿ ௕݂݃) = )ݖ݋ܿ ௕݂݃) ∧ ⋁ ܽ௜௡
௜ୀଵ   

= ܾ	 ∧ (݃)ݖ݋ܿ	 ∧ ⋁ ܽ௜௡
௜ୀଵ =⊥.  

 
  دهد يجه ميکه نت

(݃)ݖ݋ܿ ≤ ऊ( ௕݂) = ⋁ ܽ௜ .௡
௜ୀଵ   

  نيبنابرا
݃ ∈  ((ఛܮ)ℛ)ܿ݋ܵ

  
0که تناقض است. لذا  ≠ ݂௕̅݃̅ .اگر ℎ = ∑ ௜݂

௡
௜ୀଵ ℎ௜ 

  گاه آن
 
ℎ)ݖ݋ܿ ௕݂݃) = ∑)ݖ݋ܿ ௜݂

௡
௜ୀଵ ℎ௜ ௕݂݃)

																						≤ ⋁ |)ݖ݋ܿ ௜݂||ℎ௜|	 ௕݂݃)௡
௜ୀଵ

														≤ ⋁ ൫ݖ݋ܿ ௜݂
ଶ
௕݂݃൯௡

௜ୀଵ

														= ∑)ݖ݋ܿ ௜݂
ଶ
௕݂݃	)	௡

௜ୀଵ
					= ݂݃)ݖ݋ܿ	 ௕݂)		

													≤ ⋁ ܽ௜ೕ
௥
௜ୀଵ ∧	⋀ ܽ	́௜௡

௜ୀଵ
								=⊥.																							

  

  
  نيبنابرا

ℎത݂௕̅݃̅ = 0 
  

  دهد يجه ميکه نت
݂௕̅݃̅ ∈  .(ܫ)݊݊ܣ

  
ℛ(௅ഓ)لذا 

(ℛ(௅ഓ))ܿ݋ܵ
  .است (ܣ)ت يخاص يدارا 

݊م، هرگاه ييگو يدار م را کران (ఛܮ)ℛاز  ݂عضو  ∈ ℕ 
|݂|ه باشد که وجود داشت يبه قسم ≤  ي مجموعه. ࢔

 (ఛܮ)∗ℛرا با  (ఛܮ)ℛ ي دار حلقه تمام عناصر کران
 .ميده ينشان م

,ݎ هر يدر ادامه بحث، برا ݏ ∈ ℝ م:يده يقرار م 
,ݎ[[ ≕]]ݏ ݔ} ∈ ℝ ∶ ݎ < ݔ <  .{ݏ
 

݂هر  يبرا :۵-  ۴گزاره ∈ ℛ(ܮఛ) ،ر يز يها گزاره
  .معادل هستند

)۱( ݂ ∈ ℛ∗(ܮఛ). 

,݌ عناصر )۲( ݍ ∈ ℚ وجود دارند که  يبه قسم
݌ < ,݌[[)݂و  ݍ (]]ݍ =⊺. 

,݌عناصر  )۳( ݍ ∈ ℚ وجود دارند که به قسمي 
݌ < ,∞−))݂ و ݍ [[ݍ ∪ ,ݍ]] +∞)) =⊺ . 

  .واضح است: برهان
 

گاه  توپوقاب کاملاً منظّم باشد، آن ఛܮاگر  :۶-۴گزاره
 (ఛܮ)∗ℛمشمول در  (ఛܮ)ℛمال ين يآل م دهيهر ا
 .است

باشد و  (ఛܮ)ℛمال ين يآل م دهيک اي 	ܫبرهان: اگر 
݂ ∈ از قاب  	ܽ، اتم ١٤- ٣ ي گاه با توجه به گزاره آن، ܫ

ܫ وجود دارد که يبه قسم 	ܮ = ℛ௅ഓ(ܽ) .  
݂د يفرض کن ∈ ℛ௅ഓ(ܽ)٨-٣ ي . بنابر گزاره ،
݂ = ݂ ௔݂ .هر  يرا، ب٥-٣ ي حال با توجه به گزاره
݊ ∈ ℕ ،  

݂(]] − ݊, ݊[[) = ܽ	́	 ∨ ݂(]] − ݊, ݊[[)  
  

  دهد  يجه مينت، ́	ܽمال بودن يماکس
ܽ	́ = ݂(]] − ݊, ݊[[) 

  اي
݂(]] − ݊, ݊[[) =⊺. 

  
݊هر  ياگر برا ∈ ℕ،  

ܽ	́ = ݂(]] − ݊, ݊[[) 
  

  گاه آن
⊺= ݂(ℝ) = ݂(]] − ݊, ݊[[) = ܽ	́ 

  
݊ن يک تناقض است. بنابرايکه  ∈ ℕ وجود  يبه قسم
  که دارد

݂(]] − ݊, ݊[[) =⊺. 
  

݂.، ٥-٤ ي لذا با توجه به گزاره ∈ ℛ∗(ܮఛ)  
 

هر  يم، هرگاه براينام دار را معکوس کران ܣ ي حلقه݂-
ܽ ∈ ܽاگر ، ܣ ≥ ر يپذ معکوس 	ܽگاه عنصر  آن 1

، ٢[د در يتوان ير که اثبات آن را ميز ي به گزاره .باشد
 .مياز داريد، نينيبب] ٣- ٢ ي گزاره
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و  يکاهش ي حلقه-݂، ܣد يفرض کن: ۷-۴زارهگ
 کل عناصر ي رحلقهيز ∗ܣ دار باشد و معکوس کران

(ܣ)ܿ݋ܵن صورت يباشد. در اܣ دار  کران =
مال ين يآل م دهياگر و تنها اگر عناصر هر ا 	(∗ܣ)ܿ݋ܵ

 .دار باشند آن کران
 

 گاه نتوپوقاب کاملاً منظّم باشد، آ ఛܮاگر : ۸-۴جهينت
((ఛܮ)ℛ)ܿ݋ܵ =  .((ఛܮ)∗ℛ)ܿ݋ܵ

 
و معکوس  يکاهش ي حلقه݂-، (ఛܮ)ℛرهان: چون ب

  ،٧-٤و  ٦- ٤ ي است، با توجه به گزارهادار  کران
((ఛܮ)ℛ)ܿ݋ܵ =  .((ఛܮ)∗ℛ)ܿ݋ܵ
 

توپوقاب کاملاً منظّم است.  ఛܮد يفرض کن: ۹-۴گزاره
ℛ(௅ഓ)گاه  اتم باشد، آن ياد متناهتعد يدارا ߬اگر 

ௌ௢௖(ℛ(௅ഓ))
 

 .است (ܣ) تيخاص يدارا
  .، واضح است٤-٤ ي برهان: بنابر گزاره
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