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 44/11/1441تاریخ پذیرش مقاله:    44/4١/1444تاریخ ارسال مقاله: 

 چکیده

د. در شوای ارائه میمکانی چندجمله -در این مقاله، یك طرح تفاضلی یکنواخت برای حل معادلات انتشار کسری زمانی

ای و مشتق مکانی از نوع ریس هستند. معادلات مذکور در معادلات انتشار کسری، مشتق زمانی از نوع کپوتو چندجمله

)ی اند. در بعد یك مشتق مکانی ریس از مرتبهك و دو در نظر گرفته شدهبعدهای ی , ] 1 های و در بعد دو مشتق2

)های مکانی ریس از مرتبه , ] 1 )و  2 , ]  1 های ای از مرتبههای کپوتو چندجملههستند. مشتق2

... l      1 20 شود و شرایط پایداری پایداری و همگرایی طرح تفاضلی ارائه می چنین، آنالیزهستند. هم 1

کنیم که طرح تفاضلی پیشنهادی پایدار مشروط است. دهیم. و اثبات میطرح تفاضلی پیشنهادی را مورد بررسی قرار می

در پایان دو ی دو  در مکان همگراست. در زمان و با مرتبهl2 رتبهدهیم که طرح تفاضلی با ماین نشان میبرعلاوه

شود تا کارآیی و قابل اجرا بودن طرح تفاضلی پیشنهادی را از نظر و دو داده می كی هایبعددر   بیمثال عددی به ترت

    دقت و سرعت همگرایی نشان دهیم.
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     مقدمه -1

های پیچیده مورد استفاده قرار های کسری برای تحلیل دینامیکی برخی دستگاههای اخیر، مشتقات و انتگرالدر دهه

های پیچیده برند تا دستگاهکار میهای پیشرفته ریاضی بهاند. دانشمندان حساب کسری را برای توسعه برخی مدلگرفته

توان با استفاده از معادلات مشتقات کسری بررسی بینی کنند. اثر حافظه روی وراثت را میرا بتوانند با دقت زیاد پیش

های ریاضی با مفهوم مشتقات کسری، سازی آن را افزایش داد. اخیراً برخی از مدلتوان توانایی مدلکرد و بنابراین می

طور [. مشتقات کسری به1-1اند ]ی ظاهر شدهو امور مال یدرولوژیه ،یمیوشیو ب ،یمیش ك،یزیف ،یشناسستدر زی

اند. در بسیاری از موارد، جواب دقیق این معادلات مشخص است گسترده در علوم و مهندسی مورد مطالعه قرار گرفته

 یجزئ لیفرانسیمعادلات د[ مراجعه کرد. 8-١توان به منابع ]ی معادلات دیفرانسیل کسری می[. برای مطالعه۵-4]

ین، . بنابرارا به خود جلب کرده است بسیاری از محققانتوجه  ی حسابان کسریاصل یهااز شاخه یکینوان عبه ی،کسر

های عددی و تحلیلی معادلات دیفرانسیل جزئی کسری به یك موضوع مهم تحقیقاتی با پتانسیل بالا تبدیل یافتن جواب

 شده است.

آوریم. سری زمانی ارائه شده است که برخی از آنها را میهای عددی متعددی برای حل معادلات مشتقات جزئی کروش

اند. در سال کار بردهی دوم بهای کسری را برای تقریب انتگرال کسری مرتبه[ فرمول ذوزنقه14-11نویسندگان در ]

انتگرال جزئی -دست آوردن جواب عددی معادلات دیفرانسیل[ یك روش تفاضل متناهی برای به12تانگ در ] 1١١1

سازی مکانی، برای گسسته [11ای ارائه داده است. چن و همکارانش در ]ی تکین بر اساس فرمول ذوزنقهبتنی بر هستهم

ندگان اند. نویسی دوم پیشنهاد دادهای کسری برای حل معادلات کسری مرتبهیك طرح تفاضلی مبتنی بر قاعده ذوزنقه

راً یك اند. اخیدست آوردهی دوم  بهی کسری مرتبهانتگرال مرتبه-[، یك طرح تفاضلی برای معادلات دیفرانسیل14در ]

[ پیشنهاد شده است. یك روش عددی برای حل 1۵طرح تفاضل متناهی برای حل معادلات موج کسری زمانی در ]

اده سازی زمانی با استف[ ارائه شده است که در آن گسسته18مکانی خطی و غیر خطی در ]-معادلات انتشار کسری زمانی

شود. چندین روش عددی برای سازی مکانی با استفاده از تقریب تفاضل مرکزی انجام میای و گسستهی ذوزنقهاز قاعده

هایی نظیر توان به روشلیویل پیشنهاد شده است که می -تقریب مشتق کسری ریس با استفاده از تقریب مشتق ریمان

[، روش 1٩ی اول( ]لتنیکوف )مرتبه-یافته گرونوالدول(، فرمول انتقالی التنیکوف )مرتبه-فرمول استاندارد گرونوالد

Lتقریب  یافته انتقال [، فرمول های وزنی و1١ی دوم( ]یابی اسپلاین )مرتبه[، روش درون18ی اول( ])مرتبه 2

[ 21ی دوم و چهارم( ]میانگین کسری )مرتبه[، فرمول تفاضل مرکزی 24ی دوم و سوم( ]لتنیکوف )مرتبه-گرونوالد

[ ارائه شد. همچنین، 22لیوویل برای اولین بار توسط لوبیچ در ]-ی بالا برای مشتقات ریمانهای مرتبهالگوریتم اشاره کرد.

 [. 21, 21-24ی بالا برای مشتقات ریس توسط دینگ و لی ارائه شده است ]های مرتبهالگوریتم

فرارفت کسری برای توصیف -ی انتشارمعادله اند.فرارفت کسری را مطالعه کرده-ی انتشارحققان معادلهاخیراً، برخی از م

شود اده میشوند استفهای پیچیده که توسط انتشار غیر عادی و الگوهای غیر نمایی کنترل میانتقال دینامیکی دستگاه

اند. دست آوردهمکانی را به-عادلات انتشار کسری زمانی[، جواب اساسی برای م2٩[.  پووستنکو و همکارانش در ]28-2۵]

 های ملینفرارفت کسری را با استفاده از تغییر متغیر و تبدیل-[، جواب معادلات انتشار28لیو و سایر نویسندگان در ]

فرارفت کسری -متفاوت از معادلات انتشار[ دو تعمیم 2١اند. پووستنکو و کیریلیچ در ]دست آوردهبه Hولاپلاس و توابع

ی کوشی یك متغیره با استفاده از تبدیل های اساسی برای مسئلهبراین، آنها جواباند. علاوهمکانی ارائه داده-زمانی

ی دو متغیره با استفاده از تبدیل لاپلاس برای متغیر زمانی و تبدیل فوریه برای متغیر مکانی را لاپلاس و برای مسئله

های مکانی را با استفاده از جمله-فرارفت کسری زمانی-ی انتشار[، جواب معادله14اند. هوانگ و لیو در ]دست آوردهبه

فرارفت کسری -ی انتشارهای عددی برای حل معادله[، روش1٩اند. میرشارت و همکاران در ]دست آوردهتوابع گرین به
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[، جواب تحلیلی تقریبی برای 11اند. تریپاتی و همکاران ]تناهی ارائه دادهی ممکانی یك بعدی با ضرایب متغیر در دامنه

دگان مومانی و سایر نویسن اند. دست آوردهی کسری با استفاده از روش آنالیز هموتوپی بهمعادلات انتشار غیر خطی مرتبه

 فرارفت-ی انتشاردن جواب معادلهدست آور[، یك الگوریتم مناسب با استفاده از روش تجزیه آدومیان برای به12در ]

های تصادفی و روش تفاضل متناهی، [، با استفاده از روش گام11اند. لیو و همکاران در ]مکانی ارائه داده-کسری زمانی

-دست آوردن جواب تقریبی معادلات همرفتفلر پیشنهاد داده است. برای به-های لویهای تقریبی برای فرآیندروش

[ و 18های حجم متناهی ][، روش1۵های عناصر محدود ][، روش14های تفاضل متناهی ]قان روشانتشار کسری محق

 اند. کار برده[ را به1٩-18های طیفی ]روش

 . کنیمرا مطالعه می ایجملهریس چند-مکانی کپوتو-در این مقاله معادلات  انتشار کسری زمانی

 

 :يک بعدی ایجملهريس چند -مکاني کپوتو-معادلات  انتشار کسری زماني

 :صورت زیر استحالت یك بعدی بهر د ایجملهریس چند-مکانی کپوتو-معادلات  انتشار کسری زمانی
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 :که دارای شرایط اولیه و مرزی زیر است
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  سرعتی است که باید تعیین شود.  uیك ثابت مثبت، و  متغیر مکان،  xمتغیر زمان،  tکه در آن 

مشتق کسری مکانی 
x










, (1< 2)

| |
 شود:صورت زیر تعریف میاست و به یمشتق کسری ریس از مرتبه 
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 شود:صورت زیر تعریف میلیویل به-که در آن عملگرهای چپ و راست ریمان
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 ی کسری کپوتو از مرتبه، مشتق0<  شود:صورت زیر تعریف میاست که به 1>
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 اند:صورت زیر تعریف کردهبعدی( به n) لفلر -[ تابع چند متغیره میتاگ1١نویسندگان در ]
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 دست آورده است:صورت زیر به( به1)-(1)
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 ای دو بعدی:جملهريس چند-مکاني کپوتو-معادلات  انتشار کسری زماني

 صورت زیر است:ای در حالت دو بعدی بهچندجملهریس -مکانی کپوتو-معادلات  انتشار کسری زمانی
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  :که دارای شرایط اولیه و مرزی زیر است

( )u x y u x y x L y L    0( , ,0) ( , ), 0 , 0 8 

, ( )u x t u x L t x L t T    ( ,0, ) ( , , ) 0,0  0< , 9 

( )u y t u L y t y L t T    (0, , ) ( , , ) 0,0  0< , 10 

سرعتی است که باید تعیین شود. مشتقات کسری uهای مثبت، و ثابت و متغیر مکان، xمتغیر زمان،  tکه در آن 

مکانی 
x










, (1< 2)

| |
و  

y










, (1< 2)

| |
 هستند.و ی ترتیب مشتقات کسری ریس از مرتبهبه 

 

خیر را ی اهای مقالهآوردشود. دستریس ارائه می-مکانی کپوتو-در این مقاله یك طرح تفاضلی برای معادلات انتشار کسری زمانی

 زیر خلاصه کرد: صورتتوان بهمی

 شود.( ارائه می٩)-(14( و )1)-(1های )الف( یك طرح تفاضلی برای حل مسئله

دهد طرح تفاضلی پایدار مشروط است. همچنین ب( پایداری و همگرایی طرح تفاضل مورد بررسی قرار گرفته است که نشان می

 ی دو در مکان همگراست.در زمان و مرتبه l2ی نشان داده شده است که طرح تفاضلی با مرتبه

 دهی شده است: باقیمانده مقاله به شرح زیر سازمان
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( ٩)-(14( و )1)-(1های )سازی متغیرهای زمان و مکان بیان شده است و یك طرح تفاضلی برای مسئله، نحوه گسسته2در بخش 

آوریم. سرانجام ، نتایج عددی را می1شود. در بخش بخش بررسی می شود. پایداری و همگرایی طرح تفاضلی در همینپیشنهاد می

 یابد.پایان می 4گیری در بخش مقاله با نتیجه

 

 (7)-(10( و )1) -(3طرح تفاضلی برای ) -8

 سازی زماني و مکاني متغیرها:گسسته

 دهیم:سازی متغیرهای زمانی و مکانی، قرار میبرای گسسته
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3 2

3 3 3
,

( 1) ( 3 ), 0,

( 1) 2( ) ( 1) , 1 1,

1 ,

 

 و 

j k

k j

c k j k j k j j k M

M j M j M j k M

  

 

  

 




           
        

3 3 3
,

2 (3 )

1, ,

( 1) 2( ) ( 1) , 1 1,

(3 )( ) ( 1) , .

 

m[(: ضرایب 42)] 2.8لم  kz
( )

mو  , kz
( )

 کنند:در شرایط زیر صدق می ,

.الف(  m kz k m



( )

, >0, ( < 1) 

.ب(  m kz k m



( )

, >0, ( > 1) 

.پ(  m m m mz z
 

  
( ) ( )

, 1 , 1 1 

.ج(  m m m mz z
     

( ) ( ) (3 )
, , 4 2 

m[(: ضرایب 42)] 0.8لم  kz ( )
 کنند.:اند در شرایط زیر صدق می( تعریف شده2که با ) ,

.الف(  m kz k m ( )
, >0, ( ) 

.ب(  m kz m k ( )
, <0, ( ) 

.پ( 
M

m kk
z  ( )

,=0
<0 

 (:1)-(2تقريب تفاضل برای )

m( قرار دهیم 1اگر در ) nx t x t( , ) ( ,  آوریم:می دست، آنگاه به(

( )m n m n
t m n m n m n

u x t u x t
u x t f x t f x t O

x x

 

  
 

     
 

1( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ), 12

| | | |
 

گسسته  2,2( با استفاده از لم 12و مشتق مکانی تعریف شده در ) 2,1( با استفاده از لم 12مشتق زمانی تعریف شده در ) 

mشوند. با جایگزین کردن سازی می nu x t( , nبا جواب تقریبی  (

mu صورت ( به1)-(1ی )تفاضلی برای مسئله، یك طرح

 آوریم:دست میزیر به
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 جواب تقریبی  طرح تفاضلي يکنواخت:
n

mu m M n N  ( 1, 2, , 1, 1, 2, , )  

  کهطوریکنیم بهرا پیدا می

, ( )

n nl
N m h m m n

m m

n n

M

u u f x t m M n N

u u x m M

u u n N

  



        


  
    


, , 11

0
0

0

( , ), 1 1, 1

( ), 0 ,

0, 1 13
 

 

  که در آن

M
n n

h m m k k

k

u z u
h

 



 
 

 
1 ( ) 1

,
=0

,
(4 )

 

 

( )

n l
n n n k j n jl

N m m n m m k k j m n m

k j

n
n k j j

m k k

k

u u u u a u u

u

 











      

 

 



b b b b b b

b b

1
, , 1 1 0 1 1 01

1 1 1
=1 =2

1

1
=1

[ ] [

[ ]], 14

 

    

j j j

k
j

j

k k j l
 



 

 

   
 

b
1 11

[( ) ( 1) ], 1, 2, , .
(2 )

 

 صورت زیر بنویسیم:توانیم به( را می11ی )(، رابطه14ی )با استفاده ار رابطه

 

( )

l M
j n n

j m m k k n m

j k

n l
n k j

m k k j n m

k j

n
n k j j

m k k m n

k

m m

n n

M

a u z u u
h

u a u m M n N

u f x t

u u x m M

u u n N


 














   




       


   



  
    

 

 



b b b

b b b

b b

1 ( ) 1 1 0
1 1 ,

=2 =0

1
1 1 0

1
=1 =2

1

1
=1

0
0

0

[ ]
(4 )

[ ] [ 1 1, 1 ,

[ ]] ( , ),

( ), 0

0, 1 . 15

 

 آنالیز پايداری:

 کنیم.( را بررسی می1۵در این بخش پایداری طرح تفاضلی )

jضرایب : 8,8لم 

kb کنند:های زیر صدق میدر رابطه 

.الف(  j j

k k j l  b b1 , 1, 2, , 
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.ب( 
j

j

j

j l









 
 

b1 , 1, 2, ,
(2 )

 

 پ(

. .
j jjj j

k
j j

j j

k k j l n N
 

 

 

   

  
    

   
b

(1 ) (1 )
( ) (( 1)) , 1, 2, , , 2, 3, ,

(2 ) (2 )
 

 ج( 

. .
l l jj j

j lj j
j

a
a B


    

 


   

   
 b b

1 1
1 1 1 2=2 =2

1

1
( , , , )

(2 ) (2 )
 

 اگر: 2.8لم 

 
( )

l
j j

j
j

a
h


 


     

 
b b b b

1 1 3
1 2 1 2

=2
[ ] [ ] (2( 4 2 )), 16

(4 )
 

 کند:( در شرایط زیر صدق می1۵سازی )ی گسستهآنگاه جواب مسئله
n

n n k

n k k
kl

u u u
B  




     b b b
1

1 0 1 1
1

=11 2

1
[ [ ]

( , , , )
 

          
l n

j j j n k n

j n k k

j k

a u u f n N




        b b b
1

0
1

=2 =1

[ [ ] ] ], 1, 2, , ,  

nکه در آن  n n n T

Mu u u u 0 1[ , , , nو  [ n n n T

Mf f f f 0 1[ , , , ]. 

nاثبات: فرض کنید  N{1, 2, , nدهیم ثابت است. همچنین قرار می { n n n T

Mu u u u 0 1[ , , ,  . اکنون [

m M{0,1, 2, , nکنیم کهرا طوری انتخاب می { n

m
u u | nm( 1۵. اگر در )|

x t x t( , ) = ( , باشد، آنگاه  (

 آوریم:دست میبه
l

j n j j n

j jm m m m
j j

M n l
n n k j

k n k k j nm k m m m
k jk k m

n
n k j j n

k km m
k

a u a z u
h

z u u u a u
h

u f m M n N


 


 








 











     

 


    

 

       

 

  



b b b b b b

b b b b

b b

2
1 1 1 ( ) 1
1 1 1 2 1 2 ,

=1 =2

1
( ) 1 1 0 1 1 0

1,
=2 =2=0,

1

1
=2

[ ] [[ ] [ ] ]
(4 )

[ ] [
(4 )

[ ]] , 1 1, 1 ,

 

nکه در آن       

nm m
f f x t= ( ,  . با قرار دادن (

 l j j

jj
a

h


 


      

 
b b b b

1 1 3
1 2 1 2=2[[ ] [ ] (2( 4 2 ))] 0

(4 )
 

 ، خواهیم داشت:1,2کار بردن لم و به
l

j j n

j m
j

a u
h


 

 
     

 
b b b b

1 1 3 1
1 2 1 2

=2
| [[ ] [ ] (2( 4 3 ))]

(4 )
 

M l
n j j n

k jm k m m m
jk k m

z u a z u
h h

  
   

 



 
     

   
 b b b b

( ) 1 1 1 ( ) 1
1 2 1 2, ,

=2=0,

| [[ ] [ ] ] | |
(4 ) (4 )
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M l
n j j n

k jm k m m m
jk k m

z u a z u
h h

  
   

 



 
     

   
 b b b b

( ) 1 1 1 ( ) 1
1 2 1 2, ,

=2=0,

| | [[ [ ] ] | |
(4 ) (4 )

 

M
n

m k m
k

z u m M n N
h


 


     

 
 ( ) 1

,
=0

| | , 1 1, 1 .
(4 )

 

 گیریم:بنابراین نتیجه می

l l
j n j j n

j jm m m m
j j

a u a z u
h


 


     

 
 b b b b b b

1 1 1 ( ) 1
1 1 1 2 1 2 ,

=2 =2
| | | | [[ ] [ ] ] | |

(4 )
 

M n l
n n k j

n k k j nm k m m m m
k k j

z u u u a u
h


 


 




    

 
  b b b b

1
( ) 1 1 0 1 1 0

1,
=0 =2 =2

| | | | | | [ ] [ | |
(4 )

 

n l
n k j j n j j

k k j nm m m
k j

u f a u




        b b b b b b b
1

1 1 1 0
1 1 2 1 2

=2 =2
| | [ ]] | | [[ ] [ ] | | 

n l n
n k j n k j j n

k k j n k k nm m m m m
k j k

u a u u f u
 

 

        b b b b b b
1 1

1 1 0 1 0
1 1

=2 =2 =2
| | [ ] [ | | | | [ ]] | | = | |  

n l n
n k j n k j j n

k k j n k km m m m
k j k

u a u u f m M n N
 

 

             b b b b b
1 1

1 1 0
1 1

=1 =2 =1
| | [ ] [ | | | | [ ]] | | ,  1 1, 1 . 

 

   آنگاه داریم:
n

n n k

n k k
kl

l n
j j j n k n

j n k k
j k

u u u
B

a u u f n N

  




   




   

  

    



 

b b b

b b b

1
1 0 1 1

1
=11 2

1
0

1
=2 =1

1
[ [ ]

( , , , )

[ [ ] ] ], 1 ,
 

nکه در آن   n n n T

Mf f f f 0 1[ , , , ]. 

 اگر :2.8لم  
l

j j

j
j

a
h


 


     

 
b b b b

1 1 3
1 2 1 2

=2
[ ] [ ] (2( 4 2 )),

(4 )
 

 کند.( در شرایط زیر صدق می1۵سازی )ی گسستهآنگاه جواب مسئله

( )
n

n s

s n

sl

u u f n N
B


  

    0
,

=11 2

1
, 1, 2, , . 17

( , , , )
  

 

 که در آن 
n s l

j j

n n s n k k j k k s n k

k jl

a
B

  
  



       b b b b
1 1

, , 1 1 ,
=1 =21 2

1
1, [[ ] [ ]] .

( , , , )
 

 

nدهیم. ابتدا فرض کنید نشان می nبرهان: درستی این عبارت را با استقرا روی  =  ، آنگاه داریم:1
l

j

j

jl l

u u a u f u f
B B


     

         b b
1 1 0 0 1 0 1

1,1 1,1 1,1
=21 2 1 2

1 1
[ ] ,

( , , , ) ( , , , )
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nلذا برای  =  ( درست است.1٩ی )رابطه 1

k( برای 1٩ی )اکنون فرض کنید رابطه n< آوریم:دست میبرقرار باشد آنگاه به 
n

n

n k k
kl

n k l n
s j j j

s n k j n k k
s j kl

u u u
B

f a u u
B

  


  



   

 

    

   

  



  

b b b

b b b

1
1 0 1 1 0

1
=11 2

1
0 0

, 1
=1 =2 =11 2

1
[ [ ](

( , , , )

1
) [ [ ](

( , , , )

 

n k
s n

s n k

sl

f f
B


  



    ,
=11 2

1
)] ]

( , , , )
               

n n k
s

k k s n k

k sl l

u f
B B


     

 

      b b b
1

1 0 1 1
1 1 ,

=1 =11 2 1 2

1 1
[ [ ]

( , , , ) ( , , , )
 

l n n k
j j j s n

j k k s n k

j k sl

a u f f
B


  

 

         b b b
1

0
1 1 ,

=2 =1 =11 2

1
[ [ ] ] ].

( , , , )
 

  داریم:بنابراین  
n n s

n s

k k s n k

s kl l

l n n s
s j j n

j k k s n k

j s k l

n
s

s n

sl

u u f
B B

a f f
B

u f
B


     


  


  

 

    

 

   

 

  

  

 

 

  



b b

b b

1
0 1 1

1 ,
=1 =11 2 1 2

1

1 ,
=2 =1 =1 1 2

0
,

=11 2

1 1
[ [ ]

( , , , ) ( , , , )

1
[ [ ] ] ]

( , , , )

1
,

( , , , )

 

kبنابراین برای  n شود.هم برقرار است و در نتیجه اثبات قضیه کامل می 

 اگر :)پایداری تقریب تفاضل( 5.8قضیه 
l

j j

j
j

a
h


 


     

 
b b b b

1 1 3
1 2 1 2

=2
[ ] [ ] (2( 4 2 )),

(4 )
 

 ( پایدار است.1۵ی گسسته )آنگاه مسئله

 آوریم:دست می(، به1۵)ی برهان: با استفاده از رابطه
l M n

n n n kj n n n k
m k m mj m m k k n m m k k

j k k

l n
n kj n k j j

m mj n m m k k

j k

a u u z u u u u u u
h

a u u u u m M n N


 
















        

 

         

  

 

b b b b b

b b b

101 ( ) 1 0 1 1
1 1 , 1

=2 =0 =1

100
1

=2 =1

[ ][ ] [ ] [ ] [ ][ ]
(4 )

[ [ ] [ ][ ]], 1 1, 1 .

 

 ، خواهیم داشت:٩,2بنابراین، با استفاده از لم 
n

nu u u u n N    
00 , 1, 2, , ,  

 شود.و اینجا اثبات قضیه کامل می

 تخمین خطا و آنالیز همگرايي:

 کنیم.ابتدا لم زیر را برای آنالیز خطا بیان می
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n فرض کنید: 2.8لم  n

m m n me u x t u= ( , mی گرهی خطا در نقطه ( nx t( , ( برقرار باشد، آنگاه 18باشد. اگر شرط ) (

 داریم:
n

n l
s n

sl

e h n N
B


 

  



  
22

,
=11 2

1
( ),  1, 2, , .

( , , , )
 

 آوریم:دست می(، به1۵ی )اثبات: با استفاده از رابطه 

l M n l
j n n n k j

j m m k k n m m k k j n m
j k k j

a e z e e e a e
h


 







     

 
   b b b b b b

1
1 ( ) 1 0 1 1 0
1 1 , 1

=2 =0 =1 =2
[ ] [ ] [

(4 )
 

n
n k j j n

m k k m

k

e R m M n N




        b b
1

1
=1

[ ]] ,1 1, 1 ,  

nکه در آن 

mR  خطای برشی در نقطهm nx t( ,  آوریم:دست می، به2,2و  2,1های کار بردن لماست. اکنون با به (

( )n l
mR C h





 

22| | ( ). 18   

 آوریم:دست میبه ٩,2با استفاده از لم 

( )
n

n s

s n

sl

e R n N
B


  

   ,
=11 2

1
,  1, 2, , , 19

( , , , )
 

 

nکه در آن  n n n T

Me e e e 0 1[ , , ,  و[

.n n n n T

MR R R R 0 1[ , , , ]  

  (، خواهیم داشت:1١( و )18کار بردن )با به
n

n l
s n

sl

e h n N
B


 

  



  
22

,
=11 2

1
( ), 1, 2, , .

( , , , )
 

nبرای  :14.8لم  N 1, 2,  های زیر برقرار هستند:، نامساوی,

( )
n

l l
s n

sl l l

T
B a




   

 



 ,

=11 2

(2 )1
. 20

( , , , ) (1 )
 

 

nدهیم. ابتدا فرض کنید نشان می nاثبات: درستی این عبارت را با استقرا روی    ، آنگاه داریم:1

l ll l
s l

js jl l l l

j j

T T
aB a a

 



 


   
 

 



   
  




   




1

,1
=11 2 1

1 1
=21

(2 ) (2 )1 1
,

1( , , , ) (1 )
(2 ) (2 )

 

nلذا برای    ( درست است.24ی )رابطه1

k( برای 24ی )فرض کنید رابطه n< :برقرار باشد، آنگاه داریم 
n n

s n n n s n n n

s sl l l lB B B B
   

           



   
1

, , , ,
=1 =11 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

 

 
n n s l

j j

k k j k k s n k n n

s k jl l l

a
B B B

 
        

 

       b b b b
1

1 1
1 1 , ,

=1 =1 =21 2 1 2 1 2

1 1 1
[ [[ ] [ ]] ]

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
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n l n k
j j

k k j k k s n k
k j sl l

a
B B


     

 

       b b b b
1

1 1
1 1 ,

=1 =2 =11 2 1 2

1 1
[[ ] [ ]]

( , , , ) ( , , , )
 

 
n l

j j l l
k k j k k

k jl l l l

a T
B B a



      



 

 
    


 b b b b

1
1 1

1 1
=1 =21 2 1 2

(2 )1 1
[[ ] [ ]][ ]

( , , , ) ( , , , ) (1 )
 

l
j l ll l

n j n

jl l l l l

a T T
B a a

  

    

   
   

 
b b

1

=21 2

(2 ) (2 )1
[1 [ ][ ]]

( , , , ) (1 ) (1 )
 

kی برای ی زیر برقرار باشد آنگاه رابطهاگر رابطه n .نیز برقرار است   

l
j l l

n j n

j l l

a T
a





 
  


b b

1

=2

(2 )
1 [ ][ ] 0.

(1 )
 

 برای اثبات نامساوی فوق داریم:
l l l

j l l l l l
n j n

l
j l l l

n n N
a T N n

a nN

 
   





 

 




   
    

 
b b

(1 ) 1
1

=2

(2 ) [ ( 1) ]
[ ][ ] ( ) 1.

(1 ) (1 )
 

kبنابراین برای   n شود.هم برقرار است و در نتیجه اثبات قضیه کامل می 

 ی زیر برقرار است.قضیه 14,2و  ١,2های با استفاده از لم

 ( برقرار باشد آنگاه داریم:18فرض کنید شرط ): 11.8قضیه  
n l

T
l

e C h n N


 


  
22

, ( ), 1, 2, , ,  

 است. lو   Tثابت حقیقی و تنها وابسته به  Cکه در آن 

 دست آوریم:ی زیر را بهتوانیم قضیهمی 11,2با استفاده از قضیه 

( وقتی 1۵( برقرار باشد آنگاه جواب عددی طرح تفاضلی )18فرض کنید شرط ) :)همگرایی تقریب تفاضلی( 18.8قضیه

و h0که  0 .به جواب دقیق همگرا است 

 (11)-(10تقريب تفاضلي برای ) 8-8

 دهیم:سازی متغیرهای زمانی و مکانی، قرار میگسسته برای

, ,m kx mh m M y kh k K   , 0,1, , , 0,1, ,  

با  
L

h
M

 و
L

h
K

دهیم:. همچنین قرار می 

.nt T n N n N ( / ), 0,1, 2, ,  

iدهیم (  قرار می٩اکنون در ) k nx y t x y t( , , ) = ( , ,  آوریم:میدست ، آنگاه به(

m k n m k n
t m k n m k n

u x y t u x y t
u x y t f x y t O

x y

 

  
  

    
 

1 1( , , ) ( , , )
( ) ( , , ) ( , , ) ( ),

| | | |
 

mشوند. با جایگزین کردن سازی میگسسته 2,2و مشتق مکانی با لم  2,1مشتق زمانی لم  k nu x y t( , , با جواب تقریبی  (
n

m ku  آوریم:دست میصورت زیر به( به٩) -(14ی )، طرح تفاضلی برای مسئله,

 جواب تقریبی  يکنواخت: تفاضليطرح  

 n

m ku m M k K n N    , ( 1, 2, , 1, 1, 2, , 1, 1, 2, , ) 
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 صورت زیر بازنویسی کنیم:توانیم بهمی( را 22ی )(، رابطه21ی )با استفاده از رابطه 
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 )پایداری تقریب تفاضلی(: اگر 12.8قضیه 
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   ( پایدار است.21سازی )ی گسستهآنگاه، مسئله

 است. 8,2اثبات: اثبات این قضیه مشابه اثبات قضیه  

n فرض کنید :10.8قضیه  n

m k m k n m ke u x y t u , ,( , , mی گرهی خطا در نقطه( k nx y t( , ,  دهیم باشد و قرار می (
n n n n T

Me e e e 0 1[ , , , ] 
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 است. lو   Tیك ثابت حقیقی و مستقل از  Cکه در آن 

 ،  قضیه همگرایی زیر برقرار است.14,2با استفاده از قضیه 

( برقرار باشد آنگاه جواب عددی طرح تفاضل وقتی که 24)همگرایی تقریب تفاضلی(: فرض کنید شرط )  18.8قضیه 

h0 ،h 0  و 0 .به جواب دقیق همگراست 

 

 های عددیمثال -2

ه ریس ارائ-مکانی کپوتو-در این بخش، نتایج عددی حاصل از  پیاده سازی طرح تفاضلی روی معادلات انتشار زمانی

 RAMحافظه  GB16با Cori7-9700@3.00 GH-3.00GHها روی کامپیوتر با مشخصات خواهد شد. برنامه

دهیم. به منظور نشان دادن اجرا شده است. دو مثال عددی برای نشان دادن همگرایی و دقت روش پیشنهادی ارائه می

 کنیم:صورت زیر محاسبه میکارایی طرح تفاضلی، ماکسیمم خطا در نقاط گرهی را به

max max
n

m n m
m M n N

e M N u x t u
   

 
0 ,0

( , )  | ( , ) | ,  

 و 

max max
n

m k n m k
m M n N

e M K N u x y t u
   

  ,
0 ,0

( , , ) | ( , , ) | .  

]( را در ناحیه مستطیل شکل 1ریس )-مکانی کپوتو-ی انتشار کسری زمانیمعادله : 1مثال , ] [ , ]0 1 0  با شرط اولیه 1

 ( , ) ( ), [ , ],u x x x x  20 0 1 
 و شرایط مرزی 

 ( , ) ( , ) , [ , ]u t u t t  0 1 0 0 1 
)در نظر بگیرید. تابع  , )f x tکنیم که را طوری انتخاب می( , ) ( )( )u x t t x x  3 ی مذکور جواب دقیق مسئله 21

 باشد.

M,خطای ماکسیمم گسسته برای مقادیر  1-8های در جدول  10 و مقادیر  15

, , , ,N 100 200 400 800 برای مقادیر  1600 1 ، طوری که از نتایج مشخص گزارش شده است. همان و  2

شرط  کافی  8,2شده برای این مثال دارای دقت بالای عددی است با توجه به قضیه است طرح تفاضلی ارائه

 صورت زیر است:ی گسسته بهشرط پایداری مسئله

( , , , ) ( ( ))
( )

C C h b b b b
h


 


  



        
 

1 1 2 2 2
1 1 1 2 1 2 1 2 2 4 2 0

4
 

Cشود اگرطوری که مشاهده مینآورده شده است. هما 1-8های در جدول C1مقادیر 1 باشد آنگاه طرح تفاضلی  0

 همگرا است.

]( را در ناحیه 14ریس )-مکانی کسری کپوتو-ی انتشار زمانیمعادله :8مثال , ] [ , ] [ , ] 0 1 0 1 0  با شرط اولیه 1

 ( , ) , [ , ],u x x x x  20 0 1  
 و شرایط مرزی 
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)در نظر بگیرید. تابع  , , )f x y tکنیم که را طوری انتخاب می( , , ) ( )( )( )u x y t t x x y y   3 2 جواب دقیق  21

 ی مذکور باشد.مسئله

M,خطای ماکسیمم گسسته برای مقادیر  ٩-12های در جدول  10 و مقادیر  15

, , , ,N 100 200 400 800 برای مقادیر  1600 1 ، 2 ، و طوری که از نتایج مشخص گزارش شده است. همان

شرط  کافی  11,2است طرح تفاضلی ارائه شده برای این مثال دارای دقت بالای عددی است با توجه به قضیه 

 صورت زیر است:ی گسسته بهپایداری مسئله

( , , , , )
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( ) ( )

C C h b b b b

h h
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C شود اگرطوری که مشاهده میرده شده است. همانآو ٩-12های در جدول C2مقادیر 2 باشد آنگاه طرح تفاضلی  0

 همگرا است.

ریس -وزمانی کپوت-در این مقاله یك طرح تفاضلی یکنواخت برای حل معادلات انتشار کسری مکانیگیری: نتیجه -0

ایم که طرح  ایم که طرح تفاضلی پایدار مشروط است. همچنین نشان داده. اثبات کردهشده استای ارائه چندجمله

های عددی، تحلیل تئوری ی دو  در مکان همگراست  نتایج حاصل از مثالدر زمان و  با مرتبه l2ی نفاضلی با مرتبه

 کنند. داده شده را تایید می

 
.برای  1خطای ماکسیمم گسسته برای مثال .: 1جدول 1 Mو  9  10. 

 N  100  N  200  N  400  N  800  N  1600  

. , .  1 20 9 0 8
 

NaN 6. 4444 e-4 4. 9949 e-4 4. 8409 e-4 4. 9094 e-4 

C1  -44.8998 46.4968 884.9968 494. 4088  944.0868 

. , .  1 20 9 0 7
 

NaN 6.4449e-4 4. 4994 e-4 4. 9484 e-4 4. 9098 e-4 

C1  -99.9888 9.86946940 848. 6498  449.6869 994. 9684  

. , .  1 20 9 0 6
 

NaN 6.4649e-4 4. 4968 e-4 4.4448e-4 4. 48040 e-4 

C1  -68.9988 -9. 4466  99.6488 499.6899 669.9949 

. , .  1 20 8 0 6
 

NaN NaN 4.9949e-4 4.4444e-4 4.8088e-4 

C1  -94. 9604  -99.9986 -4. 9084  94. 8498  460. 4688  
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.برای  1: خطای ماکسیمم گسسته برای مثال 2جدول 1 Mو  9  15. 

 N  100  N  200  N  400  N  800  N  1600  

. , .  1 20 9 0 8  NaN NaN 4.6099e-4 4. 4094 e-4 4. 4988 e-4 

C1  -409. 4999  -849. 4809  88. 9089  486.6006 999.4499844 

. , .  1 20 9 0 7  NaN NaN 0.9. 6846 e-

8 

4. 9949 e-4 4. 4948 e-4 

C1  -449.8699 -898. 9484  -49. 8089  884. 4049  988. 90804  

. , .  1 20 9 0 6  NaN NaN NaN 4. 9094 e-4 4. 9949 e-4 

C1  -444. 4944  -894.9496 -69.9944 844. 6808  904. 4498  

. , .  1 20 8 0 6  NaN NaN NaN NaN 4. 99499 e-4 

C1  -499. 9884  -449. 6009  -868.4404 -98.8044 99.8069 

 

 

 

 

 

.برای  1: خطای ماکسیمم گسسته برای مثال 1جدول 1 Mو  8  10. 

 N  100  N  200  N  400  N  800  N  1600  

. , .  1 20 9 0 8  8. 4889 e-4 8. 9489 e-4 9. 9498 e-4 9.4489e-4 9. 9884 e-4 

C1  -4. 4049  96. 9646  444.9494 494. 6444  984.8694 

. , .  1 20 9 0 7  NaN 8.4880e-4 9.4984e-4 9. 4446 e-4 9.8486e-4 

C1  -89. 6449  49. 8488  868.6448 489.9694 994.8444 

. , .  1 20 9 0 6  NaN 8. 4449 e-4 9.9099e-4 9.4969e-4 9. 8084 e-4 

C1  -89. 6449  40.9844 849. 9998  449. 9840  908.8444 

. , .  1 20 8 0 6  NaN NaN 9. 9980 e-4 9. 90464 e-4 9. 4008 e-4 

C1  -94.4989 -89.8480 49.4086 844.6486 400.8488 
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.برای  1: خطای ماکسیمم گسسته برای مثال 4جدول  1 Mو  8  15. 

 N  100  N  200  N  400  N  800  N  1600  

. , .  1 20 9 0 8  NaN 8640.6 e-4 9849.4 e-4 4009.4 e-4 6694.4 e-4 

C1  -884. 6446  -44.9946 884. 8966  484. 4898  894.9868 

. , .  1 20 9 0 7  NaN NaN 9944.4 e-4 9896.4 e-4 9699.4 e-4 

C1  -849. 9688  -64. 4864  98.4608 499. 6098  684.6948 

. , .  1 20 9 0 6  NaN NaN 9446.4 e-4 9948.4 e-4 4664.4 e-4 

C1  -848. 6984  -99. 9049  49. 4999  449. 4699  999.9440 

. , .  1 20 8 0 6  NaN NaN NaN 9990.4 e-4 6066.4 e-4 

C1  -864.6444 -840. 4009  -94. 9899  44.4494 890.6999 

 

 

 

 

.برای  1: خطای ماکسیمم گسسته برای مثال ۵جدول  1 Mو  7  10. 

.. N  100  N  200  N  400  N  800  N  1600  

. , .  1 20 9 0 8
 

9480.8 e-4 0889.8 e-4 4696.9 e-4 4948.9 e-4 4449.9 e-4 

C1  44.4494 809. 4009  494. 4008  940.9898 8088.9900 

. , .  1 20 9 0 7
 

44089.8 e-4 9089.8 e-4 9906.9 e-4 9469.9 e-4 9446.9 e-4 

C1  8.9490 99.9006 899.0449 488. 9008  844.4890 

. , .  1 20 9 0 6
 

9484.8 e-4 0484.8 e-4 9944.9 e-4 44804.9 e-4 4604.9 e-4 

C1  -0. 84886  99. 9086  868. 4868  468. 8444  946. 6090  

. , .  1 20 8 0 6
 

NaN 0404.8 e-4 6946.9 e-4 4909.9 e-4 6494.9 e-4 

C1  -49.0694 8.9949 69.6844 864.0884 449.4484 
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.برای  1: خطای ماکسیمم گسسته برای مثال 8جدول  1 Mو  7  15. 

 N  100  N  200  N  400  N  800  N  1600  

. , .  1 20 9 0 8
 

NaN 6.6894e-4 6. 4494 e-4 6. 4886 e-4 6. 4804 e-4 

C1  -49.4488 48. 8444  898.9649 449. 9849  949. 6984  

. , .  1 20 9 0 7
 

NaN 6.6940e-4 6.4994e-4 6.8940e-4 6. 4880 e-4 

C1  -64. 9640  4. 4849  844. 4499  444.9844 948.6989 

. , .  1 20 9 0 6
 

NaN 6. 6908 e-4 6. 6469 e-4 6.8994e-4 6. 4889 e-4 

C1  -94. 4984  -84. 6498  94.9998 494. 6699  664.9404 

. , .  1 20 8 0 6
 

NaN NaN 6. 9046 e-4 6.4044e-4 6. 8844 e-4 

C1  -98. 8644  -69.0809 -9.88846604 89.44994669 499. 6069  

 

 

 

 

.برای  2: خطای ماکسیمم گسسته برای مثال ٩جدول  1 9 ،.  1 Mو  7 K 10. 

 N  100  N  200  N  400  N  800  N  1600 

. , .  1 20 9 0 8
 

NaN NaN 4.0986e-4 8.9989e-4 8.9449e-4 

C2  -888.4440 -49.6608 809.4606 498.0498 868.8809 

. , .  1 20 9 0 7
 

NaN NaN 4.0948 8.9888 8.9449 

C2  -844.9444 -66.9689 94.4994 499.4809 699.9499 

. , .  1 20 9 0 6
 

NaN NaN 4.0969e-4 8.9849e-4 8.9494e-4 

C2  -844.0880 -84.9044 49.4989 449.9949 994.8466 

. , .  1 20 8 0 6
 

NaN NaN NaN 8.9899e-4 8.9900e-4 

C2  -869.9489 -844.8848 -96.9898 40.4489 886.9948 
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.برای  2: خطای ماکسیمم گسسته برای مثال 8جدول  1 9 ،.  1 Mو  7 K 15. 

 

 

N  100  N  200  N  400  N  800  N  1600 

. , .  1 20 9 0 8  NaN NaN NaN 8.4964e-4 8.4489e-4 

C2  -499.4989 -406.8896 -849.6864 848.8990 649.9448 

. , .  1 20 9 0 7  NaN NaN NaN 8.0988e-4 8.4449e-4 

C2  -494.8988 -406.8896 -884.9989 -48.6644 440.4008 

. , .  1 20 9 0 6  NaN NaN NaN 8.4994e-4 8.4449e-4 

C2  -484.4449 -444.6494 -498.6944 -84.99499 494.6899 

. , .  1 20 8 0 6  NaN NaN NaN NaN 8.4494e-4 

C2  -406.8899 -494.4686 -486.8440 -488.8046 -94.9948 

 

 

 

 

 

 

.برای  2: خطای ماکسیمم گسسته برای مثال ١جدول  1 8 ،.  1 Mو  6 K 10. 

 N  100  N  200  N  400  N  800  N  1600 

. , .  1 20 9 0 8  NaN 4.6086e-4 4.4988e-4 4.4864e-4 4.4984e-4 

C2  -99.9609 44.9888 869.8489 448.4894 949.4944 

. , .  1 20 9 0 7  NaN 4.6044e-4 4.4609e-4 4.4904e-4 4.4964e-4 

C2  -94.4944 -6.9996 884.9466 449.8989 949.9898 

. , .  1 20 9 0 6  NaN 4.6084e-4 4.4646e-4 4.4944e-4 4.4998e-4 

C2  -84.9869 -44.8484 89.8644 489.9490 694.4080 

. , .  1 20 8 0 6  NaN NaN 4.4694e-4 4.4968e-4 4.4644e-4 

C2  -809.4699 -94.9449 -86.68408 80.98499 446.9444 
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.برای  2:  خطای ماکسیمم گسسته برای مثال 14جدول  1 8 ،.  1 Mو 6 K 15. 

 N  100  N  200  N  400  N  800  N  1600 

. , .  1 20 9 0 8  NaN NaN 0.008.6989e-4 8.6096e-4 8.9899e-4 

C2  -489.4949 -846.9046 80.4884 499.0046 969.8489 

. , .  1 20 9 0 7  NaN NaN 8.66084e-4 8.68888e-4 8.98866e-

4 

C2  -444.9668 -866.0884 -44.6890 896.4484 980.9099 

. , .  1 20 9 0 6  NaN NaN NaN 8.6849e-4 8.9886e-4 

C2  -444.8409 -884.9490 -94.9909 846.9884 494.9944 

. , .  1 20 8 0 6  NaN NaN NaN NaN 8.9989e-4 

C2  -466.9884 -444.8994 -896.0499 -98.9009 89.9096 

 

 

 

 

 

.برای  2: خطای ماکسیمم گسسته برای مثال 11جدول  1 8 ،.  1 Mو 5 K 10. 

 N  100  N  200  N  400  N  800  N  1600 

. , .  1 20 9 0 8  NaN 4.9468e-4 4.9994e-4 4.9444e-4 4.4900e-4 

C2  -44.4990 49.4849 884.4448 494.9898 944.9944 

. , .  1 20 9 0 7  NaN 4.9494e-4 4.9984e-4 4.9488e-4 4.4999e-4 

C2  -98.8984 9.9044 849.4489 490.4948 994.4480 

. , .  1 20 9 0 6  NaN 4.9448e-4 4.4646e-4 4.4944e-4 4.4966e-4 

C2  -68.4890 -8.6499 849.4489 489.9490 668.9099 

. , .  1 20 8 0 6  NaN NaN 4.6099e-4 4.9464e-4 4.9046e-4 

C2  -94.8699 -99.4488 -4.8844 99.48489 468.4498 
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.برای  2:  خطای ماکسیمم گسسته برای مثال 12جدول  1 8 ،.  1 Mو 5 K 15. 

 N  100  N  200  N  400  N  800  N  1600 

. , .  1 20 9 0 8  NaN NaN 8.9640e-4 8.9844e-4 8.6906e-4 

C2  -886.6444 -809.9644 48.8984 409.9449 800.9990 

. , .  1 20 9 0 7  NaN NaN 8.9648e-4 8.9864e-4 8.6949e-4 

C2  -404.0466 -849.4980 -84.9469 409.8984 688.4498 

. , .  1 20 9 0 6  NaN NaN 8.9668e-4 8.9884e-4 8.6949e-4 

C2  -488.4904 -898.8049 -44.8804 899.4984 949.9449 

. , .  1 20 8 0 6  NaN NaN NaN 8.9404e-4 8.6994e-4 

C2  -446.0480 -404.4898 -849.4894 -49.9604 888.4499 
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