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 ۱۳/۱۱/۹۷تاريخ پذيرش مقاله:     ۲۵/۰۹/۹۶تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
هاي مجموعه  ها را نگاشت کنيم، که اين نگاشت هاي مجموعه مقدار را معرفي ميدر اين مقاله ابتدا کلاس جديدي از نگاشت

باشند.  ، مي퐷هاي از نوع  هاحالت مجموعه مقدار کلاسي از نگاشت ناميم. اين کلاس از نگاشت مي 푀퐷دار از نوع مق
هاي غيرانبساطي معرفي شدند. کلاس  ، اخيراً توسط کاوخاو و سخوما بعنوان تعميمي از نگاشت퐷 هاي از نوع نگاشت
و  퐿پيوسته بالايي از نوع هاي نيم الايي از نوع سوزوکي، نگاشتپيوسته بهاي نيم شامل نگاشت 푀퐷هاي از نوع  نگاشت
هاي  با برخي ديگر از تعميم 푀퐷هاي از نوع  پيوسته بالايي شبه غيرانبساطي است. در اين مقاله ارتباط نگاشتهاي نيم نگاشت
يرتهي، محدب و فشرده ضعيف از اي غ زير مجموعه 퐸دهيم اگر  شود. در ادامه نشان مي هاي غيرانبساطي بررسي مي نگاشت

,푋)فضاي باناخ  ‖. داراي نقطه ثابت باشد، آنگاه هر خود نگاشت  퐸 روي 퐷باشد، به طوري که هر خود نگاشت از نوع  (‖
نيز داراي نقطه ثابت است. اين گزاره پاسخي جزئي به مسئله باز مطرح شده توسط رايش  퐸روي 푀퐷مجموعه مقدار از نوع 

کنيم، که اين قضايا برخي از  اثبات مي 푀퐷هاي از نوع  دهد. بعلاوه قضاياي نقطه ثابت جديدي براي نگاشت را نتيجه مي
  دهند. قضاياي نقطه ثابت معروف در اين زمينه را تعميم مي

  
  

  .퐷هاي از نوع  هاي از نوع سوزوکي، شعاع مجانبي، مرکز مجانبي، نگاشت نقطه ثابت، نگاشت هاي کليدي: واژه

                                                
  Email: h.r.hajisharifi@sci.ui.ac.ir                                                                                     :   دار مکاتباتعهده.*
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  مقدمه - ۱
هاي تک مقداري و  نظريه نقطه ثابت براي نگاشت

هاي  هاي مجموعه مقدار در بسياري از شاخه نگاشت
ها، بهينه سازي و حل معادلات  رياضي مانند نظريه بازي

ديفرانسيل و حتي در برخي از علوم ديگر مانند اقتصاد و 
گيرد. يکي از  علوم مهندسي مورد استفاده قرار مي

براي تعميم قضاياي نقطه ثابت در حالت  هاي مهم روش
تک مقداري، اثبات اين قضايا در حالت مجموعه مقدار 

نادلر حالت مجموعه  ۱۹۶۹باشد. براي مثال در سال  مي
]. بعد از آن ۱را اثبات نمود [ ١مقدار اصل انقباضي باناخ

بسياري از محققين، سعي در اثبات حالت مجموعه مقدار 
در نظريه نقطه ثابت کردند. در قضاياي مهم و اساسي 

هاي  اين راستا با توجه به اهميت بسزاي نگاشت
غيرانبساطي در نظريه نقطه ثابت متريکي، بسياري از 
پژوهشگران تلاش کردند که حالت مجموعه مقدار 

هاي  هاي نقطه ثابت بدست آمده براي نگاشت قضيه
 هايي از کارهاي غيرانبساطي را اثبات کنند. براي مثال

انجام شده در اين جهت، مي توان به نتايج بدست آمده 
] در ۴] و کرک و مسا [۳]، ليم [۲توسط لامي دوزو [

هاي غيرانبساطي مجموعه  رابطه با نقطه ثابت نگاشت
مقدار اشاره کرد. لازم به ذکر است که با توجه به 

هاي مجموعه مقدار وجود  هايي که براي نگاشت پيچيدگي
ه مقدار بسياري از نتايج نقطه ثابت دارد، حالت مجموع

هاي غيرانبساطي هم چنان حل نشده باقي  براي نگاشت
توان به حالت اند، که از جمله اين مسائل مي مانده

مجموعه مقدار قضيه معروف و اساسي کرک اشاره کرد 
 ]. ۵اثبات شد [ ۱۹۶۵که در سال 

  اي به صورت زير مطرح کرد. رايش مسئله ۱۹۸۳در سال 
  

اي  زير مجموعه 퐸فرض کنيد  :]۶[ئله رايشمس
غيرتهي، محدب و فشرده ضعيف از فضاي باناخ 

(푋, ‖.  퐸 که هر خود نگاشت رويطوريباشد، به (‖
) که غيرانبساطي تک مقداري است، 퐸به  퐸(نگاشت از 

داراي نقطه ثابت باشد. آيا در اين حالت، هر خود نگاشت 
  شود؟ نقطه ثابت ميغيرانبساطي مجموعه مقدار داراي 

                                                
1. Banach contraction Principle 

لازم به ذکر است که اين مسئله هم چنان حل نشده باقي 
مانده است و حتي چنان که در بالا اشاره شد، در 

هاي خاص مانند حالت مجموعه مقدار قضيه کرک  حالت
  نيز مسئله حل نشده است.

هاي اخير در راستاي تعميم قضاياي نقطه ثابت  در سال
ار برخي از محققين سعي هاي مجموعه مقد براي نگاشت

کردند که اين قضايا را در حالت تک مقداري يا مجموعه 
ها، که شامل  هاي بزرگتري از نگاشت مقدار براي کلاس

هاي غيرانبساطي هستند، اثبات نمايند. به عنوان  نگاشت
  ] مراجعه شود.۹-۷مثال به مراجع [

در اين مقاله ابتدا حالت مجموعه مقدار کلاسي از 
که توسط کاوخاو و سخوما به  퐷هاي از نوع  نگاشت

اند  هاي غيرانبساطي معرفي شده عنوان تعميمي از نگاشت
کنيم. سپس ارتباط اين کلاس از  ]، را تعريف مي۱۰[

ها با برخي ديگر از نگاشت هاي مجموعه مقدار  نگاشت
هاي غيرانبساطي هستند را بررسي  که تعميمي از نگاشت

دهيم، مسئله رايش براي اين  ن ميکنيم. در ادامه نشا مي
هاي غيرانبساطي برقرار  ها بجاي نگاشت دسته از نگاشت

است. بدين ترتيب پاسخي در حالت خاص به مسئله 
 شود. رايش داده مي

هاي براي مشاهده کاربردهايي از نقطه ثابت نگاشت
  ] مراجعه کنيد.۱۲و۱۱مجموعه مقدار به منابع [

  
  يههاي اول مفاهيم و قضيه - ۲

,푋)در سرتاسر اين مقاله  ‖. را يک فضاي باناخ  (‖
را به ترتيب  퐾퐶(푋)و  푃(푋) ،퐶퐵(푋)حقيقي و 

ي زير  ، خانواده푋هاي غيرتهي از  ي زيرمجموعه خانواده
ي  و خانواده 푋دار از  هاي غيرتهي، بسته و کران مجموعه

در نظر  푋هاي غيرتهي، محدب و فشرده از  زير مجموعه
  ريم.گي مي

퐴براي هر  ∈ 퐶퐵(푋)  و푥 ∈ 푋 ،قرار دهيد  
푑(푥, 퐴) ≔	 inf

∈
‖푥 − 푦‖. 

  
,퐴بعلاوه براي  퐵 ∈ 퐶퐵(푋) ،قرار دهيد  

	퐻(퐴, 퐵)

= max sup
∈
푑(푥, 퐵) , sup

∈
푑(푦, 퐴) . 



 

  ۹۷                                                هاي مجموعه مقدار غيرانبساطي اشتسازي خاصيت نقطه ثابت ضعيف براي کلاس جديدي از نگمشخصه
 

   

روي فضاي باناخ  ٢هاسدورف-را متريک پمپيو 퐻نگاشت 
(푋, ‖.   نامند. مي (‖

  
اي  زير مجموعه 퐸فرض کنيد : ]۱۱[۱-۲يفتعر

,푋)غيرتهي از فضاي باناخ   ‖. باشد. نگاشت  (‖
:푇مجموعه مقدار  퐸 → 퐶퐵(퐸)  را غيرانبساطي

,푥ناميم، هرگاه براي هر  مي 푦 ∈ 퐸 ،داشته باشيم  
퐻(푇푥, 푇푦) ≤ ‖푥 − 푦‖. 
 

هايي از  هاي اخير، برخي از پژوهشگران توسيع در سال
بساطي را ارائه کرده و سعي در تعميم هاي غيران نگاشت

هاي  قضاياي نقطه ثابت موجود براي نگاشت
اند. در ادامه  غيرانبساطي، براي اين دسته از توابع نموده

بعضي از اين کلاس از توابع که در اين مقاله مورد نياز 
  نماييم. باشند را معرفي مي مي
  

اي  زير مجموعه 퐸فرض کنيد  :]۱۳[۲-۲تعريف
,푋)از فضاي باناخ  غيرتهي ‖. باشد. نگاشت  (‖

:푇مجموعه مقدار  퐸 → 푃(퐸) ٣را از نوع سوزوکي 
:휓ناميم، هرگاه تابع صعودي مي (0,∞) → (0,∞) 

,푥چنان موجود باشد، که براي هر  푦 ∈ 퐸  و푢 ∈ 푇푥 
  با شرط

‖푥 − 푢 ‖ − 휓(‖푥 − 푢 ‖) ≤ ‖푥 − 푦‖,							 
  

푢وجود داشته باشد  ∈ 푇푦، کهطوريبه  
푢 − 푢 ≤ ‖푥 − 푦‖.																						 

  
واضح است که هر نگاشت مجموعه مقدار  :۳-۲تبصره

غيرانبساطي با مقادير فشرده، نگاشتي از نوع سوزوکي 
است. بعلاوه هر نگاشت مجموعه مقدار با مقادير فشرده و 

휆براي هر  퐶با خاصيت  ∈ يف ] تعر۱۴، که در [(0,1)
هاي غيرانبساطي هستند،  اند و تعميمي از نگاشت شده

휓(t) هايي از نوع سوزوکي با نگاشت = (1 − λ)t 
  باشند. مي
  

                                                
2. Pompeiu-Hausdorff metric 
3. Suzuki type 

 اي غير زير مجموعه 퐸فرض کنيد  :]۱۱[۴-۲تعريف
,푋)تهي از فضاي باناخ  ‖. :푇و  (‖ 퐸 → 퐶퐵(퐸) 

 ي در اين صورت دنباله نگاشتي مجموعه مقدار باشد.
(푥 ) ⊆ 퐸 از نگاشت  ٤ينقطه ثابت تقريبي را يک دنباله

푇  ،گوييم، هرگاه داشته باشيم
lim → 푑(푥 , 푇푥 ) = 0.  

  
 اي غير زير مجموعه 퐸فرض کنيد  :]۹[۵-۲تعريف

,푋)دار از فضاي باناخ  تهي، بسته، محدب و کران ‖. ‖) 
:푇باشد. نگاشت مجموعه مقدار 퐸 → 퐶퐵(퐸) از نوع  را

퐿  داراي خاصيت)퐿ناميم، هرگاه در شرايط زير  ) مي
퐷(الف) اگر  صدق کند، ⊆ 퐸 غيرتهي، محدب، بسته و ،

푇-  براي هر پايا)푥 ∈ 퐷 ،푇푥 ⊆ 퐷 باشد، آنگاه (퐷 
  باشد. 푇ي نقطه ثابت تقريبي از  شامل حداقل يک دنباله

푥)ي نقطه ثابت تقريبي (ب) براي هر دنباله ) ⊆ E  از
푥و هر  푇نگاشت  ∈ E ،داشته باشيم  

limsup
→

푑(푥 , 푇푥) ≤ limsup
→

‖푥 − 푥‖. 

  
  اي زير مجموعه 퐸فرض کنيد  :]۱۱[ ۶-۲تعريف

,푋)غيرتهي از فضاي باناخ  ‖. باشد. نگاشت  (‖
:푇مجموعه مقدار  퐸 → 퐶퐵(퐸) ٥را شبه غيرانبساطي 

퐹푖푥(푇)گوييم، هرگاه  ≠ 푥و براي هر  ∅ ∈
퐹푖푥(푇)  و푦 ∈ 퐸 ،داشته باشيم  

퐻(푇푥, 푇푦) ≤ ‖푥 − 푦‖. 
  

 푇ي نقاط ثابت نگاشت  مجموعه 퐹푖푥(푇)که در آن 
  است.

  
اي  زير مجموعه 퐸فرض کنيد  :]۱۱[۷-۲تعريف

푥)غيرتهي و  دار از فضاي باناخ  اي کران دنباله (
(푋, ‖. و مرکز  ٦باشد. در اين صورت شعاع مجانبي (‖

푥) ي نبالهد ٧مجانبي به  퐸 ي نسبت به مجموعه (
  شوند. صورت زير تعريف ميترتيب به

                                                
4. Approximate fixed point seqence 
5. Quasi nonexpansive 
6. Asymptotic radius 
7. Asymptotic center 
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푟 퐸, (푥 ) ≔ inf{limsup → ‖푥 −
푥‖ : 푥 ∈ 퐸},  

  و
퐴 퐸, (푥 ) ≔
푥 ∈ 퐸 ∶ 	 limsup → ‖푥 − 푥‖ =
푟 퐸, (푥 ) .  

  
 퐸]، اگر ۱۱) از [۹,۱لازم به ذکر است، طبق لم (

يرتهي، محدب و فشرده ضعيف باشد، آنگاه غ
퐴(퐸, (푥 نيز غيرتهي، محدب و فشرده ضعيف  ((

]، اگر ۱۱از [ ۱۶۷است. همچنين با توجه به صفحه 
,푋)فضاي باناخ  ‖. باشد،  ٨از هر جهت محدب اکيد (‖

,퐴(퐸آنگاه  (푥   دقيقاً يک نقطه است. بعلاوه  ((
푥)يدنباله  퐸انبي يکنواخت نسبت به را به طور مج (

푥)گوييم، اگر براي هر زير دنباله  푥)از  ( داشته  (
  باشيم،

푟 퐸, 푥 = 푟 퐸, (푥 ) , 
  و

퐴 퐸, 푥 = 퐴 퐸, (푥 ) . 
  

را، به عنوان  퐷هاي از نوع  اخيراً کاوخاو و سخوما نگاشت
نبساطي، به صورت زير هاي غيرا تعميمي از نگاشت

  معرفي کردند.
  

اي  زير مجموعه 퐸فرض کنيد  :]۱۰[۸-۲تعريف
دار، بسته و محدب از فضاي باناخ  غيرتهي، کران

(푋, ‖. 푥)ي باشد. دنباله (‖ ي  را يک دنباله 푋از  (
:푇براي نگاشت  ٩مجانب مرکزي 퐸 → 푋  گوييم، هرگاه

푥براي هر  ∈ 퐸 ،داشته باشيم  
limsup

→
‖푥 − 푇푥‖ ≤ limsup

→
‖푥 − 푥‖. 

  
:푇 بعلاوه نگاشت 퐸 → 푋  را از نوع퐷 ناميم، هرگاه  مي

اي مجانب مرکزي  اين نگاشت پيوسته بوده و داراي دنباله
  باشد. 

                                                
8. Uniformly convex in every direction 
9. Asymptotic center sequence 

,푋)فضاي باناخ  :۹-۲تعريف ‖. را داراي خاصيت  (‖
گوييم،  퐷هاي از نوع  نقطه ثابت ضعيف براي نگاشت

تعريف شده روي يک  퐷ه هر خود نگاشت از نوع هرگا
غيرتهي، فشرده ضعيف و محدب از  ي مجموعهزير 

  داراي نقطه ثابت باشد.  푋فضاي باناخ 
  

,푋)فضاي باناخ  :]۱۰[۱۰-۲قضيه ‖. داراي  (‖
 퐷هاي از نوع  خاصيت نقطه ثابت ضعيف براي نگاشت

، 푋ي کران دار در  براي هر دنباله است، اگر و تنها اگر
مرکز مجانبي نسبت به هر زير مجموعه ي غير تهي، 

  ، فشرده باشد.푋محدب و فشرده ضعيف از 
  

,푋)فرض کنيد  :]۱۱[۱۱-۲تعريف ‖. يک فضاي (‖
باناخ باشد. در اين صورت نگاشت مجموعه مقدار 

푇: 푋 → 푃(푋) گوييم، هرگاه  ١٠پيوسته بالاييرا نيم
ي  عه، مجمو푋از  푈ي باز  براي هر زير مجموعه
{푥 ∈ 푋: 푇푥 ⊆ 푈} .باز باشد  

  
  푴푫 هاي مجموعه مقدار از نوع نگاشت - ۳

اي غيرتهي،  زير مجموعه 퐸فرض کنيد  :۱-۳تعريف
,푋)دار، بسته و محدب از فضاي باناخ  کران ‖. باشد.  (‖
퐸 ،(푥طور مجانبي يکنواخت نسبت به ي به دنباله از  (
푋 نگاشت مجموعه ي مجانب مرکزي براي  را يک دنباله

:푇مقدار 퐸 → 퐾퐶(푋)  گوييم، هرگاه براي هر푥 ∈ 퐸 
  داشته باشيم،

limsup
→

푑(푥 , 푇푥) ≤ limsup
→

‖푥 − 푥‖. 
  

:푇بعلاوه نگاشت مجموعه مقدار  퐸 → 퐾퐶(푋)  را از
پيوسته بالايي ناميم، هرگاه اين نگاشت نيم مي 푀퐷نوع 

  اي مجانب مرکزي باشد. بوده و داراي دنباله
  

اي غيرتهي،  زير مجموعه 퐸فرض کنيد  :۲-۳تعريف
,푋)دار، بسته و محدب از فضاي باناخ  کران ‖. باشد.  (‖
퐸 ،(푥طور مجانبي يکنواخت نسبت به ي به دنباله از  (

                                                
10. Upper semi-continuous 
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푋 براي  ١١يطور اکيد مجانب مرکزي به را يک دنباله
:푇نگاشت مجموعه مقدار  퐸 → 퐾퐶(푋) ناميم،  يم

푥هرگاه براي هر  ∈ 퐸  که푥 ∉ 푇푥 ،داشته باشيم  
limsup

→
푑(푥 , 푇푥) < limsup

→
‖푥 − 푥‖. 

  
هاي مجموعه مقدار از نوع  هايي از نگاشت در ادامه کلاس

푀퐷 .را مشخص خواهيم کرد  
  

اي غيرتهي،  زير مجموعه 퐾فرض کنيد  :۳-۳گزاره
,푋)دب از فضاي باناخ دار، بسته و مح کران ‖. باشد.  (‖

:푇 فرض کنيد نگاشت مجموعه مقدار 퐾 → 퐾퐶(퐾) 
پيوسته بالايي و از نوع سوزوکي باشد. در اين صورت نيم

از  퐸دار، بسته و محدب ي غيرتهي، کرانزير مجموعه
퐾  چنان وجود دارد که نگاشت푇: 퐸 → 퐾퐶(퐸) ،

  است. 푀퐷نگاشتي از نوع 
پيوسته بالايي است، لذا خود نگاشتي نيم 푇چون  اثبات:

]، زير ۱۱از [ ۳۶و ۳۵با توجه به توضيحات صفحات 
 퐸دار، بسته، محدب و جداپذير ي غيرتهي، کرانمجموعه

:푇چنان وجود دارد که،  퐾از  퐸 → 퐾퐶(퐸)  نگاشتي از
پيوسته بالايي است. اکنون با استفاده نوع سوزوکي و نيم

:푇 ]، نگاشت۱۳) در [۲,۴م (از ل 퐸 → 퐾퐶(퐸)  داراي
ي نقطه ثابت تقريبي است، بنابراين فرض کنيد  دنباله
(푥 ي نقطه ثابت تقريبي آن باشد. با  يک دنباله (

توان فرض کرد که اين ]، مي۱۱) از [۱۵,۳استفاده لم (
است. اکنون  퐸طور مجانبي يکنواخت نسبت به دنباله به
푥 ∈ 퐸 ر نظر بگيريد. فرض کنيدرا د 

liminf → ‖푥 − 푥‖ > . چون براي هر 0
푛 ∈ ℕ ،푇푥 اي فشرده است، بنابراين براي  مجموعه

푛هر  ∈ ℕ،푦 ∈ 푇푥 ،چنان وجود دارد که 
푑(푥 , 푇푥 ) = ‖푥 − 푦 . با توجه به اين که ‖

(푥 است، پس  푇 يبرا يک دنباله نقطه ثابت تقريبي (
lim → 푑(푥 , 푇푥 ) = و در نتيجه، داريم  0
lim → ‖푥 − 푦 ‖ =   دهيم، . حال قرار مي0

휀 = liminf → ‖푥 − 푥‖ بنابراين به ازاي .
푛مقادير به اندازه کافي بزرگ  ∈ ℕ ،داريم  

                                                
11. Strict asymptotic center sequence 

‖푥 − 푦 ‖ − 휓(‖푥 − 푦 ‖) ≤
‖푥 − 푦 ‖ < 휀 < ‖푥 − 푥‖.  

  
نگاشتي از نوع سوزوکي است، پس به  푇اکنون چون 

푛ازاي مقادير به اندازه کافي بزرگ  ∈ ℕ ،푢 ∈ 푇푥 
푦‖چنان وجود دارد که  − 푢 ‖ ≤ ‖푥 − 푥‖ .

푛بدين ترتيب به ازاي مقادير به اندازه کافي بزرگ  ∈ ℕ 
  داريم:

푑(푥 , 푇푥) ≤ ‖푥 − 푢 ‖ 	≤ ‖푥 − 푦 ‖ +
‖푦 − 푢 ‖ ≤ ‖푥 − 푦 ‖ + ‖푥 − 푥‖.  

  
limsupحال اگر از طرفين نامساوي بالا  بگيريم،  →

  آوريم، آنگاه بدست مي
limsup

→
푑(푥 , 푇푥) ≤ limsup

→
‖푥 − 푥‖. 

  
liminfاز طرفي اگر  → ‖푥 − 푥‖ = ، آنگاه 0

푥) ي زير دنباله 푥)از دنباله  (   چنان وجود دارد که (
lim → 푥 − 푥 =  푇. حال چون نگاشت 0

  نگاشت، ]۱۱پيوسته بالايي است، بنابراين با توجه به [نيم
푓(푥) = 푑(푥, 푇푥) روي퐸 پيوسته پاييني است، نيم

  پس داريم،
푑(푥, 푇푥) ≤ liminf

→
푑 푥 , 푇푥 = 0. 

  
,푑(푥بنابراين  푇푥) =   و در نتيجه 0

limsup → 푑(푥 , 푇푥) ≤
limsup → ‖푥 − 푥‖ + 푑(푥, 푇푥) =
limsup → ‖푥 − 푥‖.  

  
اي غيرتهي،  زير مجموعه 퐾فرض کنيد  :۴-۳گزاره
,푋)دب از فضاي باناخ دار، بسته و مح کران ‖. باشد.  (‖

:푇فرض کنيد نگاشت مجموعه مقدار  퐸 → 퐾퐶(퐸) 
باشد. در اين صورت زير  퐿پيوسته بالايي و از نوع نيم

 퐾از  퐸دار، بسته و محدب ي غيرتهي، کرانمجموعه
:푇چنان وجود دارد که نگاشت  퐸 → 퐾퐶(퐸) نگاشتي ،

  است. 푀퐷از نوع 
ي ، زير مجموعه۳- ۳در ابتدا همانند اثبات گزارهاثبات:

چنان  퐾از  퐸دار، بسته، محدب و جداپذير غيرتهي، کران
:푇وجود دارد که،  퐸 → 퐾퐶(퐸)  نگاشتي از نوع퐿  و
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هاي از پيوسته بالايي است. حال طبق تعريف نگاشتنيم
:푇نگاشت مجموعه مقدار  퐿نوع  퐸 → 퐾퐶(퐸) ،

ه ثابت تقريبي است. با استفاده از لم ي نقط داراي دنباله
ي نقطه  شود، هر دنباله]، نشان داده مي۱۱) از [۱۵,۳(

:푇ثابت تقريبي از  E → 퐾퐶(퐸)ي  ، شامل يک دنباله
  مجانب مرکزي براي آن است. بنابراين

푇: E → 퐾퐶(퐸)  نگاشتي از نوع푀퐷 .خواهد بود  
  

 اي غيرتهي، زير مجموعه 퐸فرض کنيد  :۵-۳گزاره
,푋)دار، بسته و محدب از فضاي باناخ  کران ‖. باشد.  (‖

:푇فرض کنيد نگاشت مجموعه مقدار  퐸 → 퐾퐶(퐸) 
پيوسته بالايي و شبه غيرانبساطي باشد. در اين صورت نيم
푇  نگاشتي از نوع푀퐷 .است  

نگاشتي شبه غيرانبساطي است، پس  푇چون  اثبات:
퐹푖푥(푇) ≠ 푥 . بنابراين فرض کنيد∅ ∈ 퐹푖푥(푇)  و

푛براي هر  ∈ ℕ  قرار دهيد푥 ≔ 푥 در نتيجه با .
هاي شبه غيرانبساطي براي هر  توجه به تعريف نگاشت

푥 ∈ 퐸  و푛 ∈ ℕ :داريم  
푑(푥 , 푇푥) ≤ 퐻(푇푥 , 푇푥) ≤ ‖푥 − 푥‖. 

  
푥در نتيجه براي هر  ∈ 퐸 آوريم، بدست مي  

limsup
→

푑(푥 , 푇푥) ≤ limsup
→

‖푥 − 푥‖. 
  

  است. 푀퐷نگاشتي از نوع  푇بدين ترتيب 
  

اي غيرتهي،  زير مجموعه 퐸فرض کنيد  :۶-۳تبصره
,푋)دار، بسته و محدب از فضاي باناخ  کران ‖. باشد.  (‖

:푇فرض کنيد نگاشت مجموعه مقدار  퐸 → 퐾퐶(퐸) 
 نگاشتي غيرانبساطي و بدون نقطه ثابت باشد، مانند حالت

]. در اين ۱۵مجموعه مقدار نگاشت معرفي شده در [
باشد، ولي نگاشتي مي 푀퐷نگاشتي از نوع  푇صورت 

هاي  شبه غيرانبساطي نيست. بنابراين کلاس نگاشت
به طور اکيد شامل کلاس  푀퐷مجموعه مقدار از نوع 

  پيوسته بالايي است.هاي شبه غيرانبساطي نيم نگاشت
  
  نتايج نقطه ثابت - ۴

,푋)فضاي باناخ  :۱-۴ريفتع ‖. را داراي خاصيت  (‖
هاي مجموعه مقدار از  نقطه ثابت ضعيف براي نگاشت

گوييم، هرگاه هر خود نگاشت مجموعه مقدار  푀퐷نوع 
 ي مجموعهتعريف شده روي يک زير  푀퐷از نوع 

، 푋غيرتهي، فشرده ضعيف و محدب از فضاي باناخ 
  داراي نقطه ثابت باشد. 

  
,푋)رض کنيد ف :۲-۴قضيه ‖. يک فضاي باناخ  (‖

داراي خاصيت نقطه ثابت ضعيف  푋باشد. در اين صورت 
است،  푀퐷هاي مجموعه مقدار از نوع  براي نگاشت

داراي خاصيت نقطه ثابت ضعيف براي  푋هرگاه 
  باشد. 퐷هاي از نوع  نگاشت
,푋)فرض کنيد  اثبات: ‖. داراي خاصيت نقطه ثابت  (‖

باشد، در اين صورت  퐷ي از نوع ها ضعيف براي نگاشت
، 푋دار در  ي کران براي هر دنباله ۱۰-۲ با توجه به قضيه

ي غيرتهي،  مرکز مجانبي نسبت به هر زير مجموعه
  ، فشرده است.푋محدب و فشرده ضعيف از 

اي غيرتهي، محدب و  زير مجموعه 퐸حال فرض کنيد 
  ، نگاشت مجموعه مقدار푋فشرده ضعيف از فضاي باناخ 

푇: 퐸 → 퐾퐶(퐸)  از نوع푀퐷  و(푥 ي  يک دنباله (
به ترتيب  퐴و  푟باشد. فرض کنيد  푇مرکز مجانبي از 

푥) ي شعاع مجانبي و مرکز مجانبي دنباله نسبت به  (
 퐴باشند. در اين صورت طبق فرض قضيه، 퐸ي مجموعه

کنيم،  است. اکنون ادعا مي 푋اي فشرده از  زير مجموعه
푧هر براي  ∈ 퐴،푇푧 ∩ 퐴 ≠ ∅ .  

푧براي اثبات ادعاي فوق  ∈ 퐴  را در نظر بگيريد. چون
푇푧 اي فشرده است، بنابراين براي هر مجموعه 

푛 ∈ ℕ،푧 ∈ 푇푧 ،چنان وجود دارد که  
‖푥 − 푧 ‖ = 푑(푥 , 푇푧).	                      )۱(  

  
 푀퐷نگاشتي مجموعه مقدار از نوع  푇از طرفي چون 

  پس داريم،است، 
limsup → 푑(푥 , 푇푧) ≤
limsup → ‖푥 − 푧‖.                          )۲(  

  
  خواهيم داشت، )۲(و  )۱(حال با استفاده از 
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limsup → ‖푥 − 푧 ‖ ≤
limsup → 푑(푥 , 푇푧) ≤
limsup → ‖푥 − 푧‖                             )۳(  

  
فشرده است، اي  مجموعه 푇푧اکنون با توجه به اين که 

푧) يزير دنباله 푧)از  (  چنان وجود دارد که (
푧 → 푧 ∈ 푇푧.  داريم، )۳(در نتيجه با استفاده از  

limsup → 푥 − 푧 ≤
limsup → 푥 − 푧 +
limsup → 푧 − 푧 =
limsup → 푥 − 푧 ≤
limsup → ‖푥 − 푧 ‖ ≤
	limsup → ‖푥 − 푧‖ = 푟.  

  
بنابراين با توجه به تعاريف شعاع مجانبي و مرکز مجانبي 
يک دنباله نسبت به يک مجموعه و اين که طبق تعريف 

طور مجانبي ي مرکز مجانبي، اين دنباله بهدنباله
푧است، پس 퐸اخت نسبت به يکنو ∈ 퐴(퐸, (푥 )) ،

푧و داريم،  ∈ 퐴 در نتيجه .푧 ∈ 푇푧 ∩ 퐴 بدين .
푧ترتيب چون  ∈ 퐴 .دلخواه بود، لذا ادعا اثبات شد 

:푇حال نگاشت مجموعه مقدار  퐴 → 퐾퐶(퐴)  را براي
푧هر  ∈ 퐴  به صورت푇 = 푇푧 ∩ 퐴 کنيم.  تعريف مي

خوش  푇دعاي بالا نگاشت مجموعه مقدار با توجه به ا
پيوسته بالايي است، نگاشتي نيم 푇تعريف است و چون 
پيوسته بالايي نيز نيم 푇نگاشت ، ]۱۶بنابراين با توجه به [

اي فشرده و محدب و  مجموعه 퐴است. از طرفي چون 
푧براي هر  ∈ 퐴 ،푇푧 اي فشرده و محدب  نيز مجموعه

푧هر  است، بنابراين براي ∈ 퐴 ،푇푍 اي فشرده  مجموعه
- و محدب خواهد بود. اکنون با استفاده از قضيه کاکوتاني

داراي نقطه ثابت است و  T، ]۱۲کارلين [-بوهنن بلاست
  باشد. نيز داراي نقطه ثابت مي Tبنابراين نگاشت 

] و با توجه به ۱۰) از [۳,۴اکنون با برهاني مشابه قضيه (
زير را داريم. اين نتيجه پاسخي  نتيجه ۲-۴برهان قضيه

  به مسئله رايش در حالتي خاص است.
  

,푋)فرض کنيد  :۳-۴نتيجه ‖. يک فضاي باناخ  (‖
  باشد. در اين صورت شرايط زير معادل هستند.

داراي خاصيت نقطه ثابت ضعيف براي  푋(الف) 
  است. 푀퐷هاي مجموعه مقدار از نوع  نگاشت

تهي، فشرده ضعيف و اي غير(ب) براي هر زير مجموعه
:퐷 ،푇، هر نگاشت از نوع 푋از  퐸محدب  퐸 → 퐸  که

طور مجانبي يکنواخت ي مجانب مرکزي، بهداراي دنباله
  باشد. داراي خاصيت نقطه ثابت است. 퐸نسبت به 

ي غيرتهي، فشرده ضعيف و (ج) براي هر مجموعه
푥)دار ي کران، اگر دنباله푋از  퐸محدب مانند   푋 در (

باشد، آنگاه  퐸به طور مجانبي يکنواخت نسبت به 
퐴(퐸, (푥   فشرده است. ((

ي  نتيجه ۲- ۴و قضيه ۳-۳ ، گزاره۱۰- ۲با استفاده از قضيه
] نيز است، ۴ي کرک و مسا در [ زير که تعميمي از قضيه

  آيد. بدست مي
  

فرض کنيد  :]۱۳(بناويدس و راميرز) [۴-۴نتيجه
(푋, ‖. براي هر باشد، که در آن  يک فضاي باناخ (‖
، مرکز مجانبي نسبت به هر زير 푋دار در  دنباله کران

، 푋ي غيرتهي، محدب و فشرده ضعيف از  مجموعه
داراي خاصيت نقطه ثابت  푋فشرده است. در اين صورت 

پيوسته هاي مجموعه مقدار نيم ضعيف براي نگاشت
خود  هربالايي با مقادير فشرده از نوع سوزوکي است، يعني

نگاشت مجموعه مقدار نيم پيوسته بالايي با مقادير فشرده 
غيرتهي،  ي مجموعهو از نوع سوزوکي که روي يک زير 

تعريف شده  푋فشرده ضعيف و محدب از فضاي باناخ 
  باشد. است، داراي نقطه ثابت مي

  
هاي  با توجه به اين که کلاس نگاشت: ۵-۴تبصره

هاي  لاس نگاشتمجموعه مقدار از نوع سوزوکي شامل ک
휆براي هر  퐶فشرده مقدار با خاصيت  ∈ (0,1) 

براي نگاشت هاي با مقادير  ۴-۴ باشد، لذا نتيجه مي
휆براي هر  퐶فشرده و با خاصيت  ∈ نيز برقرار  (0,1)

  است.
,푋)فرض کنيد فضاي باناخ  ‖. از هر جهت محدب  (‖

ار در د ي کران براي هر دنبالهاکيد باشد. در اين صورت 
푋ي غير تهي،  ، مرکز مجانبي نسبت به هر زير مجموعه

اي  اي تک نقطه ، مجموعه푋محدب و فشرده ضعيف از 
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 نتيجهباشد. بنابراين با استفاده از  است و لذا فشرده مي
  ي زير را داريم. نتيجه ۴-۳ 
  

,푋)فرض کنيد فضاي باناخ  :۶-۴نتيجه ‖. از هر  (‖
داراي خاصيت  푋ت در اين صورجهت محدب اکيد باشد. 

هاي مجموعه مقدار از  نقطه ثابت ضعيف براي نگاشت
  است. 푀퐷نوع 

  
اي غيرتهي از  زير مجموعه 퐸فرض کنيد  :۷-۴قضيه

,푋)فضاي باناخ  ‖. 푥)و  (‖ ) ⊆ 푋 ي به يک دنباله 
  مرکزي براي نگاشت  طور اکيد مجانب
푇: 퐸 → 퐾퐶(퐸)  باشد. در اين صورت

퐴(퐸, (푥 )) ⊆ 퐹푖푥(푇).  
퐴واضح است که اگر  اثبات: 퐸, (푥 ) = ، آنگاه ∅

حکم قضيه برقرار است. بنابراين فرض کنيد، 
퐴 퐸, (푥 ) ≠ ∅ .  

푥حال با برهان خلف، فرض کنيد  ∈ 퐴(퐸, (푥 )) 
푥ولي ∉ 퐹푖푥(푇) در نتيجه .푥 ∉ 푇푥  و با توجه به اين
푥)که  د مجانب مرکزي براي طور اکيي به يک دنباله (

  است، پس، 푇نگاشت 
limsup → 푑(푥 , 푇푥) <
limsup → ‖푥 − 푥‖ = 푟 퐸, (푥 ) .     )۴(  

  
، براي هر 푇푥اکنون با توجه به فشرده بودن 

푛 ∈ ℕ،푧 ∈ 푇푥 ،چنان وجود دارد که  
푑(푥 , 푇푥) = ‖푥 − 푧 ‖                       )۴(  

  
  داريم، )۵(و  )۴(پس با استفاده از 

limsup → ‖푥 − 푧 ‖ <
limsup → ‖푥 − 푥‖ = 푟 퐸, (푥 ) .     )۵(  

  
 ي، زير دنباله푇푥از طرفي با توجه به فشرده بودن 

(푧 푧)از  (   چنان وجود دارد که، (
푧 → 푧 ∈ 푇푥 خواهيم  )۶(. بنابراين با استفاده از

  داشت،
limsup → 푥 − 푧 ≤
limsup → 푥 − 푧 +
limsup → 푧 − 푧 =

limsup → 푥 − 푧 ≤
limsup → ‖푥 − 푧 ‖ <
limsup → ‖푥 − 푥‖ 	= 푟 퐸, (푥 ) ,  

  
limsup پس → 푥 − 푧 < 푟(퐸, 푥 ) ،

푥)يزيرا دنباله  퐸طور مجانبي يکنواخت نسبت به ، به(
است، که با تعريف شعاع مجانبي يک دنباله در تناقض 

푥است. بنابراين براي هر  ∈ 퐴(퐸, (푥 داريم،  ((
푥 ∈ 퐹푖푥(푇) ،و بدين ترتيب  

퐴(퐸, (푥 )) ⊆ 퐹푖푥(푇). 
  

اي غيرتهي از  زير مجموعه 퐸فرض کنيد  :۸-۴نتيجه
,푋)فضاي باناخ  ‖. 푥)و  (‖ ) ⊆ 푋 ي  يک دنباله  

  طور اکيد مجانب مرکزي براي نگاشتبه
T: E → KC(E)  باشد. در اين صورت اگر
퐹푖푥(푇) = ,퐴(퐸، آنگاه  ∅ (푥 )) = ∅.  

  
اي غيرتهي،  زير مجموعه 퐸فرض کنيد  :۹-۴نتيجه

,푋)فشرده ضعيف و محدب از فضاي باناخ  ‖. و  (‖
(푥 ) ⊆ 푋 طور اکيد مجانب مرکزي ي به يک دنباله

:Tبراي نگاشت مجموعه مقدار  E → KC(E)  باشد. در
  داراي نقطه ثابت است. 푇اين صورت نگاشت 

يف و اي غيرتهي، فشرده ضع زير مجموعه 퐸چون اثبات:
,푋)محدب از فضاي باناخ  ‖. است، پس  (‖

퐴(퐸, (푥 )) ≠ ، ۷- ۴ و بنابراين با توجه به قضيه ∅
퐹푖푥(푇) ≠ داراي نقطه ثابت  푇. در نتيجه نگاشت ∅

  .است
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