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  مقدمه - ۱
و  푉 يک گراف به همراه مجموعه رأسي 퐺م يفرض کن

مستقل  푉از  퐼ک مجموعه يباشد.  퐸 ياليمجموعه 
ک يمجاور نباشد.  퐼در  يج دو رأسياست اگر ه

است اگر هر  گراطهاحک مجموعه ي 푉از  푆رمجموعه يز
푉رأس در 
푆  ک رأس در يمجاور با حداقل푆  .باشد

 푉ک افراز از يرنگ  푘با  퐺از  퐶 يزيآمک رنگياکنون، 
  مجموعه مستقل نام دارد اگر  푘به 

퐶 = {퐶 , 퐶 , ⋯ , 퐶 } 
 

   که يبه قسم
퐶 ∪ 퐶 ∪ ⋯∪ 퐶 = 푉 

  
푖 يازابه  퐶و  = 1,2, … , 푘 مم ينيمستقل است. م푘 

ده شده و با ينام 퐺 يکه افراز ممکن است، عدد رنگ
휒(퐺) يعدد رنگف يزه تعريشود. انگينشان داده م 휒-
 بر يامرحله دو يسازنهيک مسئله بهيبه  퐺 گراحاطه

مم تعداد ينيرا به م 퐺 يگردد. نخست، مجموعه رأسيم
 يهام. سپس، مجموعهيکنيمستقل افراز م يهامجموعه

م. به يکنينه ميشياند را بگراحاطه 퐺مستقل که در 
مستقل که در گام اول  يها، تعداد مجموعهيروشن

خواهد بود.  퐺 ي، عدد رنگ휒(퐺)م برابر يکنياستفاده م
 휒(퐺)با استفاده از  퐺 يهايزيآمرنگ همه انيدر م

ند گراحاطهکه مستقل  يهامم تعداد مجموعهيرنگ، ماکز
شود که با يف ميتعر 퐺 گراحاطه -휒 يبصورت عدد رنگ

푑نماد  (퐺) ف استاندارد يبرطبق تعر شود.ينشان داده م
   م:يدار

푑 (퐺) = max
퐺	گر	احاطه	و	풞	رنگي	هاي	رده	تعداد	
−رنگ		آميزي	퐺	است		|	 휒		يک	풞

 

  
در  ٢٠٠٨ار در سال ن بينخست 퐺 گراحاطه - 휒 يعدد رنگ

در  يقات متعدديز تحقيشده است. پس از آن ن ي] معرف٢[
])، ١،٣،٤ن حوزه صورت گرفته است (رجوع شود به [يا

] و ١ن حوزه که در [يهرچند دو پرسش جالب توجه در ا
مانده است.  يده همچنان بدون پاسخ باقي] مطرح گرد٢[

 -휒 يگج در ارتباط با عدد رنينتا ين مقاله، برخيدر ا
  شود که مرتبط با سوالات يک گراف ارائه مي گراحاطه

  

 مطرح شده است.
 
 يج اصلينتا - ۲

] ٢از مشاهدات ذکر شده در [ ين بخش ابتدا به برخيدر ا
  م پرداخت.يخواه

  
  همواره 퐺هر گراف  يبرا :۲,۱ هيقض

1 ≤ 푑 (퐺) ≤ 휒(퐺)  .برقرار است  
  ده است: يمطرح گرد] ٢] و [١[ر در يدو پرسش ز

 
د که يرا مشخص کن 퐺 يهاگراف :٢,٢پرسش 

푑 (퐺) =  باشد.   1
  

د که يرا مشخص کن 퐺 يهاگراف :٢,٣پرسش 
푑 (퐺) = 휒(퐺)     .باشد  

م که يدانيست. مين يهيک از دو حالت اکسترمم بديچ يه
푑ک رأس تنها باشد آنگاه ي يدارا 퐺اگر  (퐺) = 1 

푑با شرط  퐺راف ک گين حال ياست. با ا (퐺) = 1 
تواند همبند باشد و بطور دلخواه برخوردار از رأس يم
  بزرگ باشد.     يمم به اندازه کافينيم
  

푘ح يهر عدد صح يبرا :])١([ ٢,٤هيقض ≥ ، گراف 0
훿(퐺)که يموجود است بطور 퐺 همبند = 푘  و

푑 (퐺) =     است.   1
ک يساختار  نيکند تا ارتباط بيکمک م ما ر بهيلم ز

ن لم يم. ايابيآن را ب گراحاطه -휒 يگراف و عدد رنگ
گراف ريزک يشامل  퐺ک گراف يدهد که اگر ينشان م
رگراف پوشا باشد آنگاه عدد يک زيکامل بعنوان  يدوبخش

 يبرابر مجموع اعداد رنگ 퐺گراف  احاطه گر -휒 يرنگ
휒- رگراف است.      ين دو زيا احاطه گر  
  

افراز گردد  푉و  푉به دو مجموعه  	푉(퐺)اگر: ٢,٥لم 
باشد  푉مجاور به هر رأس در  푉که هر رأس در يبطور

푑 آنگاه رابطه (퐺) = 푑 (퐺 ) + 푑 (퐺 برقرار  	(
  يبه ازا 푉 توسط퐺  ييرگراف القايز 퐺است که در آن 

  

푖 =            باشد.  يم 1,2
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چ ي، ه퐺گراف  يزيآمکه در هر رنگيياز آنجا بات:اث
ک رأس در يک رنگ مشترک با يتواند ينم 푉رأس در 

푉 م داشت يداشته باشد، خواه휒(퐺) = 휒(퐺 ) +
휒(퐺 휒(퐺م ي. فرض کن( ) = 푘  و휒(퐺 ) = 푘 
푑با  퐺 يزيرنگ آم-푘ک ي 퐶د يريباشد. گ (퐺 ) 

 يهابا استفاده از رنگ گراحاطه يزيآمرده رنگ
{1,2, … , 푘 - 푘ک ي 퐶د يرين گيباشد. همچن {

푑با  퐺 يزيآمرنگ (퐺 با  گراحاطه يزيآمرده رنگ (
푘} يهااستفاده از رنگ + 1, 푘 + 2, … , 푘 + 푘 } 

푘)ک ي يروشن به 퐶و  퐶ب يباشد. ترک + 푘 )-
ک يا ي 퐶	 يزيآمک رده رنگيباشد. يم 	퐺يزيآمرنگ

 يزيآمک رده رنگينکه يا اياست و  퐶 يزيآمرده رنگ
퐶 م که يباشد. فرض کنيم	푆 يزيآمک رده رنگي 퐶 

푉کند. هر رأس در يرا احاطه م 퐺باشد که  푆⁄  مجاور
مجاور با  푉است. هر رأس در  푆رأس در ک يبا حداقل 
در  گراحاطهک مجموعه ي 푆ن، ياست. بنابرا 푆هر رأس 

퐺 يزيآماست. بطور مشابه، هر رده رنگ 퐶  که گراف
퐺 در گراحاطهک مجموعه يکند يرا احاطه م 퐺  .است
퐶 يزيآمک رنگي 퐺  با حداقل푑 (퐺 ) + 푑 (퐺 ) 
푑م ياست. آنگاه دار يزيآمده رنگر (퐺) ≥

푑 (퐺 ) + 푑 (퐺  يزيآمک رنگي 퐶 ديفرض کن. (
퐺  با휒(퐺 푑رنگ و  ( (퐺  گراحاطه يزيآمرده رنگ (

휒(퐺با  퐺 يزيآمرنگ کي 퐺 به 퐶د يباشد. تحد ) 
푖 يرنگ به ازا = ک رده ي 푆م يريباشد. گيم 1,2

퐶گراحاطه يزيآمرنگ 푆باشد. آنگاه    ⊂ 푉 ا ي
푆 ⊂ 푉 م که يبرقرار است. فرض کن푆 ⊂ 푉  .باشد

ن، ياست. بنابرا 퐺 يبرا گراحاطهک مجموعه ي 푆آنگاه 
 يزيآمک رده رنگيا ي 퐶 گراحاطه يزيآمهر رده رنگ

است.  퐺 گراحاطه يزيآمرده رنگک يا يو  퐺 گراحاطه
푑	لذا  (퐺 ) + 푑 (퐺 ) ≥ 푑 (퐺)  است و اثبات

 ∎تمام است. 
نکه عدد يا يبرا يک شرط کافي ۲,۵با استفاده از لم 

م يباشد را خواه ۱شتر از يک گراف بي احاطه گر-휒 يرنگ
 داشت. 

  
ناهمبند باشد، آنگاه  퐺اگر مکمل : ۲,۶جه ينت

푑 (퐺) >   با نماد 퐺و  퐺است. الحاق دو گراف  1
  

퐺 ∨ 퐺 شود:  يف مير تعريبصورت ز 
푉(퐺 ∨ 퐺 ) = 푉(퐺 ) ∪ 푉(퐺 ),					 
퐸(퐺 ∨ 퐺 ) = 푉(퐺 ) ∪ 푉(퐺 ) ∪
{푥푦:		푥 ∈ 푉(퐺 ), 푦 ∈ 푉(퐺 )}  

  
퐺گر، يد يانيبه ب ∨ 퐺  از  يک کپيرا با درنظر گرفتن
퐺  و퐺  و الحاق هر رأس퐺  با هر رأس در퐺   

휒(퐺م که يدانيم. ميسازيم ∨ 퐺 ) = 휒(퐺 ) +
휒(퐺 ن اعداد يک رابطه مشابه بي ۲,۵است. برطبق لم  (

              وجود دارد. احاطه گر-휒	 يرنگ
  

푑 :۲,۷ه يقض (퐺 ∨ 퐺 ) = 푑 (퐺 ) + 푑 (퐺 )  . 
 푘 يک گراف با عدد رنگيشود که ينشان داده م ]١[در 

با  푘هر  يبه ازا 푙 گراحاطه-휒 يعدد رنگ يتواند دارايم
1شرط  ≤ 푙 ≤ 푘  و(푘, 푙) ≠ باشد. در ادامه  	(2,1)

م يخواه يرا معرفد يک ساخت جدي ۲,۷ه يبه کمک قض
    نمود. 

  
,푘ح يهر عدد صح يبرا :۲,۸ه يقض 푙 که  يبه قسم

1 ≤ 푙 ≤ 푘  و(푘, 푙) ≠ ک گراف يباشد،  	(2,1)
휒(퐺)با شرط  퐺همبند  = 푘  و푑 (퐺) = موجود  1
    است. 

شود. اگر ياثبات انجام م 푙 يق استقراء رويطره ب اثبات:
푙 =  ۲,۴هيتوسط قض ييهان گرافيباشد، وجود چن 1

,푘) يشود. براين ميتضم 푙) =    يراحته ب (3,2)
휒(퐶کرد که  يتوان بررسيم ) = 푑و  3 (퐶 ) = 2 

,푘) يه براين، قضياست. بنابرا 푙) = درست  (3,2)
푙م که ياست. فرض کن > ,푘)و  1 푙) ≠ باشد.  (3,2)

푘م يريگ = 푘 − 푙و  1 = 푙 − 1 ،(푘 , 푙′) ≠
با  퐻ک گراف همبند ياء باشد. طبق فرض استقر (2,1)
휒(퐻)شرط  = 푘′  و푑 (퐻) = 푙′  .موجود است

퐺م يفرض کن = 퐻 ∨ 퐾  باشد. چون휒(퐾 ) =
푑 (퐾 ) =            م: يدار ۲,۷ه يلذا طبق قض 1

휒(퐺) = 휒(퐻) + 1 = 푘′ + 1 = 푘 
  
  و 

푑 (퐺) = 푑 (퐻) + 1 = 푙′ + 1 = 푙 
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 ∎ کند.يه را ثابت مين قضيا
م. آروموگام يکنيجلب م ۲,۳مان را به پرسش اکنون توجه

-휒کتا يبطور  퐺نشان دادند که اگر  ]٢[و همکاران 
푑ن صورت يا ر باشد، دريپذرنگ (퐺) = 휒(퐺)  .است
-휒(퐺)کتا يرگراف بطور يک زيشامل  퐺ن، اگر يبنابرا
푑ر باشد، آنگاه يپذرنگ (퐺) = 휒(퐺) يعياست. طب 

 يهاا گرافيده شود که آين سوال پرسيه ااست ک
با  퐺گراف  يعنيشوند، يافت ميز ين يگرين دينچنيا

푑شرط  (퐺) = 휒(퐺) = 푘 شود که يافت مي퐺 
 ير نباشد؟ برايرنگ پذ- 푘رگراف يکتا شامل زيبطور 

푘 = ک يکتا يال بطور يرا هر ياست ز ي، پاسخ منف2
푘 ير است. به ازايرنگ پذ-۲رگراف يز = ز پاسخ ين 3

      نشان دادند که  ]۱[مثبت است. آروموگام و همکاران 
푑 (퐶 ) = 휒(퐶 ) = 3 

  
 يکتا به ازايبطور  푖 .퐶 يح نامنفيهر عدد صح يبرا

푖 > قت و ين حقيست. به کمک اير نيرنگ پذ-۳، 0
هر  يتوان نشان داد که پاسخ پرسش به ازايم ۲,۷ه يقض

푘 ≥  ياتينکه به لم مهم و حيمثبت است. نخست ا 3
   م: ياز دارير نيز
  

퐺گراف : ۲,۹لم  = 퐺 ∨ 퐺  کتا يبطور
(휒(퐺 ) + 휒(퐺 تنها اگر  و ر است اگريپذرنگ-((

퐺  کتا يبطور휒(퐺 کتا يبطور  퐺ر و يپذرنگ- (
휒(퐺      ر باشد. يپذرنگ-(

  گردد. يو حذف م اثبات لم فوق آسان بوده
  

 ۳ح بزرگتر از يک عدد صحي 푘م يريگ :۲,۱۰ه يقض
موجود است  퐺ک گراف ين صورت يا باشد. در

푑که يبطور (퐺 	) = 휒(퐺 	) = 푘  و퐺  بطور
    باشد.ير نميپذرنگ-푘رگراف يکتا شامل زي

رد. نشان يگيصورت م 푘 ياثبات به استقراء رو اثبات:
푘 يم که گزاره برايدهيم = درست است. فرض  3

푘د يکن ≥ 푘 يو گزاره برا 4 − م يريح باشد. گيصح 1
퐺که  = 퐺 ∨ 퐾  باشد. چون푑 (퐾 	) =

휒(퐾 	) = م يو فرض استقراء دار ۲,۷ه يبرطبق قض 1

푑 (퐺 	) = 푑 (퐺 	) + 푑 (퐾 	) = 푘  هر .
فرم  يست دارايبايم 퐺از  퐻 يرنگ-푘اف رگريز

퐻 = 퐻 ∨ 퐾 که يباشد بطور퐻 ک ي
-푘کتا يبطور  퐻، ۲,۹طبق لم  باشد. بر 퐺رگراف يز

کتا يبطور  퐻تنها اگر  و ر است اگريپذرنگ
(푘 − بطور  퐺که  يير باشد. از آنجايپذرنگ-(1

푘) رگرافيکتا شامل زي −  퐺باشد، ير نميپذرنگ-(1
ه ين قضيست. ايکتا نير يرنگ پذ-푘رگراف يچ زيشامل ه

  ∎     کند.يرا ثابت م
شامل خوشه  ۲,۱۰ه يساخته شده در قض يهاگراف

  شامل  퐺قت، يباشد. در حقيبزرگ م يهاک)ي(کل
푘باشد. اگر يم 퐾از  ياريبس يهايکپ = 3푙 + 푗 

ن صورت يبرقرار باشد در ا 푗و  푙ح ياعداد صح يابه از
  را با الحاق  퐺ن خوشه در يتوان اندازه بزرگتريم

مه کردن يگام و سپس ضم 푙ن يدر نخست 퐶 يهايکپ
   م داشت: ير را خواهيجه زين، نتيکاهش داد. بنابرا 퐾با 
  

و  يح نامنفياعداد صح 푗و  푙م يريگ: ۲,۱۱ه يقض
푘 = 3푙 + 푗  باشد و گراف퐺  با شرط푑 (퐺 	) =
휒(퐺 ) = 푘 ن صورت يموجود باشد. در ا퐺  شامل

ن خوشه در يست و بزرگتريکتا نير يپذرنگ- 푘رگراف يز
퐺 2اندازه  يدارا푙 + 푗  .است 

  
  نکات يبرخ - ۳
مر کتا از کير ياندازه پذ-푘 يهام که گرافيدانيم

ن، يبزرگ موجود است. بنابرا يط) به اندازه کافي(مح
푑که  يموجودند بطور 퐺 يهاگراف (퐺	) = 휒(퐺) 

به  يبزرگ است. با نگاه ياز کمر به اندازه کاف 퐺و 
توان مطرح کرد ير را ميپرسش ز ۲,۱۱و  ۲,۱۰ يايقضا

   است:  يقابل بررس يآت يهاکه در پژوهش
  

با شرط  퐺بدون مثلث  يا گراف هايآ :۳,۱پرسش 
푑 (퐺	) = 휒(퐺) = 푘 ا يموجود است و آ퐺 يدارا 

ا ير؟ بعلاوه، آيا خيکتا است ير يپذرنگ-푘رگراف يک زي
بزرگ  ياز کمر به اندازه کاف يين گراف هايافتن چني
    باشد؟يسر ميم
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