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  چکيده
 يجيف کرده و نتايرا تعر يفاز يافرازها يس شرطيساليت يس و آنتروپيساليت يم آنتروپين است که مفاهين پژوهش ايهدف ا

و تقعر  يرجمعيز يها يژگيو  يدارا يفاز يس افرازهايساليت يم آنتروپيده يم. نشان ميآور بدست  يوع آنتروپن نيدر مورد ا
را  يا رهين زنجيم. قوانيده يرمجموعه به مد صفر مورد مطالعه قرار ميف و زيتظر  ن اندازه اطلاعات را تحت روابطيباشد. ا يم

 ي درباره يجيم. نتايينما يمستقل اثبات م يفاز يافرازها يدر مورد آنتروپ يکرده و خواص ين اندازه اطلاعات بررسيا يبرا
 يس شرطيساليت يبدست آورده و به کمک آنتروپ يفاز يافرازها يس شرطيساليت يس و آنتروپيساليت ين آنتروپيب ي رابطه

از  ين آنتروپيکه پارامتر ا يدر حالت يفاز يس افرازهايساليت يآنتروپ يبرا يرجمعيز يژگيم که ويده ي، نشان ميفاز يافرازها
س از يساليت يپارامتر آنتروپکه  يدر حالت يفاز يس افرازهايساليت ي، آنتروپيبه طور کلباشد.  يک کوچکتر است، برقرار نمي
شانون،  يتواند علاوه بر آنتروپ ين ميباشد و بنابرا يم يفاز يشانون افرازها يه به آنتروپيشب يخواص يدارا ک بزرگتر استي

  رد.يمورد استفاده قرار گ يش فازيک آزمايمقدار اطلاعات مستخرج از  يريگ اندازه يبرا
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  مقدمه .۱
 يآنتروپ يرو ]۳۵ [ه اطلاعاتيک در نظريکرد کلاسيرو

دار مق يريگ اندازه يشده است و برا يگذار هيشانون پا
د مناسب يآ يش بدست ميک آزمايکه از  ياطلاعات

شانون، کولموگروف و  يباشد. با استفاده از آنتروپ يم
ف يرا تعر يکيناميستم ديس يآنتروپ ]۳۷، ۲۶ [ينايس

 يکيناميستم ديدو س يکه آنتروپ ييجا کردند. از آن
ص يتشخ يرا برا يها ابزار خت با هم برابر است آنيکري

 يدا نمودند. آنتروپيخت پيکريريغ يکيناميد يها ستميس
 يها ستميه اطلاعات، سياز علوم مانند نظر ياريدر بس

وتر، آمار، ي، علوم کامپيميک، شيزي، فيکيناميد
، ي، جامعه شناسيشناس ستي، اقتصاد، زيحسابدار

ن يره کاربرد دارد. بنابرايو غ يعموم يها ستميس ي هينظر
 يها در رشته يدايت زياهم يدارا يآنتروپ ي مطالعه

)1د يفرض کنباشد.  يمدرن م يعلم , ..., )nP p p 
شانون  ين صورت آنتروپيع احتمال باشد در ايک توزي

P  به صورت
1

( ) ( )n
F ii

H A F p


 ف يتعر
:شود که تابع  يم [0,1] [0, )F   ي(تابع آنتروپ 

) ي شانون) با ضابطه ) logF x x x   اگر
(0,1]x   (0)و 0F  گردد. لازم به ذکر  يم يمعرف

ع احتماليتوز يمنطق ياست که فرمول آنتروپ
1( ,..., )nP p p  به صورت

1
( ) ( )n

L ii
H P L p


 

: يمنطق ياست که تابع آنتروپ [0,1] [0, )L    با
)ي ضابطه ) (1 )L x x x  يشود. آنتروپ يف ميتعر 

به عنوان ابزار  ۱۹۱۲در سال  ]۲۰ [ينيتوسط ج يمنطق
 يمنطق يآنتروپ استفاده شد. يثبات يزان بيم يريگ اندازه

ن يو همچن ]۳۱ [رائو يمربع ياز آنتروپ يحالت خاص
گود،  ۱۹۸۲ل باشد. در سا يم ]۳۸ [سيساليت يآنتروپ

را مورد مطالعه قرار  يمنطق يآنتروپ ي دهيا يليل و تايپات
 يآنتروپ ي خچهيتار ۲۰۱۳  . الرمان در سال]۲۷، ۲۱ [دادند
قرار داد و او  يمورد بررس يتر قيرا به صورت عم يمنطق
نمود  يشانون را بررس يو آنتروپ يمنطق يآنتروپ ي رابطه

 يرو يمنطق يوپدر مورد آنتر يرا مقالاتياخ .]۱۶[
، ۱۵، ۱۴، ۱۳ [مختلف چاپ شده است يجبر يساختارها

۱۷ ،۲۷[.  
ن پژوهشگر يچند ]۳۵ [شانون ي هيپا ي  بعد از مقاله

   يرنشانون ارائه دادند از جمله  ياز آنتروپ ييها هياصلاح

هارودا، چاروات و ، ]۶ [ي، داروکز]۲ [توي، آرم]۳۳[
  ره. يو غ ]۳۸، ۲۲ [سيساليت

قبلا توسط هارودا و  يک آماريزيس در فيساليت يآنتروپ
)1شده بود. اگر  يمعرف ]۲۲ [چاروات در ,..., )nP p p 

ي از مرتبه Pسيساليت يع احتمال باشد آنتروپيک توزي
q :به صورت  

1
( ) ( )n

q q ii
S P I p


  

  
(0,1)شود که يف ميتعر (1, )q   تابع  ي . ضابطه

:س يساليت يآنتروپ [0,1] [0, )qI   :به صورت  
( ) lnq

q qI x x x   
  
1تم به صورت يلگار-qباشد. تابع يم 1ln

1

q

q
xx

q

 



 

,0)هر  يبرا )x   ن بدست ياگردد. بنابر يف ميتعر
  م:يآور يم

1

1

1

1( )
1

1 (1 ).
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q
n q i

q ii

n q
ii

pS P p
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q


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
 



 





                )۱(  

  
2q، حالت يمنطق يد که آنتروپيتوجه کن  ياز آنتروپ 

 ياز آنتروپ يعيس توسيساليت يس است و آنتروپيساليت
 يها عيس توزيساليت يآنتروپ .]۱۸ [باشد يز ميشانون ن

 ]۳۸، ۲۵، ۲۴، ۱۹، ۱۸، ۶، ۱ [جملهاز  ياحتمال در مقالات
 يس شرطيساليت يمورد مطالعه قرار گرفته است. آنتروپ

 ]۱۸، ۱ [متفاوت در ييکردهاياحتمال با رو  عيک توزي
کرد ارائه ين مقاله، رويف و مطالعه شده است. در ايتعر

  م داد. دريع خواهيتوس يفاز يرا به افرازها ]۱ [شده در
 يس شرطيساليت يآنتروپد که سندگان نشان دادنينو ]۱[

 يچگال  سيماتر يريپذ کيتفک يکوانتوم، برا ي نهيدر زم
کاربرد دارد و به  يموضع ييگرا واقع يجهت اعتبارسنج

اعتبار  يت روين محدوديتري، قوين آنتروپيکمک ا
د بدست يجد يا وهيتوان با ش يرا م يموضع ييگرا واقع

ک يک متري عنوانس به يساليت ين آنتروپيآورد. همچن
استخراج کلمات  يقدرتمند کلمه برا يبندد رتبهيجد
 ]۳۹ [. در]۲۳ [دا کرده استيک سند، کاربرد پي يديکل



 

 ۷                                                                                                         يفاز يافرازها يس شرطيساليت يس و آنتروپيساليت يآنتروپ
 

   

ه اطلاعات را با يدر نظر ينامساو يسندگان، تعدادينو
ف يت تعرياند. اهم س ثابت کردهيساليت ياستفاده از آنتروپ

ع شده مورد بحث واق ]۱ [، درين نوع آنتروپيا ي و مطالعه
 يش تصادفيک آزماياز  يمعمول ياضيک مدل ري است.

اندازه  ير از فضايپذ ک افراز اندازهيه اطلاعات، يدر نظر
ف يتعر ي، افرازهايحل مسائل واقع ياحتمال است. برا

) از يفاز ي(افرازها يفاز يها شده توسط مجموعه
تر  ک مناسبيکلاس يها ر مجوعهيپذ اندازه يافرازها

 يبود. افراز فاز يف افراز فازيتعر ي زهين انگيباشد و ا يم
ش يک آزماياز  ياضيک مدل ريتواند به عنوان  يم

) يع فازيع مبهم (وقايش، وقايآزما ج آنيکه نتا يتصادف
ه ي، در نظريفاز يباشد به کار برده شود. مفهوم آنتروپ

به  يفاز ين کردن افرازهايگزيک با جايک کلاسيارگود
که  ييجا د شد. از آنير بورل، توليپذ هانداز يافرازها يجا

 ]۲۹، ۷، ۴ [وجود دارد يفاز ياز افرازها يف متفاوتيتعار
ارائه شده  يفاز يشانون افرازها ياز آنتروپ ياديف زيتعار

 يرا آنتروپياخ .]۳۴، ۳۲، ۲۸، ۱۲، ۱۱، ۱۰، ۹، ۸، ۵ [است
ف شده و مورد يتعر ،]۲۷ [در يفاز يافرازها يمنطق
، ]۲۸ [زاده در زاده و جمال ميفته است. ابراهقرار گر يبررس
 يگماجبرهايس يشرط يمنطق يو آنتروپ يمنطق يآنتروپ

  اند.  ها را اثبات نموده از آن يف کرده و خواصيرا تعر يفاز
 يس و آنتروپيساليت يم آنتروپيخواه ين پژوهش، ميدر ا

اندازه  ياحتمال را به فضا يها عيتوز يس شرطيساليت
 يکردن تابع آنتروپ نيگزيم. با جايم دهيتعم ياحتمال فاز

 يشانون و تابع آنتروپ يتابع آنتروپ يس به جايساليت
م يخواه ياطلاعات فاز  هيد در نظريجد يکردي، رويمنطق

شود. در  يارائه م يف مقدماتي، تعار۲داشت. در بخش 
ف کرده يرا تعر يفاز يس افرازهايساليت يآنتروپ ۳بخش 
ژه، يم. به ويينما يدازه اطلاعات اثبات من انياز ا يو خواص

1q(در حالت  يرجمعيخواص ز ن يا ي) و تقعر را برا
ف ي، به تعر۴شود. در بخش  ينشان داده م يآنتروپ
م و يپرداز يم يفاز يافرازها يس شرطيساليت يآنتروپ

مورد مطالعه قرار  ين آنتروپيا يرا برا يا رهين زنجيقوان
 يافرازها يس شرطيساليت يم. با استفاده از آنتروپيده يم

 يبرا يرجمعيز يژگيم که ويده ينشان م يمستقل فاز
1qدر حالت  يفاز يس افرازهايساليت يآنتروپ   برقرار

  ست. ين

  يفاز ي. افرازها۲
احتمال  يمفهوم فضا يادآوريدر اين بخش، ابتدا به 

فازي، تظريف،  يم و سپس افراز متناهيزپردا يم يفاز
  گردد.  به مد صفر معرفي مي  الحاق و زيرمجموعه

ک يباشد.  يناته ي ک مجموعهي Xديفرض کن
ک نگاشت ي يمجموعه فاز : 0,1f X  ياست. برا 
f, يفاز ي دو مجموعه g يعملگرها ,   به

  شود: يف مير تعريصورت ز

 sup{ , },f g f g   
inf{ , }.f g f g   

  
 .۱,۲تعريف  0,1 XM   را يک جبر گويند

  اگر:
۱( 1X M  
fاگر   )۲ M 1اهگآنXf f M   ؛ 
n اگر براي هر )۳  ،nf M گاه آن

1
: supn ni n

f f M



  .  

  
مرتب در نظر  يک مجموعه بطور جزئيرا  Mمجموعه

  ف ير تعريآن به صورت ز ييب جزيرند که ترتيگيم
   گردد:  يم

f g هر ياگر و فقط اگر براx X م يداشته باش
   .f x g x  

  
ي غير يک مجموعه Xفرض کنيد .۲,۲تعريف 

 جبر ويک  Mتهي، : 0,1m M   تابعي
  باشد که در شرايط زير صدق کند:

fبراي هر )۱ M،   1m f f  ؛  
اگر  )۲  1i i

f 


اي از عناصر دو به دو متعامددنباله 

M گاه باشد آن 
1 1

i i
i i

m f m f


 

 
 

 
.  

 سه تايي , ,X m M.را فضاي احتمال فازي نامند  
  

تابع .۳,۲ه يقض : 0,1m M   داراي خواص زير
  باشد:مي
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fبراي هر )1 M ،   1m f m f  ؛ 
fاگر  )2 g گاه آن   m f m g؛ 
1fاگر  )3 g  گاه آن  0m f g ؛ 
4(    1m g  اگر و فقط اگر براي هرf M ،

   m f g m f . 
 

د يفرض کن .۴,۲تعريف  1 2, ,..., nA f f f ر يز
i يد و براباش Mاز يامجموعه j م يداشته باش

1 ,i X jf f ن صورت ي. در اA يک افراز فازي 
  است هرگاه

1
1.

n

i
i

m f


 
 

 
    

 
:ف شود ياگر تعر infi ii i

f f م.ير را داريگاه لم ز ، آن  

  
اگر  .۵,۲لم  1 2, ,..., nA f f f  و

 1 2, ,..., mB g g g گاه  باشند آن يدو افراز فاز
A,يوند دو افراز فازيپ B  که که با نمادA B 

  شود به صورت  يش داده مينما
 g : 1,..., , 1,..., ,i jA B f i n j m    

  
ن افراز است و به آ يک افراز فازيگردد،  يف ميتعر

  ند.يز گويمشترک ن
  واضح است که  اثبات:

 
1 1 1 1

1

g g

g 1.

m n m n

i j i j
j i j i

m

j
j

f f
   



 
   

 

 

   


 

  
يم برايست ثابت کنيکاف   , ,i j k l ي رابطه 

g 1 gi j k lf f    .برقرار است  
iاگر  k  وj l 1گاه آنi kf f  م يو دار  

   
 
g 1 g 1 g

1 g .
i j k j k j

k l

f f f

f

      

  
 

 

iاگر k و j l 1گاه آنi kf f   و
g 1 gj l  دهديجه مين نتيو ا 

   
   
g 1 1 g

1 g 1 g .
i j k l

k l k l

f f

f f

    

     
 

  
A,يدو افراز فاز يبرا .۶,۲ف يتعر B نديگو

A B هر يهرگاه برا g B وجود داشته باشد
f A که يبه طورg f. ن حالت افراز يدر اB  را

وييم. واضح است که گA تظريفي از افراز
,A B A B .  

A B


 )A رمجموعه يزB  به مد صفر است) است اگر
  که يبه طورjg وجود داشته باشدif براي هر

    0.i j i jm f g m f g      
  

 يند دو افراز فازيگو .۷,۲ف يتعر 1,..., nA f f  و
 1,..., kB g g هر ياند هرگاه برا مستقل,i j،  

     .i j i jm f g m f m g   
  
   يس افرازهاي فازيسالي. آنتروپي ت۳

ف يرا تعر يفاز يس افرازهايساليت ين بخش، آنتروپيدر ا
ف و يروابط تظر ن اندازه اطلاعات را تحتيم و ايکن يم
از  يعدد يم. مثاليينما يم يبه مد صفر بررس  رمجموعهيز

م و يده يارائه م يس افراز فازيساليت يآنتروپ ي محاسبه
1qدر حالت  ين آنتروپيم ايده ينشان م  يژگيو 

 يآنتروپ يتقعر را برا يژگين ويدارد. همچن يرجمعيز
  م.يکن يابت مث يفاز يس افرازهايساليت

  
 يس افراز فازيساليت يآنتروپ .۱,۳ف يتعر

 1 2, ,..., nA f f f ياحتمال فاز ياز فضا 
 , ,X m M  1از مرتبه 0q  ف ير تعريبه صورت ز

  شود: يم

1

1( ) : 1 ( ( )) .
1

n
q

q i
i

S A m f
q 

     
  

  
   يفرازهاس ايساليت ياز آنتروپ يک مثال عددير يدر ز

  

  شود.  يارائه م يفاز
  



 

 ۹                                                                                                         يفاز يافرازها يس شرطيساليت يس و آنتروپيساليت يآنتروپ
 

   

X[0,1]د يفرض کن. ۲,۳مثال    و
: [0,1]f X  ي با ضابطه ( )f x x هر يبرا

x X و  
 ,1 , (1 ), (1 ),0 ,1X X X X XM f f f f f f       . 

  
:اگر نگاشت  [0,1]m M  رت را به صو 

( (1 )) (1 ) 1,X Xm f f m     
( (1 )) (0 ) 0,X Xm f f m     

1( ) (1 )
2Xm f m f    

  
 ييتا گاه سه م آنيف کنيتعر , ,X m M يک فضاي 

 يها ستميخواهد بود. س ياحتمال فاز
 ,1XA f f   و (1 )XB f f   ييافرازها 

از  يفاز , ,X m M که يهستند به طورB A با .
را  Bو A يس افرازهايساليت يساده آنتروپ يمحاسبات
  م:يآور يبدست م

( ) 0.qS B  و  
12( )

1

q

qS A
q






 

  
ک يجه آن يکه نت يشي، هر آزمايعيت طبمطابق با الزاما

  باشد. يصفر م يآنتروپ ياست، دارا يرخداد قطع
 ين آنتروپيا يک کران بالا برايان ياکنون به ب

  م.يپرداز يم
  

)1کنواخت يع يتوز يبرا .۳,۳توجه  )i i np m A  ،
i,...,1,2 که nيافراز فاز ي، رو  1,..., nA f f ،

)س يساليت يآنتروپ )qS A ن مقدار يشتريب

 11 1
1

qn
q




  نيرا دارد. بنابرا 

 11( ) 1 .
1

q
qS A n

q
 


 

  
باشند  يدو افراز فاز Bو Aديفرض کن .۴,۳ه يقض

Aکه يبه طور Bن صورتي. در ا
( ) ( )q qS A S B.  

د يفرض کن اثبات: 1,..., nA f f  و
 1,..., kB g g. که ييجا از آنA B هر يبرا 

 

jg B  وجود داردif A که  يبه طور
 

   j im g m f.  

1qاگر   گاه  آن   
1 1

qm n
q

j i
j i

m g m f
 

  از .

1که  ييجا آن 0q  م ي، دار  

1

1

1( ) 1 ( ( ))
1

1 1 ( ( )) ( ).
1

n
q

q i
i

n
q

j q
i

S A m f
q

m g S B
q





     
      




 

  

1qاکنون اگر   گاه  آن   
1 1

qm n
q

j i
j i

m g m f
 

  .

1که  ييجا از آن 0q  مي، دار  

1

1

1( ) 1 ( ( ))
1

1 1 ( ( )) ( ).
1

n
q

q i
i

n
q

j q
i

S A m f
q

m g S B
q





     
 

     




 

  
ن يباشد. در ا يفاز يافراز Aديفرض کن .۵,۳ه يقض

  صورت 
۱( ({1 }) 0q XS ; 
۲( ( ) 0qS A .  

  اثبات: 
)، حکم واضح ۴قسمت  ۳,۲ه يف و قضيطبق تعر )۱

 است.
{1}که ييجا از آن )۲ Aن ي، با توجه به قسمت اول ا

 ميآور يبدست م ۴,۳ه يه و قضيقض
( ) ({1}) 0.q qS A S   

  
باشند  يدو افراز فاز Bو Aديفرض کن .۶,۳ه يقض

Aکه  يبه طور B


ن صورتي. در ا
( ) ( )q qS A S B.  

د يفرض کن اثبات: 1,..., nA f f  و

 1,..., kB g g .که  ييجا از آنA B


  براي هر 
  

 ifوجود دارد jgکه يبه طور  
    0.i j i jm f g m f g      
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نيبنابرا   i jm f m g1جه اگر ي. در نتq  

گاه  آن   
1 1

qm n
q

j i
j i

m g m f
 

 که  ييجا . از آن

1 0q  م ي، دار  

1

1

1( ) 1 ( ( ))
1

1 1 ( ( )) ( ).
1

n
q

q i
i

n
q

j q
i

S A m f
q

m g S B
q





     
 

     




 

  

1qاکنون اگر   گاه  آن   
1 1

qm n
q

j i
j i

m g m f
 

  .

1که  ييجا ناز آ 0q  مي، دار  

1

1

1( ) 1 ( ( ))
1

1 1 ( ( )) ( ).
1

n
q

q i
i

n
q

j q
i

S A m f
q

m g S B
q





     
 

     





 

  
 يآنتروپ يرا برا يرجمعيز يژگير، ويز ي هيدر قض

  م.يينما يثابت م يفاز يس افرازهايساليت
  

و  باشند يدو افراز فاز Bو Aديفرض کن. ۷,۳ه يقض
1q ن صورتي. در ا ( ) ( ) ( ).q q qS A B S A S B   

د يفرض کن اثبات: 1,..., nA f f  و
 1,..., kB g gهر ي. براi م يدار

1

( ) ( )
k

i j i
j

m f g m f


 ن ي. همچن

1

( )
1

( )

n
i j

i j

m f g
m g


  و

1 1

( ) 1
n k

i j
i j

m f g
 

  .

  ميآور ي) بدست م۱ن به کمک (يبنابرا

1
1 1

1 1

( ),..., ( )

1 1 ( )
1

k k

q j n j
j j

q
n k

i j
i j

S m f g m f g

m f g
q

 

 

 
  

 
  
        

 

    

 
1

1 1 ( ) ( ).
1

qn

i q
i

m f S A
q 

 
      

  

  
د يفرض کن 1,..., kp p  و 1 ,...,

j jnq q  دو افراز  
  

  ميدار ]۶ [در ۷ه يع احتمال باشند. طبق قضيتوز

 1
1

1
1 1

,...,

,..., .

j j

j j

k
q

j q n
j

k k

q j j n
j j

p S q q

S p q p q



 



 
 
 



 
 

  
j,...,1 ياگر برا kم ي، قرار ده( )j jp m g  و

i,...,1هر  يبرا n  1و,...,j kم ي، قرار ده
( )

( )j

i j
i

j

m f g
q

m g


 بالا و  ي گاه با توجه به رابطه آن

  ميآور يفوق، به دست م ينامساو

 

 

1 1

1 1

1( ) 1 ( )
1

( )1 1 ( )
1 ( )

qn k

q i j
i j

q
k nq i j

j
j i j

S A B m f g
q

m f g
m g

q m g

 

 

 
       

          



 


 

   

 

1 1

1 1

1 ( ) ( )
1

1 ( )
( )

( )

k kq q

j j
j j

q
k nq i j

j
j i j

m g m g

q m f g
m g

m g

 

 

 
   

 
          

 

 
 

 

 

1

1 1

1 1 ( )
1

( )1( ) 1
1 ( )

k q

j
j

q
k nq i j

j
j i j

m g
q

m f g
m g

q m g



 

 
     

          



 

 

  1

1

( )

( ) ( )
( ) ,...,

( ) ( )

q

k q j n j
j q

j j j

S B

m f g m f g
m g S

m g m g

 

  
  
 



1
1 1

( )

( ),..., ( )

q

k k

q j n j
j j

S B

S m f g m f g
 

 

 
  

 
 

 

( ) ( ).q qS A S B   
  

 يدو اندازه فاز 2mو  1m ديفرض کن. ۸,۳گزاره 
r[0,1]هر  ين صورت براي. در اباشند  ،

1 2(1 )rm r m  است. يک اندازه فازيز ين  
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 يفاز يس افرازهايساليت يم آنتروپيده ياکنون نشان م
  باشد. يتقعر م يژگيو يدارا

  
متناظر با دو  يفاز يافراز Aديفرض کن .۹,۳ه يقض

هر  ين صورت براي. در اباشد 2mو  1m ياندازه فاز
[0,1]r  ميدار  

1 2

1 2

, ,

, (1 )

( ) (1 ) ( )

( ).
q m q m

q rm r m

rS A r S A

S A 

 


 

  
1قبل  ي طبق گزاره اثبات: 2(1 )rm r m  ک ي

د ياست. فرض کن ياندازه فاز 1,..., nA f f . از
م يهستند دار ياندازه فاز 2mو  1mکه  ييجا آن

1
1

( ) 1
n

i
i

m f


  2و
1

( ) 1
n

i
i

m f


 .ن يبنابرا

1 2
1
( (1 ) ( )) 1

n

i
i

rm r m f


  . يعنين ياA 

1 يمتناظر با اندازه فاز 2(1 )rm r m  ز است.ين  
)ن که تابع يبا توجه به ا ) qf x x 1 يوقتq  يتابع 

a, يقياعداد حق يمقعر است برا b ميدار  
 (1 ) (1 ) .q q qra r b ra r b      

  
)1ن با قرار دادن يبنابرا )ia m f  2و( )ib m f  در
  ميآور يفوق بدست م ي رابطه

 1 2

1 2

( ) (1 ) ( )

( ( )) (1 )( ( )) .

q
i i

q q
i i

rm f r m f

r m f r m f

  

 
 

  
  ميسيم بنويتوان يجه ميدر نت

 1 2
1

1 2
1 1

( ) (1 ) ( )

( ( )) (1 ) ( ( )) .

n
q

i i
i

n n
q q

i i
i i

rm f r m f

r m f r m f



 

  

 



 
 

ف يفوق و طبق تعر ين نامساوين با توجه به آخريبنابرا
1که  ييجا از آن ۱,۳ 0

1q



  م:يدار 

 

1 2, (1 )

1 2
1

( )

1 1 ( ) (1 ) ( )
1

q rm r m

n
q

i i
i

S A

rm f r m f
q

 





 
     

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1 1 ( )
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



 
     

     





 

1 2, ,( ) (1 ) ( ).q m q mrS A r S A    
  

1qحال اگر   ن که تابع يبا توجه به ا( ) qf x x 
1q يوقت  يقياعداد حق يمحدب است برا يتابع ,a b 
  ميدار

 (1 ) (1 ) .q q qra r b ra r b      
  

)1ا قرار دادن ن بيبنابرا )ia m f  2و( )ib m f  در
  ميآور يفوق به دست م ي رابطه

 1 2

1 2

( ) (1 ) ( )

( ( )) (1 )( ( )) .

q
i i

q q
i i

rm f r m f

r m f r m f

  
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  ميسيم بنويتوان يجه ميدر نت

 1 2
1

1 2
1 1

( ) (1 ) ( )

( ( )) (1 ) ( ( )) .
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q
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n n
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از  ۱,۳ف يفوق و تعر ين نامساوين با توجه به آخريبنابرا

1که  ييجا آن 0
1q



  ميآور يبدست م 

 

1 2, (1 )
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1
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1 1 ( ) (1 ) ( )
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
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n
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i
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      
     




 

1 2, ,( ) (1 ) ( ).q m q mrS A r S A    
  

  جه حکم ثابت شد.يدر نت
  
  يفاز يافرازها يس شرطيساليت يآنتروپ .٤

   يها عيتوز يس شرطيساليت ين بخش، آنتروپيدر ا
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از  يخواص م ويده يع ميتوس يفاز ياحتمال را به افرازها
را  يا رهين زنجيژه، قوانيم. به ويينما يم يآن را بررس

در مورد  ييايم. قضايکن يمطالعه م ين آنتروپيا يبرا
م و يکن يمستقل ثابت م يفاز يس افرازهايساليت يآنتروپ

ن اندازه يم ايده يا، نشان مين قضايبا استفاده از ا
1qحالت  يبرا يرجمعيز يژگيو ياطلاعات دارا  

  باشد.  ينم
د يفرض کن .۱,۴ف يتعر 1,..., nA f f  و

 1,..., kB g g يباشند. آنتروپ يدو افراز فاز 
1از مرتبه  Bبه شرط  A يس شرطيساليت 0q  

  گردد: يف مير تعريبه صورت ز
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باشند.  يدو افراز فاز Bو Aديفرض کن .۳,۴ه يقض
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 يفاز ييافرازها Bو  Aديفرض کن .۴,۴جه ينت

  ن صورتيباشند. در ا
۱( ( ) ( )

( | )
1 (1 ) ( )
q q

q
q

S A B S B
S A B

q S B



 
; 

1qاگر  )۲  گاه  آن
( | ) ( ) ( )q q qS A B S A B S B ; 

1qاگر  )۳  گاه  آن
( | ) ( ) ( )q q qS A B S A B S B ; 

1هر  يبرا )۴ 0q  م يدار( | ) 0qS A B .  



 

 ۱۳                                                                                                         يفاز يافرازها يس شرطيساليت يس و آنتروپيساليت يآنتروپ
 

   

1 يها که حالت ييجا از آن اثبات: 0q   و
1 0q  ۱ ي، حکم برا۳,۴ه يم، با توجه به قضيرا دار (

  ) ثابت است.۳) و ۲و 
که ييجا )، از آن۲قسمت  ۵,۳و  ۴,۳ ياي): طبق قضا۴

B A B  ميآور يبدست م
0 ( ) ( )q qS B S A B   1. حال اگرq  گاه  آن

)که  ييجا از آن ) 0qS B   1و 0q ،  با توجه به
حکم ثابت است. اما اگر  ،جهين نتيا يقبل يها قسمت

1q  جه ين نتيطبق قسمت سوم ان صورت يدر ا
  ميسيم بنويتوان يم

( | ) ( ) ( ) 0.q q qS A B S A B S B    
  
 ييافرازها Cو  Bو  Aد يفرض کن .۵,۴جه ينت

  ن صورت يباشند. در ا يفاز
1qاگر  )۱  گاه  آن

( | ) ( | ) ( | )q q qS A C B C S A C S B C  ; 
1qاگر  )۲  گاه  آن

( | ) ( | ) ( | )q q qS A C B C S A C S B C  .  
  

  اثبات: 
Cکه  يياز آنجا )۱ B C  م يدار ۴,۳ه يطبق قض

( ) ( )q qS C S B C ن ي. بنابرا  
1که  ييجا از آن 0q  ميدار  

1 (1 ) ( ) 1 (1 ) ( ).q qq S B C q S C      
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Cجايي که  از آن )۲ B C  ۴,۳ه طبق قضي   

 

)داريم  ) ( )q qS C S B C  بنابراين .  
1ن که يبا توجه به ا 0q  ميدار 

1 (1 ) ( ) 1 (1 ) ( ).q qq S B C q S C      
  

  ميسيم بنويتوان يم ۴,۴جه يطبق نت
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 يفاز ييافرازها Bو  Aديفرض کن .۶,۴جه ينت

  ن صورتيند. در اباش
1qاگر  )۱  گاه  آن

( | ) ( ) ( )q q qS A B S A S B ; 
1qاگر  )۲  گاه  آن( | ) ( )q qS A B S A; 
1qاگر  )۳  گاه  آن

( | ) ( ) ( )q q qS A B S A S B .  
  

A{1}م يف داريطبق تعر اثبات: A  و
{1}B B{1}ن با قراردادن ي. بنابراC   در حکم

  د. يآ يحکم بدست م ۲,۴، طبق توجه ۵,۴ ي جهينت
  
باشند.  يدو افراز فاز Bو Aديفرض کن .۷,۴جه ينت

Aاگر  ن صورتيدر ا B


1qو    گاه  آن
( | ) 0qS A B .  

  
) ۱قسمت  ۶,۴جه يو نت ۶,۳ه يبا توجه به قض اثبات:

  ميدار
0 ( | ) ( ) ( ) 0.q q qS A B S A S B     

)ن يبنابرا | ) 0qS A B .  
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  اگر و  اند مستقل Bو Aيدو افراز فاز .۸,۴ه يقض
  

)تنها اگر  | ) ( )q qS A B S A.  
د يفرض کن اثبات: 1,..., nA f f  و

 1,..., kB g g ن صورت طبق يباشند. در ا  مستقل
  ميف داريتعر
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)برعکس اگر  | ) ( )q qS A B S A گاه طبق فوق،  آن

  ميآور يبه دست م
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i,هر  يبرا يعنين يو ا j،  

     .i j i jm f g m f m g   
  

  ن حکم ثابت است.يو بنابرا
  
 Bو Aيد دو افراز فازيفرض کن .۹,۴جه ينت

  مين صورت داريباشند. در ا  مستقل

۱( ( ) ( ) ( )
(1 ) ( ) ( )

q q q

q q

S A B S A S B
q S A S B
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


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1qاگر  )۲  گاه  آن
( ) ( ) ( )q q qS A B S A S B . 

  
  اثبات: 

 د.يآ يبدست م ۸,۴و  ۳,۴ يايطبق قضا )۱
ه، حکم به دست ين قضيقسمت اول ا با توجه به )۲
 د.يآ يم
۳(   

 يشانون برا يدر مقابل، در حالت آنتروپ .۱۰,۴توجه 
A,مستقل  يفاز يافرازها B ميدار:  

( ) ( ) ( ).H A B H A H B   
  

 يفقط برا يرجمعيز يژگي، ويدر حالت کل .۱۱,۴توجه 
1qحالت   ثابت شد)  ۷,۳ه يور که در قضط (همان

1qرا در حالت يبرقرار است ز  يبرا ۹,۴ ي جهيطبق نت 
A,دو افراز مستقل B :نشان داده شد  

( ) ( ) ( ).q q qS A B S A S B   
  

 يژگيو يدارا يفاز يس افرازهايساليت ين آنتروپيبنابرا
1qدر حالت  يرجمعيز  باشد. ينم  
  
 يريگ جهينت .۵

س و يساليت يم آنتروپيف مفاهيحاضر، تعر ي هدف مطالعه
ن يج ايبود. نتا يفاز يافرازها يس شرطيساليت يآنتروپ

  آورده شده است. ۴و  ۳ يها مقاله در بخش
ف يرا تعر يفاز يس افرازهايساليت ي، آنتروپ۳در بخش 

ف و يروابط تظررا تحت  ين آنتروپيم و ايکرد
از  يم. مثالينمود يبه مد صفر بررس  رمجموعهيز

م و يارائه داد يس افراز فازيساليت يآنتروپ ي محاسبه
ن اندازه اطلاعات در حالت يا يرا برا يرجمعيز يژگيو

1q  ن بخش، يا ي). در انتها۷,۳ه يم (قضياثبات کرد
، يفاز يس افرازهايساليت ينشان داده شد که آنتروپ

  ).۹,۳ه يتقعر دارد (قض يژگيو



 

 ۱۵                                                                                                         يفاز يافرازها يس شرطيساليت يس و آنتروپيساليت يآنتروپ
 

   

احتمال  يها عيتوز يس شرطيساليت ي، آنتروپ۴در بخش 
ع يتوس يفاز يف شده بود به افرازهايتعر ]۱ [را که در

ن يم. از جمله، قوانيکرد ياز آن را بررس يم و خواصيداد
ن اندازه اطلاعات مطالعه کرده و يا يرا برا يا رهيزنج
مستقل  يفاز يس افرازهايساليت يمورد آنتروپ در يجينتا

م. يسه نموديشانون مقا يم و با حالت آنتروپيبدست آورد
 يبرا يرجمعيز يژگيم که وينشان داد ۹,۴ ي جهيدر نت

1qحالت   د). ينيز ببيرا ن ۱۱,۴ست (توجه يبرقرار ن
س يساليت يخواص آنتروپ ي ل پرداختن به مطالعهيدل

که در فرمول  نين بود که با توجه به ايا يفاز يافرازها
جه يشود و در نت يتم استفاده نميس از لگاريساليت يآنتروپ

شانون  يس نسبت به آنتروپيساليت يمحاسبات با آنتروپ
مشابه  يتر است، در صورت داشتن خواص قيتر و دق راحت
 شانون يآنتروپ يبه جا ين مناسبيگزيشانون، جا يآنتروپ

ک يمقدار اطلاعات مستخرج از  يريگ جهت اندازه
ن يدر ا ييايخواهد بود. با اثبات قضا يش فازيآزما

در  يفاز يس افرازهايساليت يم آنتروپيپژوهش نشان داد
1qحالت  شانون و  يه به خواص آنتروپيشب ي، خواص
 ييجا آنن از يدارد و بنابرا يفاز يافرازها يمنطق يآنتروپ

تم استفاده يس از لگاريساليت يکه در فرمول آنتروپ
س يساليت يشود، محاسبات با استفاده از فرمول آنتروپ ينم

 يب بهتريتر و با تقر شانون، راحت ينسبت به آنتروپ
 ي ن اندازهيجه کارکردن با ايشود و در نت يانجام م

ن يتر است و به ا شانون ساده ياطلاعات نسبت به آنتروپ
 يها شود که پژوهشگران در رشته يشنهاد ميل، پيلد

شانون مورد  يآنتروپ يرا به جا ين آنتروپيمختلف، ا
 يل را با حالت آنتروپيج تحلينتا ياستفاده قرار دهند و حت

 س در حالتيساليت ين آنتروپيند. بنابرايسه نمايشانون مقا
1q  ن مناسب و بهتر يگزيک جايتواند به عنوان  يم

مقدار اطلاعات  يريگ شانون، جهت اندازه يآنتروپ يبه جا
  رد. يمورد استفاده قرار گ يش فازيک آزمايمستخرج از 
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