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  چکيده
وور است، برا يمنطق شهود يبرا يساز يک صورينگ، که يتيه ياا منطق گزارهين پرسش مطرح بود که آيا يمدت يبرا

از  ينامتناه يره نزوليک زنجي) ۱۹۳۲ن پرسش توسط هان مطرح شده بود). کورت گودل (يا نه (ايهست  ياً ارزشيمتناه
 ياً (چند) ارزشيمتناه ينکه منطق شهودينشان دادن ا يشوند، را برايده ميگودل نام يها، که اکنون منطقيانيم يهامنطق

) است. ما يشمارا ارزش منطق ي(با تعداد ياً چند ارزشي، نامتناهيشهود ياکه منطق گزاره ميدانينمود. اکنون م يست، معرفين
دار و بندووا يم. اشويکنيه مي، ارايپکيکر يهاه مدليدگاه نظريجه گودل، از دين نتيا يگر برايک برهان دين مقاله يدر ا

، قابل ياب گزارهيترک يها ه رابطيستلزام توسط بقب عطف و ايها ترک گودل، رابط ي) ثابت کردند که در منطق فاز۲۰۰۰(
ب يم که ترکيدهين مقاله نشان ميف است). ما در ايتوسط عطف و استلزام قابل تعر يب فصلينکه ترکيستند (با ايف نيتعر

 يهاد، توسط مدليه جدين قضيا يست؛ دو برهان براير نيپذفيگودل تعر يض در منطق فازيتوسط استلزام و نق يفصل
  گردند. يه مي، ارايفاز يو معناشناس يپکيکر
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  . مقدمه۱
 يملاحظات فلسف ي، که از برخيچند ارزش يهامنطق

  از  يدر برخ يخاص يکاربردها ياند، دارا سربرآورده
، يفاز يهاهستند. منطق يعلوم و مهندس يهاشاخه

باشند و البته منطق يها من منطقياز ا يعمل يمثال
نکه اکنون يرد. با ايگيگاه قرار مين جايهم در ا يشهود

  با  يک منطق چند ارزشي يم که منطق شهوديدانيم
ن يا يمدت يشمارا) ارزش است، برا يت (و تعدادينهايب

ز ين ياً ارزشين منطق، متناهيا ايپرسش مطرح بود که آ
دان مشهور و شناخته ا نه. کورت گودل منطقيست ه

ت خود معروف يناتمام يايستم، که با قضايشده قرن ب
. ]۳[داد  ين پرسش پاسخ منفيبه ا ۱۹۳۲است، در سال 

  از  ينامتناه يره نزوليک زنجين منظور يا ياو برا
و منطق  ين منطق شهودينمود که ب يها معرفمنطق
اً يها متناهن منطقيام از ارند. هر کديگيک قرار ميکلاس
کوچکتر به تعداد  يهاکه منطق يهستند به طور يارزش

 يجه منطق شهودياز دارند. در نتين يارزش منطق يشتريب
داشته باشد در  يارزش منطق يمتناه يتواند تعدادينم

قت منطق ين است، در حقيک چنيکه منطق کلاسيصورت
ن يب يهااست. امروزه منطق يدو ارزش يک منطقيکلاس

» يانيم يها منطق«ک را يو منطق کلاس يمنطق شهود
  م.يناميم

  ه گودل ين قضيا يد برايجد يبرهان ۳,۲ه يما در قض
ن يست. اين ياً ارزشيمتناه يم که منطق شهوديآوريم

 ]۷[سنده دوم ينو ين بار در رساله دکترياول يبرهان برا
 داريسنده اول نگاشته شده، پدينو ييکه تحت راهنما

 ]۵[ان نامه ين پاينکه در مقاله مستخرج از ايگشت با ا
 يهامدل يد بر مبناين برهان جديده بود. ايذکر نگرد

است؛ لازم به ذکر است که در زمان انتشار  يپکيکر
 يها) مدل۱۹۵۹قت تا سال يبرهان گودل (در حق

شناخته شده نبودند. منطق  يمنطق شهود يبرا يپکيکر
ده شده و با يصار منطق گودل نامگودل، که به اخت يفاز
G د آمد. يشود، از دل برهان گودل پديش داده مينما

 يها رابط Gثابت کرد که در  ۱۹۹۹در سال  ]۱[بندووا 
ست. برهان يف نيقابل تعر ¬و  →برحسب  ⋀ب يترک

) استوار [0,1](در بازه  يفاز يمعناشناس يبر مبنا يو
) يريناپذفيرا تعي( يريپذفيبود؛ در آن مقاله، تعر

ز يو ن ⋁و  ¬و   →برحسب  ⋀ب يترک يها رابط
و  ⋁و  ¬برحسب  →) يريناپذفيا تعري( يريپذفيتعر
باز مطرح شدند. در سال بعد  يبه عنوان سوالات ⋀
ثابت کردند که پاسخ هر دو  ]۶[دار و بندووا ي) اشو۲۰۰۰(

  نبار بر اساس ياست. برهان آنها ا يپرسش بالا منف
م يدهينشان م ۳,۳ه يبود. ما در قض يکپيکر يهامدل
ست؛ با يف نيقابل تعر Gدر  ¬و  →برحسب  ⋁که 

  ف است:يقابل تعر Gدر  →و  ⋀برحسب  ⋁نکه يا
φ⋁ψ = φ → ψ →.ψ ⋀ ψ → φ → φ  

  
ز بر يد). برهان ما نيمراجعه کن] ۲[(به عنوان مثال به 

ن يوست اياست؛ البته در پ يمبتن يپکيکر يهاه مدلينظر
 يفاز يگر با استفاده از معناشناسيک برهان ديمقاله، 

شود. لازم به ذکر است که بر خلاف منطق يه ميارا
 يها رابطاز  يکوچک يهامجموعه يک که دارايکلاس

 يها رابط يب کامل است (به عنوان مثال تماميترک
  توان برحسب هر کدام از يرا م ياب گزارهيترک

,¬}يهامجموعه ,¬}ا ي  {⋁ در منطق  {→,¬}ا ي {⋀
چ کدام از يه يدر منطق شهود يک نوشت) وليکلاس
  .]۴[ستند يف نيقابل تعر ها رابطه يب از بقيترک يها رابط

  
  ه گودليو قض يپکيکر يهامدل ۲

 يبرا يپکيک قاب کري .)يپکي(قاب کر ۱,۲ف يتعر
است که در  ⟨K,R⟩به صورت  ي، ساختاريمنطق شهود

Rآن  ⊆ K × K يرو يب جزئيترت يک رابطهي 
 يباشد و ما آن را رابطه دسترسيم K يناته يمجموعه

  م.يناميم
  

ک ي يپکيمدل کر ).يپکي(مدل کر ۲,۲ فيتعر
K,R⟩به صورت  ييتا سه  ⟨K,R⟩است که در آن  ⟨⫤

⊇⫤بوده و  يپکيک قاب کري K × Atoms ک رابطه ي
است که  ياتم يهاو فرمول K ين اعضايب يريپذارضاء

  :کندير صدق ميدر شرط ز
kهر  يبرا ∈ K يو هر فرمول اتم p  اگرkRk  و

k ⊨ p  آنگاهk ⊨ p؛  
  شود.يده مينام يياين شرط، پايا
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 يها تواند با استقرا به همه فرموليم يريپذف ارضاءيتعر
  ابد:يگسترش  ياگزاره
 k ⊨ φ⋀ψ  اگر و تنها اگرk ⊨ φ  وk ⊨ ψ؛ 
 k ⊨ φ⋁ψ و تنها اگر  اگرk ⊨ φ ا يk ⊨ ψ؛ 
 k ⊨ ¬φ هر  يرااگر و تنها اگر بk  کهkRk′ 

kم يداشته باش ⊭ φ؛ 
 k ⊨ φ → ψ هر  ياگر و تنها اگر براkکه  ي

kRk م يداشته باشk 	⊨ ψ ا يk 	⊨ φ. 
درست  يپکيکر يهامدل ينسبت به همه يمنطق شهود

ک ي يم که رابطه دسترسي؛ توجه دار]۴[و کامل است 
  است. يو تراگذر يک رابطه بازتابي، يپکيمدل کر

  
اً چند يمتناه يمنطق شهود ).]۳[(گودل  ۳,۲ه يقض
  ست.ين يارزش

p ياتم ها ير را برايفرمول ز اثبات. , p ,… , p  در
 م:يريگينظر م

φ = ⋁ 	
i < j ≤ n p → p   

  
، يشامل منطق شهود يارزش nن فرمول در هر منطق يا
nرا يک راستگو است (زي +  ارزش، پس nم و ياتم دار 1

م داشت يدو اتم هم ارزش خواه يطبق اصل لانه کبوتر
pبه صورت  ير فرمولين زيو بنابرا → p  که راستگو

آن با  يب فصلياست وجود خواهد داشت و از آنجا که ترک
هر فرمول باز هم راستگو است، کل فرمول همواره 

 يدر منطق شهود φدرست خواهد بود). اما فرمول 
ست مدل يمطلب کافن يدن ايد يست، برايراستگو ن

K,R⟩مانند  يپکيکر م که در آن يريرا در نظر بگ ⟨⫤
K = {k , k , k , … , k }،  

R،	و = {⟨k , k ⟩|i ≤ n} ∪ {⟨k , k ⟩|i ≤ n} 
. ⊨	= {⟨k , p ⟩, ⟨k , p ⟩,… , ⟨k , p ⟩} 

 
k (p )			k (p )								. . .				 . . .						k (p − 1) 

 
  
 

	k ( ) 
 

kف در ين تعريبا ا ∈ K م يدارk ⊭ p → p يبرا 
iهر  < j ≤ nرا در ي، زk Rk م يدارk ⊨ p 

k يول ⊭ p پس فرمول ،φ ن مدل ارضا يدر ا
  ■  شود.ينم
  
ب در منطق يترک يها رابط يريپذفيتعر .۳

  گودل
و  ¬ب يترک يها رابطبا  ياحساب گزاره Gمنطق گودل 

باشد که توابع يم [0,1] يدرست يو بازه ⋀و  ⋁و  →
هستند و تابع  maxو  minب يبه ترت ⋁و  ⋀ يدرست
  عبارتست از →استلزام  يارزش

(퓍 → 푦) = 1								if										퓍 ≤ 푦
푦											otherwise  

  
  ض عبارتست ازينق يو تابع ارزش

(¬퓍) = 1					if							퓍 = 0
0				if								퓍 > 0 

 
منطق گودل  ينشان داد که راستگوها ]۲[دامت در 

منطق دامت که از اضافه شدن  يها کاملاً با بنداشت
φ)بنداشت  → ψ)⋁(ψ → φ) منطق  يها به بداشت

ن يند و به همشويم يبندد، اصليآيبه دست م يشهود
نامند. يز ميدامت ن –ن منطق را منطق گودليل ايدل

است و در  يانيک منطق مي Gف، ين تعرين با ايبنابرا
ز با يرا ن يپکيکر ي، معناشناسيچند ارزش يکنار معناشناس

آن مرتب  يهاداراست (که قاب ياستفاده از منطق شهود
 همبند هستند). يجزئ

  
Rرابطه  .۱,۳ فيتعر ⊆ K × K م يناميمبند مرا ه

,aهر  يهرگاه برا b, c ∈ K  اگرcRa  وcRb  برقرار
ز ين bRaا ي aRb يهااز رابطه يکيباشند، آنگاه لااقل 

  برقرار است.
 يپکيهمبند کر يهامدل ينسبت به همه يپکيمنطق کر

 يم که گاهي؛ توجه دار]۶و۲[درست و کامل است 
کسان ي(نادرست)  0م به طور معادل با يتوانيتناقض را م
φرا به صورت  φ¬م و يريدر نظر بگ → ف يتعر 0

  م.يکن
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 يپکيک مدل کري يبرا ).]۶[. (۲,۳ فيتعر
푲 = ⟨K	, R,  ميدهيقرار م φ	و فرمول  ⟨⫤

D푲 φ = k ∈ K|k ⊨ φ  
  

D푲 يمجموعه φم ييگوين صورت ميدر ا φ ف يرا تعر
X يکند. مجموعهيم ⊆ K م هرگاه يير گويپذفيرا تعر

م: ير را داشته باشيز يتساو φمانند  يولفرم يبرا
X = D푲 φ.  

D يبه جا يراحت يبرا يگاه φ  ازD φ  استفاده
ر يپذفيتعر X يم که هر مجموعهيم. دقت داريکنيم

−R) هر  يبرا يعنيبسته استp ∈ X  اگرpRq  آنگاه
q ∈ X.(  

  
، رابط فصل با استفاده از Gدر منطق گودل . ۳,۳ه يقض

  ست.ين يف شدنيض تعريقاستلزام و ن
푲 يپکيمدل کر اثبات. = ⟨K	, R, را به صورت  ⟨⫤

  م:يريگير در نظر ميز
 K = {k , k , k , k }، 
 R = {⟨k , k ⟩, ⟨k , k ⟩} ∪

{⟨k , k ⟩|i = 1,2,3,4} 
 D(q) = {k }	, D(p) = {k }. 

k (p)
↑

k ( )
															

k (q)
↑

k ( )
 

  
D(p⋁q)ف فوق يلذا با تعر = {k , k . با استقرا {

θ يهافرمول يرو ∈ ℒ(→ ,0, p, q) م يدهينشان م
  ر برقرار است:يز يکه رابطه

  (*)k , k ∈ D θ ⇒ k ∈ D θ 	or	k ∈ D θ  
  

θچ فرمول يه يپس برا ∈ ℒ(→ ,0, p, q) م يتوانينم
Dم يداشته باش θ = {k , k ن يابراو بن {

p⋁q ∉ ℒ(→ ,0, p, q)ي. به وضوح (*) برا 
θ = p, q,  يم (*) برايکن يبرقرار است، پس فرض م 0

φ  وψ نصورت يم که در ايدهيبرقرار باشد و نشان م
φ يبرا → ψ يز برقرار است. اگر (*) براين φ → ψ 

م يداشته باش يستينصورت بايبرقرار نباشد در ا

k , k ⊨ φ → ψ يول k ⊭ φ → ψ  و
k ⊭ φ → ψک يد ي. پس باk ∈ K  وجود داشته

kباشد که  R	k  وk	 ⊨ φ  وk	 ⊭ ψن ي. اk يستيبا 
k. حالت دوم بنا بر kا يباشد  kا خود ي ⊨ φ →

ψ  مطرود است پس حتماk = kن ي؛ بنابراk ⊨ φ 
kو ⊭ ψدهد که يمشابه نشان م ي. استدلال

k ⊨ φ  وk ⊭ ψم که ي. توجه دارk , k ⊨ φ 
kدهند که يجه مينت , k ⊨ φ  پس از فرض

k , k ⊨ φ → ψ م داشت يخواهk , k ⊨ ψ .
برقرار است.  ψ يحال بنا بر فرض استقراء، شرط (*) برا

kاز احکام  يکيد يپس با ⊨ ψ ا  يk ⊨ ψ  درست
    ■ک تناقض است.ين يباشند؛ ا

ه يرهان قضه شده در بيارا يپکيم که مدل کريتوجه دار
 Gمنطق گودل  يمناسب برا يهمبند است، پس مدل ۳,۳

ه يه شده در برهان قضيارا يپکيمدل کر يباشد. وليم
 يمنطق شهود ينحال مناسب برايست؛ با ايهمبند ن ۳,۲

  است. 
 
  ۳,۳ه يقض يبرا يفاز يوست: برهانيپ

 يدر زبان منطق θ يهافرمول يبه استقراء رو اثبات.
	ℒ(→ ,0, p, q)چ کدام از آنها يم که هيدهيم نشان
,p ي(برا 푝⋁푞معادل با فرمول  q < ن يستند؛ اي) ن1

,p يمطلب برا q, م که يکنيواضح است. پس فرض م 0
φم يدار φ,ψ يها فرمول يبرا ≢ (푝⋁푞)  و

ψ ≢ (푝⋁푞)ز برقرار ير نيم که حکم زيدهي؛ و نشان م
φاست:  → ψ ≢ (푝⋁푞)م که يکني. فرض (خلف) م

φ → ψ = (푝⋁푞) ص ير را تشخيو دو حالت ز  
  م:يدهيم
۱ .푝 ≤ 푞 < (푝⋁푞)نصورت ي: در ا1 = 푞.  

φم يد داشته باشيپس با → ψ = ψن يجه در اي. در نت
(푝⋁푞)د يحالت با = ψ .برقرار باشد  

۲ .푞 ≤ 푝 < (푝⋁푞)نصورت ي: در ا1 = 푝.  
φم يد داشته باشيپس باز هم با → ψ = ψجه ي. در نت

(푝⋁푞)د يز باين حالت نيدر ا = ψ  برقرار باشد. حال
  ■ دهد.يفرض استقراء، تناقض مطلوب را به دست م
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