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 چکيده

 یهاتیبرخوردار هستند که منجر به کم یاديز تیفاز از اهم یفضا یها روتقارن يلتونیهم یهادر حوزه دستگاه

 یهادستگاه یخرد کردن بُعد فضا یهستند که برا ييایاش ستار،يپا یهاتی. کمشوديها مدستگاه نيا یرو يستگيپا

 یهاحل دستگاه راه کيموجود در  یهااستفاده از تقارن اروش که ب ني. به اگرفتنديمورد استفاده قرار م يکیناميد

 انیب کي ي. نگاشت تکانشوديفروکاست گفته م دهند،يقرار م يفضا با بُعد کمتر مورد بررس کيآن را در  ياصل

 استفروک هيمطالعه نظر یبرا يابزار اساس کيو  يلتونیدستگاه هم کي یهامرتبط با تقارن یرداهااز مفهوم ناو ياضير

 يلتونیهم ینهیخم-Gکي یرو يعمل گروه ل کيبا داشتن  ه،ينظر ني. در اديآيافته به شمار متهم یهانهیخم یرو

 ینهیخم کيآن،  یرو اگريپا رگروهيعمل آزاد و سره از ز کيو  يسطح تراز از نگاشت تکان کيو با در نظر گرفتن 

 یدامنههم یفضا میو تعم ينگاشت تکان يکيتوپولوژ لاحضات. در نظر گرفتن مکنديم يمعرف ديجد يقسمتخارج

همورد ناوردا  یتانسورها-kدر مطالعه توانيکه خواستگاه آن را م شوديم ينگاشت تکان-kفيمنجر به تعرآن 

Mو  Gيل وهنرمال گر رگروهيز کي Nاگر میکنيممقاله ثابت  نيدر ا .افتي هانهیخم-Gیرو  نهیخم 

 يبه همراه عمل خارج قسمت نهیخم ني، آنگاه اباشد در مقدار منظم   ينگاشت تکان-kتوسط افتهيکاهش

G N  کي یداراk-است. ينگاشت تکان 
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 مقدمه -1

حرکت  نیاز قوان ياضير یبندفرمول نیحرکت است. نخست دهيپد یمطالعه ک،يزیدر علم ف میمفاه نیاز نخست يکي

حرکت اجسام به کمک  ي. در بررسشوديشناخته م کیکلاس کیصورت گرفته است که به عنوان مکان وتونیتوسط ن

 کيکه تعداد ذرّات  يتا زمان شوديامر سبب م ني. اشونديدر نظر گرفته م ييهااجسام به صورت ذره وتونین نیقوان

از جمله لاگرانژ  یاری. دانشمندان بسردیصورت بگ يبه سخت وتونین نیشود، استفاده از قوان شتریب يکیمکان ستمیس

باشد و هر دو توانستند  يها فاقد اشکال هندسآن یکه دستاوردها یاموضوع پرداختند، به گونه نيبه ا لتونیو هم

 کیاز مکان ديجد يشينما يلتونیهم کیمکان کنند. شنهادیمشکلات پ نيحل ا یبرا کیاز مکان یديجد یندبفرمول

حاکم بر  يدسیاقل یتا بتوان بدون اعتنا به هندسه کنديامکان را فراهم م نيا ديجد کرديرو نياست. ا کیکلاس

 میتعم .دیمراجه کن ]2،1[به منابع  دیتوانيم شتریب اتيیجز یکرد. برا فیحرکت آن را توص یمعادله ستم،یس

 گر،ياست؛ به عبارت د ريبه نام همتافته امکانپذ یابا استفاده از هندسه هانهیخم یبر رو يلتونیهم کیمکان میمفاه

پادمتقارن،  يفرم دوخط کيفضا متناسب با  ني. اباشديهمتافته م یفضا کي يلتونیهم ستمیس کيفاز  یفضا

 یاديز تیفاز از اهم یفضا یها روتقارن يلتونیهم یها. در حوزه دستگاه]4،3[و وابسته به نقاط است  دهیناتباه

 ربازياز د ستار،يپا یهاتی. وجود کمشوديها مدستگاه نيا یرو يستگيپا یهاتیتند که منجر به کمبرخوردار هس

مورد استفاده قرار  يکیناميد یهاستمیس یکاهش بُعد فضا یبوده و برا کیسکلا کیمکان انگذارانیمورد توجه  بن

فضا با بُعد  کيآن را در   یهاحل راه ستمیس کيموجود در  یهاکه با استفاده از تقارن وهیش ني. به اگرفتنديم

 یهاتیکم هوماز مف ياضير انیب کي ي. نگاشت تکانشوديفروکاست گفته م دهند،يقرار م يکمتر مورد بررس

 یهانهیخم یمطالعه فروکاست رو یبرا يابزار اساس کيو  يکیناميد ستمیس کي یهامرتبط با تقارن يستگيپا

مراجعه  ]6،5[به منابع  توانيم ينگاشت تکان میدر رابطه با مفاه يلیاطلاعات تکم یبرا. ديآيهمتافته به شمار م

و  کیکلاس کیمکان يهندس یساززهی، کوانتهاناورد يهندس هيدر نظر يمهم نقشنگاشت   نيا نیکرد. همچن

مراجعه نمود.  ]9،8،7[به منابع  توانيم میمفاه نيدر رابطه با ا شتریب اتيیجز ی. براکنديم فايناوردا ا یکوهومولوژ

 نيرا بد يکه نگاشت تکان يکس نیاول يخياست و از لحاظ تار لتونیتابع هم یبرا يمیتعم يمفهوم نگاشت تکان

 کرد يبه طور مستقل آن را معرف ،وي. تنها چند هفته بعد سور]10[بود  1965در  سال  کرد، کستنت يصورت معرف

 ،يشده مانند فرم همتافته و نگاشت تکان يمعرف یای. اش]11[مرتبط ساخت  یاهيو زاو يتکانه خط میو آن را با مفاه

 يدگیچیپ نيغلبه بر ا ی. براباشنديبرخوردار م يقیعم يدگیچیحال از پ نیدر ع يقابل استفاده هستند ول يبه راحت

 يکيتوپولوژ یهاداده ايو  ينگاشت تکان ييايمانند پا ایاش نياخاص  یهايژگيتمرکز خود را محدود بر و مياغلب مجبور

-kفيمنجر به تعرآن  یدامنههم یفضا میو تعم ينگاشت تکان يکيملاحضات توپولوژ گرفتندر نظر . میقرار ده

. افتي هانهیخم-Gیهمورد ناوردا رو یتانسورها-kدر مطالعه توانيکه خواستگاه آن را م شوديم ينگاشت تکان

 .دیمراجعه کن  ]12[به منبع  شتریب اتيیجز یبرا

، Mي روی خمینهنگاشت تکان-kباشد. يک خمینه هموار با عمل-Gيک M فرض کنید :1-1تعريف 

:*هموار  نگاشت ( )kM  g باشد:است که دارای دو ويژگي زير مي 

gبه عبارت ديگر به ازای هر  است. همورد-،Gنگاشت (1 G جايي باشد:نمودار زير جابه 
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:* نگاشت Gاز گروه  Hبه ازای هر زيرگروه لي بسته  (2 ( )H kM  h  که به صورت ترکیب
* *: : ( )H ki M    h های همبندی ، روی مولفهشودتعريف ميHM باشدثابت مي. 

Xاگر به ازای هر میدان برداری  :2-1ملاحظه  g و q M  تابع:X M  ی با ضابطه

( ) ( )X q q X  روی مجموعه نقاط صفر میدان برداری ،MX  میدان برداری متناظر با(X درM ) ثابت

 باشد، آنگاه ويژگي دوم نگاشت تکاني مجرد برقرار است.

اشاره کنیم که روی  های تکانينگاشت-2به  توانیم، مياگر به دنبال يک مثال غیر بديهي از تعريف جديدمان باشیم

G-شوند.پايا تعريف ميها با متريک ريماني خمینه 

,به ازای هر متر ريماني پايا مانند  :3-1مثال   رویG-خمینهMخمینه ،M  نگاشت تکاني -2دارای
2 2: ( )M  g شود:است که به صورت زير تعريف مي 

( ) :

( )( , ) ,M M

q

q

q X Y X Y





 

 

g g
 

f:کنید  فرض  :4-1گزاره  N G های لي ويک همسانريختي از گروهG-خمینهMدارایk- نگاشت

i*نگاشت تکاني-kدارای Mروی N. در اين صورت عمل القا شدهباشد  تکاني  .است 

 Mروی خمینه Nاز گروه لي عمل القای  باشد. Mروی خمینه  Gعمل گروه   کنید فرض :برهان

qرا به ازای هر  Gتوسط گروه M وn N  به صورت عمل
( )( , ) ( )f nn q q  ابتدا کنیم.مي تعريف  

nدهیم به ازای هر نشان مي N 1 , میدان برداری

times

( ,..., ) ...k

k

X X X   n n وq M  نگاشت 

 همورد است.
# # *

# *

* #
( )

*
( )

*

( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )

( ( ))( )

( ( ))( )

( ) ( , )( )

( )( ). 

n n

n

f n

f n

n

Ad q X Ad f q X

Ad f q X

f Ad q X

f q X

f n q X

q X

 





 

 

 













 

Hqو  Nاز Hگروه بستهگي دوم نگاشت تکاني کافي است ثابت کنیم به ازای هر زير برای ويژ M نگاشت ،

( )H q  ثابت است. چونH زير گروه لي بسته ازN پس است ،( )f H  گروه لي بسته از زيرG خواهد بود 

hو لذا به ازای هر  H، :داريم 
( )

( )( ) ( ) .   f H
h f hq q q q q M      

             

 بنابرين نگاشت
* * * *

*

( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) 

H

f H

q i f q i f q

f i q
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kعمل کند و دارای Mروی Gيک زير گروه لي آن باشد. اگر  Nيک گروه لي و Gکنید فرض :5-1نتيجه 

 نگاشت تکاني-kدارای ، اين عمل نیزMروی N، در اين صورت با تحديد اين عمل بهباشد  نگاشت تکاني-
*i  .است 

 نظريه فروکاست -2

در  هينظر نيا می. مفاهگردديباز م کیکلاس کیآن به  مکان شهياست که ر نهيريمفهوم د کيفروکاست  هينظر

، ]13[در  ریفروکاست همتافته توسط مِ هينظرهندسه همتافته وجود دارد.  اي يهندس کیاز کتب مکان یاریبس

 ینهیخم-G کي یرو يعمل گروه ل کيبا داشتن  ه،ينظر ني. در اديگرد انیب ]14[در   نینشتيو وماردسن 

 کيآن،  یرو اگريپا رگروهيعمل آزاد و سره از ز کيو  يسطح تراز از نگاشت تکان کيو با در نظر گرفتن  يلتونیهم

مراجعه کرد. فروکاست  ]15[به منبع  توانيم هينظر نيا خچهيتار ی. براشوديم يمعرف ديجد يقسمتخارج ینهیخم

 افتيگسترش  ،ستین دهیدو فرم لزوماً ناتباه نيا يدو فرم بسته هستند ول یکه دارا ييهانهیخم یبرا همتافته ابتدا 

 فهوم، منمودند يمعرف ]17[که در مقاله مجرد  يو همکاران با استفاده از نگاشت تکان در ادامه کارشون .]16[

ها . آن]18[ دندیبخش میتعم  ،ستندین دهیفرم بسته و ناتباه-2که لزوماً مجهز به  ييهانهیخم یفروکاست را برا

استفاده کردند.  ،ستندیکه لزوماً فشرده ن ييهانهیخم یبرا یمرزگسترش رابطه هم یبرا فيتعر نياز ا نیهمچن

از  يمحاسبه برخ یفروکاست و استفاده از آن برا میمفاه میتعم يتکان نگاشت-k  فيهدف در تعر نيمهمتر

 شتریفضا را ب کيتا بُعد  کنديفروکاست به ما کمک م هیقض میهمورد است. در واقع تعم یکوهومولوژ یهاگروه

 یو کوهومولوژ افتهيکاهش  یدورام فضا یکوهولوژ یهاگروه نیکه ب يختيکريرو  با استفاده  از  نيو از ا میکاهش ده

 میاز مفاه شتریاطلاعات ب ی. برامیداشته باش ی، محاسبه ساده تراست يتکان یهانگاشت-kهمورد سطح تراز

 .دیکن مراجعه ]20،19[ به منابع دیتوانيهمورد م یکوهومولوژ

:* يتکان نگاشت-kبا Mهموارخمینه  :1-2قضيه  ( )kM  g .فرض کنید را در نظر بگیريد
*( )k  g  يک مقدار منظم نگاشت باشد و زيرگروه پاياگرG الحاقي تحت عمل هم#Ad  روی
*( )k g  1به صورت آزاد و سره بر( )  :عمل کند، آنگاه 

 فضای مداری (1
1( )

:M
G





 

  است.هموار يا بُعد زير يک خمینه 

dim dim (dim ) dim .kM M G G    

:1خارج قسمتي  نگاشت (2 ( ) M      يکG-.کلاف اساسي است 

kبه ازای  هر ( 3  :داريم 

1( ( )) ( ).k k

G dRH H M   

باشد که تحت  مقدار منظم  مراجعه کنید. در حالت خاص اگر  ]12[ توانید به منبعبرای برهان اين قضیه مي

M، آنگاه الحاق ثابت استعمل هم   خمینه هموار با بُعد يک    

dim (dim ) dimkM G G  

)*ای از خواهد بود. توجه کنید صفر تنها نقطه )k g الحاق ثابت است. در حالت است که همواره تحت عمل هم

)1 یینهبه صورت سره و موضوعي آزاد روی زير خم Gکلي اگر )  يافته ، آنگاه فضای کاهشعمل کندM  

پیوست ب(. مورد  ]18[ باشد. )رجوع کنید به منبعکلاف اصلي مي-اُربي-Gنیز يک  اُربیفلد است و نگاشت 
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های کوهومولوژی برای برخي از گروهتری ، محاسبه سادهکند تا با استفاده از اين يکريختيسوم از قضیه بالا کمک مي

 همورد داشته باشیم.

 آن ينگاشت تکان-kو يقسمتعمل گروه خارج -3

G-همواری خمینهM آزاد و سره  را با عمل در نظر بگیريد. فرض کنید اين عمل دارایk-يتکان نگاشت 
*: ( )kM  g است وN  بسته زيرگروه نرمالG  باشد. يک سوال طبیعي در اين رابطه اين است که اگر
*( )k  n يک مقدار منظم نگاشت*i   قسمتي، آيا عمل گروه خارجباشد (4,1)معرفي شده در گزاره

/G N  يافته ی کاهشروی خمینهM  دارایk-نيبه ا توانديسوال م نيپاسخ به ااست؟  يتکان نگاشت 

دو مرحله  يرا ط يتکان نگاشت-kتوسط نهیخم کي یفروکاست رو اتیعمل توانيم اي، که آمسئله کمک کند

G/و سپس توسط Nلهیابتدا به وس انجام داد؟ N. 

i:کنید  فرض: 1-3 تعريف N G  شمول باشد. چون نگاشتN زير گروه نرمالG گروه لي ، پساست 

G  1توسط عمل مزدوج: :g g
C L L N N   برN کند و لذا مشتق اين عمل در نقطه هماني عمل مي

gاست که به ازای هر  nبر روی  Gيک عمل از  G به صورت : 
*

*( ) ( ) : ( )g e gC X Ad i X  

gازای هر به  n*روی  Gشود. در اين صورت نمايش مي تعريف  G :به صورت زير خواهد بود 
#

1 1 1

* * * *( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ),e eg g g
C C i i Ad      

 *که در آن  g  و*( )i  . 

N:* يتکان نگاشت-k: 2-3 لم i  ،G-.همورد است 

gبه ازای هر  دهیممينشان  برهان: G وq M جايي است.نمودار زير جابه 

 

1

1

*

*

* #

*

( ) ( )

( ( ))

( ( ))

( ) ( ).

g

N g g

N g

e Ng

q i q

i q

i Ad q

C q

   

 

















 

 :3-3 ملاحظه

1با نماد  را g*روی  Gالحاق، عمل همزين پس( 1

#

,g G
Ad  الحاقو عمل همN  روی*n  1با نماد را

#

,g N
Ad  

gازای هر به  n*روی  Gدهیم. در اين صورت نمايشمايش مين G صورت  به
#

1

*

,
( )

g G
i Ad   بازنويسي

nبه ازای هر هر  شود. همچنین مي N  و*g :خواهیم داشت  

1 1

* # # *

, ,
( ) ( ).

n G n N
i Ad Ad i   
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دارد و را ثابت نگه مي n ، زير جبرروی جبر لي آن G، پس عمل الحاقي از است Gزيرگروه نرمال Nچون (2

i:، نگاشت کند. از طرفي با توجه به ساختارالقا مي n*روی  Gبنابرين يک عمل دوگان از  g n  با عملG 

*بنابرين نگاشت  همورد است.  gو  روی دامنه  * *:i g n  با توجه به دوگان عملG، زيرا همورد است ،

منطبق است. پس  Nبه زيرگروه nروی  G با تحديد عمل nروی  Nو عمل الحاقي  است Gزيرگروه نرمال

 است. n*روی  Nالحاقيمنطبق با عمل هم Nبه زيرگروه n*روی  Gتوان نتیجه گرفت که تحديد عمل مي

)*اکنون فرض کنید  )k  n  يک مقدار از نگاشتN  مقدار با توجه به عمل آزاد و سرهباشد. اينN  منظم

)1به صورت  Nيتکان نگاشت-kيافته توسط خواهد بود. در اين صورت خمینه کاهش ) /NM N   

Nکه در آن  خواهد بود  های پاياگر اززيرگروه  الحاق از برای عمل همN  .روی دوگان جبر لي خودش باشد

:1همچنین  ( )  N M      1را نگاشت تصوير طبیعي و: ( )Ni M     شمول در نظر  نگاشت

 گیريم. مي

Nپاياگر  زيرگروه: 4-3لم  G   درG .نرمال است 

)*زير گروه پاياگر  Gفرض کنید  برهان: )k  n  برای عملG  روی*( )k n با توجه به ملاحظه باشد ،

Nداريم:  Gدر  Nو نرمال بودن  3,3 G N  ،  که در آنN   زيرگروه پاياگر الحاقتحت عمل هم

N  روی*n  است. چون اشتراک يک زير گروه نرمالN بنابرين ، در آن زير گروه نرمال استبا زيرگروه ديگر ،

N G   درG نرمال است                                                                .                            

Gقسمتي توانیم عمل گروه لي خارجاکنون مي N   يافته بر روی خمینه کاهشراM   در نظر بگیريم. اين

Mبر روی  يتکان نگاشت-kگروه خارج قسمتي در ادامه نقش مهمي در تعريف   کند.ايفا مي 

:     عمل : 5-3گزاره 
G

M M
N


 



   .خوش تعريف است 

)1ناوردا  یمجموعه  Gيابم که عمل درمي ،i*و  های همورد بودن نگاشتابتدا با توجه به  برهان: )   

gدهیم. در اين صورت به ازای هر مي نشان کند. اين عمل را با حفظ مي را G  عمل ای گونهرا به

 تعريف نیز خواهد بود.جايي باشد و لذا خوش کنیم که نمودار زير جابهتعريف مي

 
به  Gتحديد عمل اثبات شده است. همچنین چون عمل   ]15[مرجع  5,2,1سره و آزاد بودن اين عمل در لم 

G پس به ازای هر است ،g G جايي است.نمودار زير نیز جابه 
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Mيافته خمینه کاهش روی برای عمل  يتکان نگاشت-kدهیمدر ادامه نشان مي   .اين نگاشت را وجود دارد

با 
*

*

*
: ) (kM  

g

n
 ،جايي باشدبهکنیم که نمودار زير جاای تعريف ميدهیم و به گونهمي نمايش 

 
r ،rهای که در آن نگاشت 

  و صورت زير هستند: به 

 :

:

:

 

G
r G

N

G
r G

N


 




 



 





g g

 

|توسیع نگاشت همچنین 


 n  بهg تواناست. به طور معادل مي  1هر برایرا ( )Nq   ، 

1

times

( ,..., ) ...k

k

X X X     g g 

)*و  )k  n :به صورت زير تعريف کرد 

(1     )                                         [ ]([ ]) ( ) ( )X Xq q X    

]که در آن  ] ( )q q   و[ ] ( )X r x

   است. برای اثبات خوش تعريفي اين نگاشت نیاز به لم زير است

 اثبات شده است. ]15[که در مرجع 

nزيرگروه نرمال آن باشد. در اين صورت به ازای هر  Nيک گروه لي و Gفرض کنید  :6-3 لم N  وX g 

 داريم: 

.( )nAd X X n 

 تعريف است. ، خوش  يتکان نگاشت-k :7-3 قضيه

است. برای اين کار کافي است ثابت کنیم اگر  Xمستقل از انتخاب کنیم که تعريف ابتدا ثابت مي برهان:

1

times

( ,..., ) ...k

k

X X X     n n برابر صفر است. چون به ازای هر  (1)، آنگاه طرف راست فرمول

times

...

k

X    n n  1و( )Nq    داريم( ) ( ) ( )X X

Nq q X     :پس 

.
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

X X

Nq X q X

X X
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]کنیم اين تعريف مستقل از انتخاب کلاس اکنون ثابت مي ]q  است. کافي است نشان دهیم برای هرn N  

) داريم ( )) ( )X X

n q q  .  اين تساوی با توجه بهG- همورد بودن نگاشت :معادل است با 

1

#( ( )) ( )

( )( ( ))

( ),

X X

n n

n
X

q Ad q

q Ad X

q

  













 

nبه ازای هر عضو يا به عبارت ديگر  N ، 

1( )( ( ) ) 0
n

q Ad X X    

 

چون . است
times

...

k

X    g g  وN   درG 6,3، پس با توجه به لم نرمال است ،

1 )  (  
n

Ad X X   n .1طرفي چون  از خواهد بود( )Nq    پس تساوی فوق برابر

1( ( ) ) 0
n

Ad X X    ی ثابت هاخواهد بود. برای اثبات اين تساوی با در نظر گرفتن مقدارX  وq نشان ،

f:دهیم تابع مي N    1به صورت  که( ) ( ( ) )
n

f n Ad X X   متحد صفر است. شودتعريف مي ،

)ابتدا توجه داشته باشید که  ) 0f e   .همچنین ديفرانسیل تابعاستf  در نقطه هماني در جهتn به 

)#دلیل اينکه  ) 0ad    است.صفر  برابر 

#( ) ( ) ( ( )) ( )( ) 0.edf ad X ad X        

 گروهي  است:همريختي  fدهیم  تابعنشان مي پايان در

1
1 2

1 1
2 1

1 1
2 1

1 1
2 2

1 1 1
2 1 2

1
2

1
2 1

1
1

1 2 ( )

#
2

2

1 2

( ) ( ( ) )

( ( ) )

( ( )

( ) ( ) )

( ( ) ( ))

( ( ) )

( ( ) ) ( )

( ( ) ) ( )

( ) ( ).

 

n n

n n

n n

n n

n n n

n

n n

n

f n n Ad X X

Ad Ad X X

Ad Ad X

Ad X Ad X X

Ad Ad X Ad X

Ad X X

Ad Ad X X f n

Ad X X f n

f n f n

















 

 

 

  







 

 



  

 

 

  

  

 

 

 :بنابرين خواهیم داشت

2 2
( ) ( ) 0e n e ndf df T R  

Nبر روی  dfو لذا     صفر است. از طرفي چونN  همبند است پس تابع f باشد. اين محاسبات متحد صفر مي

                                                                   تعريف است.خوش ، يتکان نگاشت-kدهدنشان مي

 نتيجه گيری -4

نگاشت -kفيآن به تعر یدامنههم یفضا میو تعم ينگاشت تکان يکيمقاله با نظر گرفتن ملاحضات توپولوژ نيادر 

و  Gينرمال از گروه ل رگروهيز کي Nاگر ميکردسپس ثابت  . میها پرداختنگاشت نيو فروکاست توسط ا يتکان

M  توسط افتهيکاهش نهیخمk-ينگاشت تکان   در مقدار منظم به همراه عمل  نهیخم ني، آنگاه اباشند

G يخارج قسمت N  کي یداراk-موضوع  نيتا ا ،کنديموضوع  به ما کمک م نياست. اثبات ا ينگاشت تکان



k- 77                          يافته                کاهش قسمتي روی فضایخارج و عمل گروهي نگاشت تکان 
 

   

و  Nلهی،ابتدا به وسدو مرحله يط توانيرا  م يتکان نگاشت-kتوسط روکاستف اتیعمل ايکه آ میکن يرا بررس

Gسپس توسط N است که  نيحوزه به آن پرداخت ا نيدر ا توانيکه م يموضوعات گرياز د نیانجام داد؟ همچن

 تري، انجام داد؟ در حالت کلهستند يياجدو عمل که جابه لهیرا به وس ينگاشت تکان-kفروکاست توسط توانيم ايآ

توسط عمل حاصلضرب  توانيفروکاست را م ايمطرح کرد که آ توانيسوال را م ني، انباشند ييجاکه دو عمل جابه

 دو مرحله انجام داد؟ يدو گروه ط نيا میمستق مین
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