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  چکيده
است. منظور از  )  DEA  (ها  يکي از مباحث مهم تحليل پوششي داده   )DMU  (گيرنده  بندي کامل واحدهاي تصميم رتبه
شده  هاي ارائه باشد. بيشتر روش ميزمان  طور هم کردن ترتيبي براي تمامي واحدها، اعم از کارا و ناکارا به بندي کامل پيدا  رتبه

ها  هاي اوليه تحليل پوششي داده بندي واحدهاي ناکارا توسط مدل گيرند. رتبه نظر مي بندي غالباً واحدهاي کارا را در  براي رتبه
حدهاي بندي کامل وا در اين مقاله، دو روش جديد براي رتبه ها خالي از اشکال نيست.  نيز، به خاطر ناديده گرفتن اسلک

زمان با وزن مشترک کارا  طور هم همگي به گردد تا  شده است. در هر دو روش، رقابتي بين واحدها ايجاد مي گيرنده ارائه تصميم
استاندارد برسد، واحدها  آورد تا به اين سطح  دست مي شوند، سپس نسبت به مقدار سودي که هر واحد در اين رقابت به

شود و رضايت  مندي، رضايت واحدها در اين رقابت سنجيده مي ل با تعريف درجه رضايتشوند. در روش او بندي مي رتبه
هاي بهينه همه  يابد. در روش دوم، با تشکيل جدول سود متقاطع، وزن مندي را دارند؛ بهبود مي واحدهايي که کمترين رضايت 

   اند. کاربردي نشان داده شده هاي پيشنهادي با يک مثال گردد. در پايان، روش لحاظ مي واحدها در رقابت 
  
  

  . بندي، سطح استاندارد، وزن مشترک، سود تحليل پوششي داده، رتبه هاي کليدي: واژه
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  مقدمه - ۱
ها، ارزيابي عملکرد  يکي از اهداف تحليل پوششي داده

گيرنده و مشخص کردن واحدهاي کارا  واحدهاي تصميم
ارائه مدل ] با ۱[  باشد. چارنز و همکاران  و ناکارا مي

ريزي خطي براي ارزيابي  ، يک مدل برنامهCCR شعاعي 
گيرنده ارائه کردند. در ادامه بنکر و  واحدهاي تصميم

نظر گرفتن شرط بازده به مقياس  ] با در ۲همکاران [
ها،  را ارائه دادند. در مدل آن  BCC متغير، مدل شعاعي 

غير  گيرند کارا و در را مي ۱واحدهايي که نمره کارايي 
شوند. پس از محاسبه  اين صورت ناکارا محسوب مي 

گيرنده، به دليل کسب امتياز  کارايي واحدهاي تصميم
مورد    هدف بعدي که کارايي يکسان براي واحدهاي کارا، 

گيرنده بود  بندي واحدهاي تصميم توجه قرار گرفت، رتبه
   که در اين راستا کارهاي زيادي صورت گرفته است.

] روش کارايي متقاطع را براي ۳همکاران [سکستون و 
بار با   n ها کارايي هر واحد را  آن    بندي ارائه دادند. رتبه

  CCR مدل مضربي  آمده از  دست استفاده از وزنهاي به
را در ماتريسي ذخيره و ميانگين    محاسبه و نتايج حاصل

بندي تعريف کردند.  کارايي ستوني را معياري براي رتبه
که اگر مسئله  مشکلاتي در بر دارد، ازجمله اين روش اين 

پاسخ بهينه چندگانه داشته باشد، نحوه انتخاب يک جواب 
کند.  اهميت پيدا مي بهينه براي محاسبه ماتريس موردنظر 

براي رفع مشکلات اين روش کارهاي زيادي توسط 
را  ۶-  ۴پژوهشگران مختلف انجام شده است [مراجع

بندي  هاي مهم ديگر براي رتبه روش ببينيد]. يکي از 
] ۷واحدهاي کاراي رأسي توسط اندرسون و پترسون [

صورت است که واحد  پيشنهاد شد. روش آنها بدين
با    شود و از مجموعه مشاهدات حذف مي   گيرنده تصميم 

ها، آن واحد نسبت استفاده از مدل تحليل پوششي داده
مانده  باقي واحدهاي مجموعه امکان توليد حاصل از 

شود. ازجمله مشکلات اين روش ناپايداري و  ارزيابي مي
    بندي نشدني بودن در برخي از موارد و همچنين عدم رتبه

باشد. براي رفع اشکالات  کاراي غير رأسي مي واحدهاي 
انجام گرفته  پترسون مطالعات بسياري- روش اندرسون

  ]. ۱۰-۸است [
    بندي روش رتبه ] يک۱۱سينواني استرن و همکاران [

و تحليل سلسله   DEA هاي واحدها با تلفيق تکنيک

] ۱۲و همکاران [ ) ارائه نمودند. جهانشاهلو  AHP مراتبي (
بندي بر اساس تأثير واحدهاي  نيز يک سيستم رتبه

اند. در  گيرنده روي واحدهاي ناکارا ارائه داده تصميم
نرم يک ] از ۱۳جهانشاهلو همکاران [ مطالعه ديگري، 

واحدهاي کارا استفاده کردند و ثابت     بندي براي رتبه
باشد.  کردند که اين مدل همواره شدني و پايدار مي

] با توجه به مفهوم نقطه مرجع، ۱۴تورگرسن و همکاران [ 
بندي ارائه دادند که در آن واحدي که به  يک روش رتبه

مرجع ساير واحدها ظاهر  دفعات بيشتر در مجموعه 
کند. فرايدمن و سينواني  شود رتبه بهتري کسب مي مي

هاي آماري واحدها را  ] با استفاده از روش۱۵استرن [
] و دهنوخلجي و همکاران ۱۶کردند. گولاني [ بندي  رتبه

گيري چندمعياره و  هاي تصميم ]، با استفاده از تکنيک۱۷[
 DEA  هاي اخير  در سال ارائه دادند.     بندي يک روش رتبه

مختلفي در زمينه فازي ارائه     بندي هاي رتبه ز روشني
] اشاره ۲۰- ۱۸توان به [ گرديده است که از آن ميان مي

   نمود. 
] روشي براي تخصيص هزينه ۲۰اخيراً لي و همکاران [

اند. در اين  گيرنده ارائه داده ثابت به واحدهاي تصميم
ورودي به تمام  روش ابتدا يک متغير جديد از جنس 

شود. سپس مقدار هزينه تخصيص يافته  دها اضافه ميواح
آيد که رابطه مستقيمي با کارايي  به نحوي به دست مي

ديگر واحدي که کارايي  عبارت باشد. به واحدها داشته 
بالاتري دارد متحمل هزينه بيشتر شود. در اين پژوهش 
هزينه متناسب با مقدار سود مجازي به واحدهاي 

يابد. با توجه به تعريفي که از  مي گيرنده تخصيص تصميم 
شده است، مقدار هزينه تخصيصي  درجه رضايتمندي ارائه

همکاران با درجه رضايتمندي  تحميل شده در کار لي و 
رابطه عکس دارد. لازم به ذکر است اين مفهوم در 

] نيز مورد استفاده قرار ۲۱پژوهش خدابخشي و همکاران [
صيص، نسبت مجموع گرفته است که مقدار هزينه تخ 

دار شده ورودي در  دار شده خروجي به مجموع وزن وزن
مطالعه ديگري،  نظر گرفته شده است. همچنين در 

] از ايده پژوهش قبلي خود ۲۲خدابخشي و همکاران [
بندي استفاده نمودند که در برخي موارد  براي رتبه

   دهد. دست نمي بندي درستي به  رتبه
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بندي واحدهاي  براي رتبهدر پژوهش حاضر دو روش 
شود. در روش اول، الگوريتمي چند  گيرنده ارايه مي تصميم
فرد همه واحدهاي  منحصربه     بندي اي براي رتبه مرحله

ها بر مبناي کار لي  گيرنده در تحليل پوششي داده تصميم
شده است. استفاده از اين ايده  ] ارائه ۲۰و همکاران [

اين پژوهش براي نخستين بار بندي واحدها در  رتبه جهت 
هاي  انجام شده است. در اين روش شرايط و ويژگي

گيرنده ايجاد  تصميم جديدي براي هر يک از واحدهاي 
که رقابتي بين واحدها براي دريافت  طوري شود، به مي

سود بيشتر و رسيدن به سطح استاندارد و مطلوب ايجاد 
رودي کار با اضافه کردن يک شاخص و کند. اين  مي

تواند  جديد به همه واحدها صورت گرفته است که مي
با  کليه واحدها را به سطح استاندارد برساند و در پايان 

تعريف مفهوم درجه رضايتمندي بر مبناي سود دريافتي، 
شده است که تمام واحدهاي  الگوريتمي ارائه

بندي  رتبه فردي  صورت منحصربه گيرنده را به تصميم
شده بر اساس فرض اساسي  تم و مدل ارائهکند. الگوري مي

اخذ رتبه بالاتر در صورت کسب سود بيشتر (متفاوت با 
لي و همکاران) استفاده شده است.  شده توسط  تعريف ارائه

در روش دوم، با تشکيل جدول سود متقاطع، معياري 
بهينه  هاي  کنيم که علاوه بر وزن بندي ارايه مي براي رتبه

هاي بهينه ساير واحدهاي  ، وزنواحد تحت ارزيابي
دست آوردن سود  گيرنده نيز در رقابت براي به تصميم

   گردد.  لحاظ مي
اي از تحليل پوششي  ، پيشينه۲در اين مقاله در بخش 

يک  ۳شود. بخش  ها که مورد نياز است آورده مي داده
مندي به  درجه رضايت بندي با استفاده از  روش جديد رتبه
بندي  ي براي به دست آوردن يک رتبههمراه الگوريتم

، روش پيشنهادي ۴کند. در بخش  فرد ارائه مي منحصربه
اساس جدول سود متقاطع است، براي رتبه  دوم که بر 

يک مثال عددي با  ۵بندي ارايه ميگرد. در بخش 
گيري و  نتيجه هاي حقيقي آورده و در بخش پاياني به  داده
   پردازيم. بندي نهايي مي جمع

  
 هاتحليل پوششي داده - ۲

گيرنده متجانس را در نظر بگيريد.  واحد تصميم nتعداد
jبه ازاي  jDMUفرض کنيد که  1,.., n  بردار

x)1ورودي  ,..., x )j j mjx   را براي توليد بردار
y)1خروجي  ,..., y )j j sjy   مصرف کند. امتياز

شود، که واحد تحت ارزيابي ناميده مي PDMUکارايي 
در  CCRبا استفاده از مدل زير که به مدل کسري 

  ].۱آيد [ ماهيت ورودي معروف است، به دست مي
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امين  rهاي  به ترتيب وزن ijvو  rju)،۱در مدل (
مدل  تعبير باشند. مي jDMUامين ورودي  iخروجي و 

ها را  طور جداگانه وزن به ) اين است که هر واحد۱(
با استفاده  اي برگزيند که کارايي آن ماکزيمم شود. گونه به

صورت  تواند به مي) ۱مدل (  ]۱از تبديل چارنز و کوپر [
 CCR  ريزي خطي زير که به مدل مضربي مسئله برنامه

  در ماهيت ورودي معروف است، نوشته شود:
*
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*. فرض کنيد ۱تعريف 

P  مقدار بهينه تابع هدف مدل
* ) باشد. به۲(

Pاييامتياز کار PDMU شود.  اطلاق مي
* اگر  1P  آنگاه ، PDMU  کارا است. در غير اين

 ناکاراست. PDMU صورت 
0*توان ثابت کرد که همواره  مي 1P   و درنتيجه

*داريم: براي واحدهاي ناکارا 1P .  
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بندي واحدهاي  روشي جديد براي رتبه - ۳
 گيرنده تصميم

بندي واحدهاي  در اين بخش روشي جديد براي رتبه
شده توسط لي و  گيرنده بر مبناي روش ارائه تصميم

] پيشنهاد شده است. اساس روش اين است ۲۰همکاران [
ها ايجاد هايي براي همه واحد که شرايط و ويژگي

که واحدها به يک سطح استاندارد و  طوري گردد، به مي
تر واحدها  مطلوب برسند که اين مهم به مقايسه منصفانه

گيري از سود  شود. سپس با توجه به ميزان بهره منجر مي
دريافتي در رقابت براي رسيدن به سطح مطلوب و 

شوند.  بندي مي استاندارد، واحدها با هم مقايسه و رتبه
آيد اين است که اولاً شرايط  ال سؤالي که پيش ميح

گيرنده چيست؟ ثانياً  استاندارد براي واحدهاي تصميم
 چطور بايستي به اين شرايط استاندارد رسيد؟
)، هر واحد ۲منطقي است که در ارزيابي توسط مدل (

علاوه، اگر  تمايل به کسب اندازه کارايي يک دارد. به
اي به دست  گونه وجي را بههاي ورودي و خر بتوان وزن

زمان با وزن مشترک نيز ارزيابي  آورد که همه واحدها هم
تر خواهد بود. بر اين اساس  شوند، مقايسه واحدها منصفانه

  شود. صورت زير تعريف مي سطح استاندارد به
  

گيرنده در سطح استاندارد  واحدهاي تصميم .۲تعريف 
زمان با استفاده از  طور هم ها بهقرار دارند، هرگاه همه آن

ديگر در ارزيابي واحدها  عبارت وزن مشترک کارا شوند. به
)، همه واحدها با وزن مشترک امتياز کارايي ۲با مدل (

  يک را کسب نمايند.
در عمل رسيدن به شرايط استاندارد براي واحدهاي 

گيرنده غيرممکن است. بر اين اساس بايد شرايطي  تصميم
ود که بتوانند به اين سطح استاندارد براي واحدها ايجاد نم

برسند. بدين منظور يک شاخص مجازي ورودي چنان به 
شود که مجموع مقادير اين  همه واحدها اضافه مي

ديگر  عبارت شاخص براي کل واحدها، برابر با يک شود. به
1mورودي جديد    ام با مقدارrj ازاي  به

1,...,j n اي به هر واحد اختصاص داده  گونه به  
  شود که روابط زير برقرار باشند:مي
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، واحد در نظر jrدر معادلات فوق، وزن ورودي جديد 

)گرفته شده است. حال اگر بتوان مقادير , , )r i ju v r 
) صدق نمايند، همه ۳را چنان پيدا کرد که در سيستم (

ها با در اند، يعني همه آن واحدها به سطح استاندارد رسيده
زمان با وزن  طور هم نظر گرفتن ورودي مجازي جديد، به

اند و چون اضافه کردن رسيده ۱مشترک به سطح کارايي 
j,...,1ام به ازاي jبه واحد  rjورودي جديد  n 

باعث شده همه واحدها به سطح استاندارد برسند، ميزان 
بندي خواهد بود. توجه  استفاده از آن معياري براي رتبه

زمان با وزن  طور هم داشته باشيد که چون همه واحدها به
کارا بوده شوند، واحدهايي که از قبل  مشترک ارزيابي مي

  گيرند.هاي متفاوتي مياند نيز وزن
توان آيد اين است که آيا ميحال سؤالي که پيش مي

اي پيدا کرد که همه  گونه هاي جديد را به مقادير ورودي
ديگر آيا  عبارت واحدها به سطح استاندارد برسند. به

باشند؟ براي  ) همواره داراي جواب شدني مي۲معادلات (
  ال قضيه زير را داريم:پاسخ به اين سؤ

  
را  rjتوان مقادير ورودي جديد  همواره مي .۱قضيه 

j,...,1ام به ازاي jاي به واحد  گونه به n  اختصاص
  داد که همه واحدها به سطح استاندارد برسند.

برهان. فرض کنيد
1 1

n S
rjj r

y y
 

  ،

1

S
j rjr

y y


 به ازاي هر ،r :1/ru y به ،
i :0ivازاي هر    و به ازاي هرj 1 /j jr y y در .

)اين صورت  , , )i r jv u r   يک جواب شدني براي  
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  باشد؛ زيرا ) مي۳معادلات (

1
( 1,.., )

1

1 1 1
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1 1 1.
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         )۴(  

  
)بنابراين  , , )i r jv u r   يک جواب شدني براي
  ) است.۳سيستم (

  
به  rjبا ورودي اضافي  jDMUدر ارزيابي . ۱نتيجه 

j,...,1ازاي  n ) همه واحدها با ۲با استفاده از مدل ،(
  کنند. ار کارايي يک را کسب ميوزن مشترک مقد

  بديهي است. ۱برهان. با توجه به برهان قضيه 
به اعتقاد ما وقتي همه واحدها با توجه به ويژگي 

رسند، واحدي که سود  شده، به سطح استاندارد مي بيان
کند داراي رتبه بالاتري نسبت به بقيه  بيشتري کسب مي

ورودي دهد که  باشد. قضيه زير نشان مي واحدها مي
امjمشخص کننده سود واحد  امjبراي واحد  rjاضافي 

( )jDMU باشد و  براي رسيدن به سطح استاندارد مي
  بندي است. رو معيار مناسبي براي رتبه ازاين

  
) و سيستم زير با هم معادل ۳سيستم (. ۲قضيه 

  باشند). ساني ميباشند (داراي مجموعه جواب يک مي

( 1,..., )
1 1

,
s m

j nj r rj i ij
r i

r u y v x 

 

            )۵-۱(  

1
1 0,

0, 0, 0.

n

j j
j

r i j

r r

u v r


 

  

                    )۵-۲(  

  

1برهان. با ساده کردن روابط 

1

1
s

r rjr
m

i ij ji

u y

v x r










 

,...,1به ازاي  nj  ) نتيجه مطلوب ۳در سيستم ،(
  گردد. حاصل مي

 rjنده اين است که ورودي جديد ده ) نشان۱- ۵رابطه (
دار شده  هاي وزن برابر است با تفاضل مجموع خروجي

دار شده (هزينه)  هاي وزن (درآمد) و مجموع ورودي
ام قلمداد jعنوان سود دريافتي واحد  تواند به باشد و مي مي

دهد که مجموع سود دريافتي  ) نشان مي۲-۵شود. رابطه (
رو بين واحدها رقابتي براي  ها برابر واحد است. ازاينواحد

شود. چون اگر واحدي مايل  کسب سود بيشتر ايجاد مي
به دريافت سود بيشتري باشد بايستي مقدار سود واحد 

  ) برقرار شود.۲-۵(واحدهاي) ديگر کاهش يابد تا رابطه (
j,...,1به ازاي  rjبنابراين مقادير n  که از سيستم

شود، بيانگر ميزان سود هر  ) حاصل مي۵) (سيستم ۳(
گيرنده در رسيدن به سطح استاندارد است.  واحد تصميم

ديگر سود  عبارت يا به rjلذا هرچه مقدار ورودي جديد 
يک واحد بيشتر باشد، آن واحد در رتبه بالاتري قرار 

  د.گير مي
فرد  ) لزوماً داراي جواب منحصربه۳سيستم معادلات (

هاي متفاوتي از  بندي رو ممکن است رتبه نيست. ازاين
روش فوق به دست آيد. براي رفع اين مشکل ابتدا ميزان 

1mانعطاف هر واحد نسبت به ورودي   ام به دست
بندي،  آيد و سپس با تعريف درجه رضايت از رتبه مي
فردي را براي همه واحدها حاصل  بندي منحصربه رتبه
  شود. مي

براي به دست آوردن انعطاف مقادير ورودي جديد 
p,...,1هاي زير به ازاي  مدل nشود: حل مي  

1
( 1,..., )

1

1

min (max r )

. . 1 ,

1

0, 0, 0.

p p

s

r rj
r

j nm

i ij j
i
n

j
j

r i j

r

u y
s t

v x r

r

u v r













  







          )۶(  

  
بار در حالت  بار در حالت مينيمم سازي و يک ) يک۶مدل (

p,...,1کزيمم سازي به ازاي ما n شود .  حل مي
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p,...,1به ازاي pUو  pLمقادير بهينه  n  حاصل
  شود. در اين صورت: مي

( 1,..., ), , p np p pr L U                           )۷(  
  

به  jDMUرا براي اينکه  rjتغييرات ) بازه ۷رابطه (
  دهد.  سطح استاندارد برسد، نشان مي

گيرنده مايل است  واضح است که هر واحد تصميم
رو  بيشترين سود را در سطح استاندارد داشته باشد. ازاين

 PUام به دنبال کسب بيشترين سود ممکن يعني pواحد 
وجه مايل به  هيچ است تا در رتبه بالاتري قرار بگيرد و به

، نيست. اکنون PLدريافت کمترين سود ممکن، يعني 
م از سود دريافتي اpمندي واحد  مفهوم درجه رضايت

rp د:شو تعريف مي  
  

م از ميزان سود اpمندي واحد درجه رضايت .۳تعريف 
  دريافتي براي رسيدن به سطح استاندارد برابر است با

p P
p

p P

r L
d

U L





                                    )۸(  

  
، همواره ۳با توجه به تعريف  0,1Pd ه . در حالتي ک

1Pd  واحد ،pم از رتبه کسب شده در بين واحدها ا
رضايت کامل دارد، چون داراي بيشترين سود ممکن يعني

pU 0باشد. در حالتي که  ميPd  واحد ،pم ا
را  pLين رضايت از کسب کمترين سود ممکن کمتر

دارد؛ اما در اغلب موارد غير ممکن است که همه واحدها 
مندي را داشته باشد چون در عمل  بيشترين درجه رضايت

مندي براي همه واحدها  کسب بيشترين درجه رضايت
زمان غير ممکن است. لازم به ذکر است  طور هم به

فوق با آنچه پيش از اين استفاده شده متفاوت  تعريف
شده توسط لي و همکاران  است. درجه رضايتمندي تعريف

] با مقدار هزينه تحميل شده به واحدها رابطه عکس ۲۰[
دارد؛ يعني هر چه يک واحد هزينه کمتري داشته باشد  

شود؛  درجه رضايتمندي بالاتري به آن اختصاص داده مي
شده در اين مقاله عکس اين  ريف ارائهاما تفاوت عمده تع

ديگر هر چه سود واحدي  عبارت رساند. به مطلب را مي
آن واحد نيز بيشتر است.  مندي  بيشتر باشد درجه رضايت

رو اگر از ديدگاه تخصيص هزينه ثابت به مسئله نگاه  ازاين
باشد تا  کمترين سود مي کنيم هدف واحدها دريافت 

بندي،  نمايد اما از ديدگاه رتبه کمترين هزينه را پرداخت
باشند تا بتوانند  واحدها دنبال بيشترين سود ممکن مي

درجه رضايتمندي بيشتري را کسب کنند و در رتبه بالاتر 
  قرار بگيرند.

بندي  مسئله چندهدفه زير براي پيدا کردن بهترين رتبه
  شود: بندي مي واحدها فرمول

 1 2

1 ( 1,..., )
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1
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)۹(  
  

) درجه رضايتمندي واحدهايي با کمترين درجه ۹مدل (
کند. درنتيجه  رضايتمندي را تا حد ممکن ماکزيمم مي

گردد. مدل  درجه رضايتمندي همه واحدها ماکزيمم مي
ريزي چندهدفه است که با تغيير  ) يک مدل برنامه۹(

متغير  1 2min , ,..., nz d d d به مدل تک هدفه ،
  شود. ميزير تبديل 

( 1,..., )

1 ( 1,..., )

1

1

max
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0, 0, 0.

j j
j nj

j j

s

r rj
r j nm

i ij j
i
n

j
j

r i j

z
r L

s t z d
U L

u y

v x r

r

u v r











 








  







         )۱۰(  

  
j,...,1به ازاي هر  rj) مقادير ۱۰با حل مدل ( n 
 rjآيد و ترتيبي که از اين مدل براي مقادير  به دست مي
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بندي براي واحدهاي  آيد، به يک رتبه به دست مي
بندي به دليل  شود. ولي اين رتبه گيرنده منجر مي تصميم

باشد. براي به  هاي بهينه چندگانه، يکتا نمي وجود جواب
فرد، از الگوريتم زير  بندي منحصربه دست آوردن يک رتبه

شده است، استفاده  ] ارائه۲۰که توسط لي و همکاران [
  کنيم. مي
  

 بندي الگوريتم رتبه
1l. فرض کنيد۱گام    و* * * *

1 1 1 1( , , , )d u v r  جواب
*) با مقدار تابع هدف بهينه۱۰بهينه مدل (

1z  باشد و قرار
0 دهيد {1,2,..., }J n درجه ۳. بنا بر تعريف ،

کنيم. دو مجموعه  مندي هر واحد را محاسبه مي رضايت
  يد:صورت زير در نظر بگير به

*
1 1 0{ , }jJ j d z j J                   )۱۱(  

*
2 1 0{ , }jJ j d z j J                   )۱۲(  

  
0بديهي است که  1 2J J J 1 . به ازاي هرj J ،

* قرار دهيد *
1j jr r.  

1Jاگر  m s يابد و جواب  وريتم خاتمه مي، آنگاه الگ
*بهينه  * * *

1 1 1 1( , , , )d u v r  باشد. در غير  فرد مي منحصر به
  رويم. مي ۲اين صورت به گام 

1l. قرار دهيد۲گام  l  :و مدل زير را حل کنيد  

*

*
( )1 1

*
( )2 3

*
( )1 2 3

( )2 1

1 ( 1, ..., )
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1
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    )۱۳(  

*فرض کنيد  * * *( , , , )l l l ld u v r ) ۱۳جواب بهينه مدل (
*با مقدار بهينه تابع هدف 

lz  باشد. اگر به ازاي هر
 1,...,j n،* *

1lj l jd d   آنگاه به ازاي هر
0j J ،

*  قرار دهيد *
j ljr rفرد است و جواب حاصل منحصربه 

يابد. در غير اين صورت، دو  و الگوريتم خاتمه مي
 دهيم: مجموعه زير را تشکيل مي

*
2 1 2 2{ }l j l lJ j d z j J                )۱۴ (  

2

*
2 2 2 2 2 1{ }

l

j l l l l

J

j d z j J J J  



    
   )۱۵(  

  
ljبه ازاي هر  J دهيد: قرار مي* *

j ljr r .  
lJاگر  m s  آنگاه الگوريتم با جواب بهينه ،

*فرد منحصربه * * *
1 1 1 1( , , , )j r i jd u v r يابد ، در  خاتمه مي

  رويم. مي ۲غير اين صورت به گام 
*بعد از خاتمه الگوريتم فوق مقادير 

jr شود که حاصل مي
  بندي يکتا است.معياري براي يک رتبه

  
فرد  بندي منحصربه وق يک رتبهالگوريتم ف. ۳قضيه 

  دهد. گيرنده ارائه مي براي واحدهاي تصميم
در مرجع  Dشده در پيوست  برهان. با توجه به برهان ارائه

  است.  ] قابل اثبات۲۰[



  ۸۸                                            ۱۳۹۸ خرداد و تير، هجدهم، شماره پنجمر رياضي/ سال هاي نوين د/ پژوهشو همکاران  اکرم دهنوخلجي
 
 

 

هاي بهينه  در روش پيشنهادي در اين بخش، فقط وزن
واحد تحت ارزيابي در رقابت براي به دست آوردن سود 

هاي بهينه ساير  اي آنکه وزنلحاظ گرديده است. بر
واحدها نيز در رقابت سود لحاظ گردند، در بخش بعد 
روش جديد ديگري با تشکيل جدول سود متقاطع ارايه 

  دهيم. مي
  
 بندي بر اساس جدول سود متقاطع رتبه - ۴

ها در DMUهاي بقيه در روش بخش قبل، وزن
براي به  .اند لحاظ نشده مورد ارزيابي DMUبندي رتبه

هاي  تر بايد همه وزن بندي منصفانه دست آوردن رتبه
 بندي در نظر گرفته شوند.  ها در رتبهDMUبهينه ساير

طور مفصل بيان گرديد؛  طور که در بخش قبلي به همان
j,...,1به ازاي  rjمقادير n ) ۳که از سيستم (

شود، بيانگر ميزان سود هر واحد  ) حاصل مي۵(سيستم 
گيرنده در رسيدن به سطح استاندارد است. لذا  تصميم

  ديگر سود يک  عبارت يا به rjهرچه مقدار ورودي جديد 
  

  گيرد. ميواحد بيشتر باشد، آن واحد در رتبه بالاتري قرار 
شده در بخش  بندي ارائه حاصل از روش رتبه rj مقادير

 باشد که براي همه واحدها ام ميjقبل برابر با سود واحد
شود. در اين بخش روش  هاي مشترک استفاده مي وزن

ي بند دهيم که معيار رتبه بندي ارائه مي جديدي براي رتبه
هاي بهينه  ا وزنبر اساس سود متناظر با هر واحد هم ب

هاي بهينه بقيه واحدها ارزيابي  با وزن خود واحد و هم
هاي بهينه همه  رو در اين رقابت جديد وزن شود، ازاين

  گيرند.  واحدها مورد ارزيابي قرار مي
براي تشکيل جدول سود متقاطع، مدل زير براي هر واحد 

p  1به ازاي,...,p nگردد. ، حل مي  

( 1,..., )
1 1

1

max r

. . ,

1

0, 0 , 0.
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)فرض کنيم  1, ) ipi m v   و( 1, ) rpr s u  

) باشد، در اين صورت مقدار ۱۶جواب بهينه مدل خطي (
از رابطه زير  pDMUهاي بهينه  با وزن jDMUسود 

  گردد. محاسبه مي

( 1,..., )

1 1

,
s m

j njp rp rj ip ij
r i

r u y v x 

 

           )۱۷(  

  
گردد، درنتيجه  ) متناظر براي هر واحد حل مي۱۶مدل (
n هاي ورودي و خروجي براي  مجموعه از وزنn 

nها يک ماتريس آيد، اين سود واحد بدست مي n 
 و امjدرايه واقع در سطر  jprدهند که  تشکيل مي

باشند که ان را ماتريس سود متقاطع  ام ميpستون 
  ). ۱گويند.(جدول  مي

 pDMUاين ماتريس، اندازه سود متقاطع  ام pسطر 
دهد؛ بنابراين  را از ديدگاه هر يک از واحدها ارائه مي

بندي  ام، معياري براي رتبهpهاي سطر  ميانگين مؤلفه
 pMعبارت ديگر مقادير  ام خواهد بود. بهpواحد 

  بندي خواهد بود. حاصل از رابطه زير معياري براي رتبه

( 1,..., )

1

1 ,
n

p np pj
j

M r
n





                          )۱۸(  

  
هر واحدي که داراي ميانگين بيشتري باشد در رقابت 

، چون توانسته است در حالت  تر بوده است موفق
اي بهينه خود، ه بينانه علاوه بر در نظر گرفتن وزن خوش

رو  هاي بهينه ساير واحدها را نيز در نظر بگيرد؛ ازاين وزن
  در رتبه بالاتري قرار خواهد گرفت.

در بخش بعد، با يک مثال کاربردي دو روش پيشنهادي 
  دهيم. در اين مقاله را مورد بررسي قرار مي

  
  

  ): جدول سود متقاطع۱جدول (
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 مثال عددي - ۵
شعبه بانک که در  ۱۵در اين مثال از اطلاعات مربوط به 

کنيم.  تفاده مييکي از شهرهاي ايران قرار دارند، اس
باشد و در  مي ۲۰۱۵هاي اين بانک مربوط به سال  داده

ها شامل تعداد  آورده شده است. ورودي ۲جدول 
  خوان )، تعداد دستگاه کارت1xهاي خودپرداز ( دستگاه

)2x3هاي اعتباري ()، تعداد کارتx و تعداد مشتريان (
ها شامل درصد زمان فعاليت  ) و خروجي4xالکترونيک (

)1y) تعداد تراکنش ،(2y) 3) و مبلغ تراکنشy (
روي باشد. هر دو روش پيشنهادي در اين مقاله را بر  مي

  کنيم. سازي مي اين مثال پياده
در  ۴و  ۳شده در بخش  نتايج حاصل از هر دو روش ارائه

هاي دوم آورده شده است. در اين جدول، ستون ۳جدول 
يعني مقادير کارايي  BCCو  CCRو سوم مقادير 

ورودي را  ر ماهيتد BCCو  CCRآمده از مدل  دست به
در ادامه توضيحات مربوط به هر ستون از دهند.  نشان مي

  شود. اين جدول آورده مي
بر روي اين مثال  ۳شده در بخش  ابتدا الگوريتم بيان

، j) براي هر واحد ۹شود. با حل مدل (سازي مي پياده

j,يعني jrمقادير ماکزيمم و مينيمم  jL U محاسبه ،
هاي چهارم و  در ستون ۳شود. اين مقادير در جدول مي

) مقدار۱۰پنجم گزارش شده است. در ادامه با حل مدل (
*
1  0.3696z  شود. مقادير بهينه  حاصل مي*

1 jr  از
  شده است. در ستون ششم ارائه ۳اين مدل نيز در جدول 

1مجموعه  {4,6,8,10,11,12,15}J   مجموعه
گيرنده که داراي درجه انديس واحدهاي تصميم

* مندي رضايت
1  0.3696z  باشند و همچنين  مي

2مجموعه  {1,2,3,5,7,9,13,14}J   نيز
*دهنده بقيه واحدها است؛ بنابراين  نشان *

1j jr r  به
1jازاي هر  J تعداد معادلاتي که در رابطه .*

1jd z 
1است ( ۷کنند برابر با صدق مي 7J  ؛ اما چون(

7m s  به ازاي هر ،jدهيم، قرار مي* *
1j jr r.  

*فرد  با ارائه مقادير منحصربه بنابراين الگوريتم
jr به ازاي

1,...,j n بندي است، خاتمه که معياري براي رتبه
يابد و مقادير درجه رضايتمندي هر واحد از ميزان سود مي

، محاسبه jdدريافتي در رسيدن به سطح استاندارد، 
  گزارش شده است.  ۳و در ستون هفتم جدول گرديده 

  
  

 هاي بانک ): اطلاعات مربوط به ورودي و خروجي شعبه۲جدول (

DMU 1( )x  2( )x  3( )x  4( )x  1( )y  2( )y  3( )y  
1 3 235 22495 370 88 31670 102000 
2 1 211 9979 184 95 21675 66000 
3 1 153 9515 124 87 17416 38000 
4 2 117 13239 227 92 13244 30000 
5 5 279 19598 537 81 41289 110000 
6 4 295 9599 133 86 41685 75000 
7 4 303 8745 141 86 64671 126000 
8 3 184 19059 272 82 25096 56000 
9 3 278 27290 334 81 49415 130000 

10 2 279 15058 202 91 54971 172000 
11 1 328 11228 381 90 46828 110000 
12 1 369 22584 323 79 83316 143000 
13 1 206 25611 351 85 39018 133000 
14 1 188 10957 106 86 29876 44000 
15 4 212 26055 250 80 39206 130000 
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  بندي واحدها شده براي رتبه ): نتايج حاصل از اجراي الگوريتم ارائه۳جدول (
 روش پيشنهادي بر اساس بهبود درجه رضايتمندي CCRکارايي  BCCکارايي   

روش پيشنهادي 
 کارايي سود

روش خدابخشي 
 [22]و آرياوش 

DMU CCR 
BCC jL jU j

r
 j

d
 

jM رتبه
 

 ̂ رتبه
 رتبه

1 0.80 0.80 0 0.0812 0.0328 0.4041 13 0.0315 12 0.0434 13 

2 1 1 0 0.1408 0.0545 0.3872 9 0.0613 6 0.0739 6 

3 1 1 0 0.1413 0.0612 0.4328 8 0.0593 8 0.0730 7 

4 1 1 0 0.1764 0.0652 0.3696 6 0.0581 9 0.0566 10 

5 0.77 0.79 0 0.0751 0.0298 0.3967 15 0.0135 14 0.0394 15 

6 0.97 0.97 0 0.1326 0.049 0.3696 11 0.0254 13 0.0568 9 

7 1 1 0.0137 0.2113 0.1367 0.6225 1 0.1405 2 0.0856 3 

8 0.83 0.87 0 0.0878 0.0325 0.3696 14 0.0131 15 0.0409 14 

9 0.87 0.88 0 0.108 0.0445 0.412 12 0.0411 11 0.0505 12 

10 1 1 0.0613 0.249 0.1307 0.3696 2 0.1785 1 0.0877 2 

11 1 1 0 0.143 0.0529 0.3696 10 0.0532 10 0.0729 8 

12 1 1 0 0.2719 0.1005 0.3696 3 0.0860 4 0.1036 1 

13 1 1 0 0.1624 0.0749 0.4615 4 0.1023 3 0.0850 4 

14 1 1 0 0.1218 0.0718 0.5894 5 0.0603 7 0.0758 5 

15 1 1 0 0.1706 0.0631 0.3697 7 0.0759 5 0.0549 11 

  
بندي بر  ايج حاصل از روش پيشنهادي دوم؛ يعني رتبهنت

هاي نهم و دهم  اساس کارايي متقاطع سود، در ستون
حاصل از  jMاند. در ستون نهم مقادير  گزارش شده

بندي  )، آمده است و در ستون دهم مقادير رتبه۱۸رابطه (
يعني مقادير  BCCو  CCR مقاديرروش آمده است. 

در ماهيت  BCCو  CCRآمده از مدل  دست کارايي به
بندي روش حاضر  دهند اين مقادير، رتبه ورودي، نشان مي

کند. براي نمونه در هر دو را در برخي موارد تأييد نمي
ز در رتبه بالاتري ا 1DMUروش پيشنهادي ما 

8DMU  قرار گرفته است چون در روش اول که بر
  اساس درجه رضايتمندي هست داريم: 

81 0.0328 0.0325 rr    .  
 
  همچنين در روش دوم که بر اساس کارايي متقاطع سود 

  

81است داريم:  0.0315 0.0131 MM   ؛
از  BCC ،8DMUو  CCRهاي  که در مدل درحالي

1DMU  رتبه بالاتري اتخاذ کرده است زيرا در مدل
CCR ،1 80.80 0.83CCR CCR    و در مدل  

  

BCC ،1 80.80 0.87BCC BCC     .  
همچنين نتايج کارايي بر اساس روش پيشنهادي 

، نيز محاسبه و بر مبناي ̂]، ۲۲خدابخشي و همکاران [
 ۳شده است؛ که دو ستون آخر جدول  بندي ارائه آن، رتبه

شده، از  دهد. با توجه به نتايج ارائه اين نتايج را نشان مي
واحد بر اساس  ۱۰واحد موجود در مثال،  ۱۵مجموع 

واحد ناکارا هستند. در  ۵کارا و  BCCو CCR  هاي مدل
]،  واحد ۲۲اران [بندي به روش خدابخشي و همکرتبه

اي بهتر و بالاتر از واحد کاراي  رتبه ۶ناکاراي شماره 
 که واحدي کارا است دريافت کرده است؛ در ۱۵شماره 

شده حاضر، اين وضعيت  که در هر دو روش ارائه حالي
وجود ندارد و همه واحدهاي کارا در رتبه بالاتري نسبت 

روش  اند. همچنين در به واحدهاي ناکارا قرارگرفته
]، ۲۲پيشنهادي اول برخلاف روش خدابخشي و همکاران[

هاي ورودي و خروجي همه واحدها  مشترک در نظر  وزن
اي حاصل  بندي عادلانه گرفته شده است که رتبه

گردد. در روش پيشنهادي دوم، با تشکيل جدول  مي
هاي بهينه خود واحد تحت  وزن  کارايي متقاطع هم
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ه بقيه واحدها در محاسبه سود هاي بهين ارزيابي و هم وزن
لحاظ گرديده است. بنابراين در رقابت بين واحدها در 

هاي بهينه واحدها دخيل هستند  سطح استاندارد، همه وزن
بندي  دهد روش رتبه طور که نتايج نشان مي و همان

  دهد. معقولي را ارائه مي
 

 گيرينتيجه
در اين مقاله دو روش جديد و با نگرشي متفاوت از 

گيرنده  بندي واحدهاي تصميم کارهاي قبلي براي رتبه
ارائه شد. ايده اصلي روش پيشتر در مسئله تخصيص 

شده در  هزينه ثابت استفاده شده است، اما روش ارائه
پژوهش حاضر با بازنگري در الگوريتم و تعاريف مربوطه، 

ها مورد  بندي در تحليل پوششي داده در مسئله رتبه
ته است و کارايي آن با يک مثال عددي استفاده قرار گرف

هاي پيشنهادي يک  نمايش داده شده است. در روش
شاخص ورودي جديد به همه واحدها افزوده شده است تا 

ال و استاندارد برساند. نشان  ها را به يک سطح ايده آن
داده شده است که تعبير اين شاخص جديد براي هر واحد 

ه سطح مطلوب است. همان سود دريافتي براي رسيدن ب
مندي از  در روش پيشنهادي اول، با تعريف درجه رضايت

سود حاصل، الگوريتم اصلاح شده ارائه شد که همه 
کند. در روش  بندي مي فرد رتبهطور منحصربه واحدها را به

پيشنهادي دوم، با تشکيل جدول سود متقاطع روشي ديگر 
هاي بهينه بندي ارايه داديم که علاوه بر وزنبراي رتبه

هاي بهينه ساير واحدها نيز در واحد تحت ارزيابي، وزن
 گردد. رقابت بين واحدها لحاظ مي

شده روي يک مثال عددي  هاي ارائهدر پايان الگوريتم
بندي آن ارائه شد. در مجموع، روش  اجرا و نتايج رتبه

شده در اين پژوهش با نگرشي متفاوت، واحدها را  ارائه
اي تحليل هاي پايه کند که بر پايه مدلبندي مي رتبه

) نيست. بر همين اساس انتظاري DEAها ( پوششي داده
روش و  هاي حاصل ازاينبراي يکسان شدن رتبه

وجود ندارد. به نظر  BCCو  CCRهاي استاندارد  مدل
رسد روش پيشنهادي، روشي منصفانه و مناسب براي مي
ها چرا که با ايجاد رقابت بين واحدها، آنبندي است رتبه

رساند که در آن، مقايسه و را به شرايطي استانداردي مي
  تري قابل ارائه است.بندي عادلانهدرنتيجه رتبه
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