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  چکیده

 -ی واکنشی های مثبت برای یک معادلههای بالایی و پایینی، به بررسی وجود جوابدر این مقاله، با استفاده از روش جواب
خوار را روی . این مدل جمعیتی چریدن یک تعداد ثابت علفپردازیمانتشاری با شرایط مرزی دیریکله تحت شرایطی مناسب می

شکل کلی تابع لجستیکی دارای این ویژگی است که در آن تابع سرانه نرخ  .کندهای در حال رشد لجستیکی توصیف میگونه
 رشد نزولی است.

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= 𝑟 (1 −

𝑝

𝑘
) 𝑝 

 

 جمعیت  P در اینجا   0r   نرخ رشد جمعیت وK [21] ثابتی مثبت هستند. 
 "الی"تواند در یک تراکم مثبت به نقطه اوج برسد این اثر ها وجود دارند که در آنها سرانه نرخ رشد میاما برخی اکوسیستم

باشد ما در  هاافشانی موثر، ازدیاد شکارچی، و یا تراکم از اینگیری، عدم گردهتواند به خاطر کمبود جفتشود این مینامیده می
 کنیم.های لجستیک محدود میاین مقاله بحث خود را تنها به مدل
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  مقدمه -1

ای از علوم زندگی است که به مطالعه پویایی جمعیت شاخه
ها تغییرات کوتاه مدت و بلند مدت در اندازه و سن جمعیت

و فرایندهای بیولوژیکی و زیست محیطی تاثیرگذار بر این 
و  نیتراز جذاب یکی یرخطیغ زیآنال پردازدتغییرات می

 یهااست که در دهه یاضیر زیآنال یهاشاخه نیپرکاربردتر
واقع از  است در افتهی یقرن توسعه فراوان نیا یانیپا

 یبه مسائل مقدار مرز دهیچیپ یعیطب یهادهیپد یسازمدل
از  گونهنیوجود جواب ا یلذا بررس میرسیم یخطریغ

 در زدانانیآنال یاصل یهااز دغدغه یکیمسائل به عنوان 
علم در علوم  نیگسترده ا یکاربردها لیآمده است. به دل

از انواع خاص  یبرخ یرو بر یاساس یکارها ،یعیطب
 .معادلات شده است

انتشاری زیر  - معادله واکنشی یک نوع از این معادلات،
 :است

( , )tu d u uf x u    

توان به مطالعات می که از موارد مهم کاربرد آن
)از یک گونه( اشاره کرد به طوری  شناسی جمعیتیزیست

d  نشان دهنده تراکم جمعیتی و uکه  > ضریب  0

) انتشار و , )f x u  میزان آهنگ رشد است. مدل
اما قبلا در   [7]مطالعه شده اسکلام اکولوژی آن توسط

انتشاری دیگری که  - معادلات واکنشی 1937سال 
کولموگروف و مسائل بیولوژیکی است توسط  کاربردش در
سال  . در[9] بحث و بررسی شده استپتروفسکی 

 مورد معادلات لجستیک در ارگانتی وشیواجی نیز  2002
برداشت ثابت و انتشاری با -

( ) ( ) ( )f x m x b x u   را مورد مطالعه
و شیواجی نیز  2006سال  [. در12] قرار دادند

انتشاری با اثر ضعیف  - های واکنشیهمکارانش روی مدل
های جمعیتی با اثر قوی را مدل 2009 سال ادامه در در

 2011 سال سرانجام در و [10] مورد بررسی قرار دادند
شرایط  وجود حداقل دو جواب را برای مدل جمعیتی با

مرزی غیرخطی را مورد بحث قرار دادند. همچنین نتایج 
ارتباط با وجود و عدم وجود  شناخته شده زیادی در

دانشمندان برای  های مثبت توسط شیواجی و دیگرجواب

وجود  انتشاری( - واکنشیهای جمعیتی )معادلات مدل
 .[11دارد ]
 - های مثبت یک معادله واکنشیوجود جواب مقاله در این

 انتشاری با شرایط مرزی دیریکله 

     {
−M(∫

Ω
|∇u|pdx)Δpu = am(x)up−1 − bu2 − c

uγ

1+uγ
− K,     x ∈ ∂Ω ,

u = 0                                                                  x ∈  ∂Ω,
 

p آنکه در  > 1 ،γ ≥ 2,, ,c b a,K,  
:Mو  های مثبتی هستندثابت R0

+ → R+  تابعی پیوسته

)(دار با مرز یک دامنه کران  و صعودی است.  

های بالایی و را با روش جواب باشدمی 𝐶2از کلاس 

مورد مطالعه قرار ای پایینی و استفاده از اصل مقایسه
 تراکم جمعیتی و uدر اینجا  دهیم.می
21)( buuxam p 

را  رشد لجستیکی 
  .دهندنشان می

∞‖m‖با  m(x)تابع وزن  = l < در شرایط  ∞

m ∈ C(Ω)  وm(x) ≥ m0 > xبرای  0 ∈ Ω 
 کند.صدق می

خوار را روی ثابت علف چریدن یک تعداد این مدل جمعیتی
تراکم  .کندتوصیف میهای در حال رشد لجستیکی گونه

رابطه  و خوارها ثابت فرض شده استعلف



u

cu

1
 

در سطوح بالای تراکم  چریدن را نشان می دهد. نرخ
 کند.میل می cپوشش گیاهی، این پارامتر به حد نهایی 

شود در اینجا فرض می زیرا جمعیت چراکننده ثابت است.
اکوسیستم از لحاظ فضایی همگن است و تراکم پوشش که 

ها برای گیاهی ثابت است که البته هر دوی این فرض
این مدل  .های چرای مدیریت شده معتبر هستندسیستم

ها نیز اعمال همچنین برای تشریح پویایی جمعیت ماهی
 شده است.

 [4] مدل ارایه شده در این مقاله در واقع مدل بهبود یافته
های که در آن نویسندگان با استفاده از روش جواباست 

هدف  بالایی و پایینی نتایج وجود جواب را بدست آوردند.
این مقاله یافتن شرایط مناسب برای پارامترهای موجود 

باشد. برای حل بکار رفته در مساله برای وجود جواب می
هایی را بر روی هایی جمعیتی محدودیتچنین مساله

نحوه ارتباط انها با هم اعمال کرده وسپس با  پارامترها و
 پردازیم.بیان قضیه به اثبات وجود جواب می
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های بالایی و پایینی توسط ناگومو در سال مفاهیم جواب 
معرفی شد و او با استفاده از روش پرتابی، وجود  1937

لیوویل  - حداقل یک جواب برای یک رده از مسائل اشتورم
 .[2] غیرخطی ثابت کرد

  مسأله اولین مقدار ویژه λ1فرض کنیم 

{
−Δpϕ = λm(x)|ϕ|p−2ϕ ,             x ∈ Ω ,

ϕ = 0 ,                                               x ∈ ∂Ω ,
 

باشد که در شرط  ϕ1اصلی مثبت  با تابع ویژه

‖ϕ1‖∞ =  را ببینید(. [6]کند )مرجع صدق می 1

 تعريف )جواب بالايي و پايیني(:  1-1

ψتابع  ∈ W0
1,p

(Ω) ⋂ C(Ω̅) را یک جواب پایینی 
ψنامیم، هرگاه ( می1) ≤  و  Ω∂روی  0

   (2)     M(∫Ω
|∇ψ|pdx) ∫Ω

|∇ψ|p−2∇ψ ·

∇wdx ≤ ∫Ω
(am(x)ψp−1 − bψ2 −

c
ψγ

ψγ+1
− K) w dx 

 . Ωروی 

zتابع  ∈ W0
1,p

(Ω) ⋂ C(Ω̅)  را یک جواب بالایی
zنامیم، هرگاه ( می1) ≥  و Ω∂روی  0

(3)    M(∫
Ω

|∇z|pdx)   ∫
Ω

|∇z|p−2∇z∇wdx

≥ ∫
Ω

(am(x)zp−1 − bz2

− c
zγ

zγ + 1
− K) w dx 

 . Ωروی 

ψدر این صورت اگر   ≤ z  درΩ( یک 1) ، آنگاه مسأله

uجواب  ∈ W0
1,p

(Ω) ∩ C(Ω̅)  دارد به طوری که
ψ ≤ u ≤ z  رویΩ. 

 

 (: [3]لم ) 1-2
( 1یک جواب بالایی از ) zیک جواب پایینی و  ψاگر 

ψباشند به طوری که  ≤ z  درΩ( یک جواب 1، آنگاه )

uمثبت  ∈ W0
1,p

(Ω) ∩ C(Ω̅)  دارد به طوری که
ψ ≤ u ≤ z  رویΩ . 

 

 گزاره:  1-3
aاگر  ≤ λ1( جواب مثبت ندارد. 1) ، آنگاه مسأله 

 

 اثبات:

 از مسأله uبا برهان خلف فرض کنیم یک جواب مثبت 

 یدر رابطه u( وجود داشته باشد. پس 1)

M(∫
Ω

|∇u|pdx) ∫
Ω

|∇u|pdx

≥ M0(∫
Ω

|∇u|pdx)

= M0 ∫
Ω

[am(x)up−1

− bu2 − c
uγ

1 + uγ

− K] u dx 

)اولین مقدار ویژه(  λ1کند. اما با توجه به تعریف صدق می
 داریم

M0 ∫
Ω

|∇u|pdx ≥ λ1 ∫
Ω

am(x)updx. 

 پس داریم

M0 ∫
Ω

[am(x)up−1 − bu2 − c
uγ

1+uγ −

K] u dx ≥ λ1 ∫
Ω

am(x)updx,  

 و بنابراین  

(a −
λ1

M0
⁄ ) ∫

Ω

m(x)updx

≥ ∫
Ω

(bu2 + c
uγ

1 + uγ

+ K) u dx ≥ 0. 

uچون  > m(x)و  0 ≥ m0 > فوق  ، پس رابطه0

aمستلزم  > λ1 (1)باشد که یک تناقض است. پس می 
 باشد.دارای جواب مثبت نمی
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 نتايج وجودی -2
 (1) اصلی برای مسأله در این بخش به بیان و اثبات نتیجه

 باشدای میپردازیم. روش اثبات بر مبنای اصل مقایسهمی

 شود که هر جواب پایینی به سادگی دیده می .:[(8)]

(4)        {
−M(∫

Ω
|∇u|pdx)Δpu = am0up−1 − bu2 − c

uγ

1+uγ
− K,     x ∈ Ω,

u = 0,                                                                  x ∈ ∂Ω
 

 و هر جواب بالایی  (1)یک جواب پایینی 

(5)    {
−M(∫

Ω
|∇u|pdx)Δpu = alup−1 − bu2 − c

uγ

1+uγ
− K,     x ∈ Ω,

u = 0,                                                              x ∈ ∂Ω,

  

قبلاً در بالا تعریف  lاست که  (1) یک جواب بالایی مسأله
 شده است. 

λ1فرض کنیم 
با شرایط  Δ−عملگر  اولین مقدار ویژه ′
  مرزی دیریکله

{
−Δpϕ = λ′|ϕ|p−2ϕ ,             x ∈ Ω ,

ϕ = 0 ,                                      x ∈ ∂Ω ,
  

ϕ1متناظر  با تابع ویژه اصلی
باشد به طوری که  ′

‖ϕ1
′ ‖∞ = ϕ1و  1

′ > 0 . 

 

  .. قضیه2-2
M0 فرض کنیم که یک > وجود داشته باشد به طوری 0

t که برای ∈ [0, ∞ M(t) ≥ M0  اگرa >
λ1

′  

m0
 ،

b > cو  0 > باشند، آنگاه یک ثابت  0

K0(a, b, c, m0, γ)  وجود دارد به طوری که برای

K < K0دارای یک جواب مثبت است.  (1) ، مسأله 
 

 اثبات: 
 کنیم اینجا اصل پادماکزیمم به شکل زیر را یادآوری میدر 
 

 مشابه بحث قبل از قضیه باشد. ′λفرض کنیم  :[5]

σ(Ω)پس  >  وجود دارد به طوری که برای 0
 λ′ ∈ (λ1

′ , λ1
′ + σ) یمسأله 

(6)      {
−Δpz − λ′zp−1 = −1        x ∈ Ω

z = 0                                     x ∈ ∂Ω
 

 است به طوری که Ωدر  ′zλدارای جواب 

zλ′ > 0 ,                      
∂zλ′

∂ν
< 0 ,             

که در آن 
∂

∂ν
بیانگر مشتق در جهت بردار یکه نرمال  

 گیریم:است. ثابت می Ω∂خارجی بر 

λ∗
′ ∈ (λ1

′  , min{λ1
′ + σ , m0a}).  

∗zλفرض کنیم 
′ > باشد وقتی که ( 6)یک جواب  0

λ′ = λ∗
∗zλ‖و  ′

′ ‖
∞

= αکنیم: . تعریف می 

 ψ ≔ μK
1

p−1zλ∗
′  ,  

μکه در آن  ≥ و  μدر ادامه مشخص خواهد شد. ما  1

K >  ψطوری که ه مناسبی را انتخاب خواهیم کرد ب 0

wجواب پایینی باشد. فرض کنیم  ∈ W0
1,p

(Ω) در .
 این صورت داریم:

    M(∫
Ω

|∇ψ|pdx) ∫
Ω

|∇ψ|p−2∇ψ∇wdx

+ ∫
Ω

[am0ψp−1 − bψ2

− c
ψγ

ψγ + 1
− K] wdx 

: ≥   M0 ∫Ω
|∇ψ|p−2∇ψ∇wdx +

∫Ω
[am0ψp−1 − bψ2 − c

ψγ

ψγ+1
− K] wdx 

= ∫
Ω

[−KM0μp−1(λ∗
′  zλ′∗

p−1
− 1)

+ am0K(μzλ∗
′ )p−1

− b(μK
1

p−1zλ∗
′ )2 

     −c
(μK

1

p−1zλ∗
′ )γ

(μK
1

p−1zλ∗
′ )γ + 1

− K]w dx 

≥ ∫
Ω

[(am0 − M0λ∗
′ )(μzλ′∗

)p−1

− bK
3−p

p−1(μzλ∗
′ )2

− c(μK
1

p−1zλ∗
′ )γ 

    +(μp−1 − 1)]Kw dx. 
 کنیم: تعریف می
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H(x): = (am0 − M0λ∗
′ )xp−1 − bK

3−p

p−1x2

− cK
γ−p+1

p−1 xγ

+ (μp−1 − 1). 

مناسبی را پیدا کنیم به طوری  μو  Kپس اگر ما بتوانیم 

xکه برای هر  ∈ [0, μα]  داشته باشیم H(x) ≥ 0 ،

 یک جواب پایینی خواهد بود.  ψآنگاه 

μچون  ≥ H(0)، پس داریم  1 = (μp−1 − 1) ≥ و  0
 بنابراین

H′(x) = xp−2 [(p − 1)(am0 − M0λ∗
′ )

− 2bK
3−p

p−1x3−p

− cγK
γ−p+1

p−1 xp−γ+3]. 

H(μα)دهد که اگر این معنی می ≥ ، آنگاه 0

H(x) ≥  ، یعنی:0

(am0 − M0λ∗
′ )(μα)p−1 − bK

3−p

p−1(μα)2

− cK
γ−p+1

p−1 (μα)γ

+ μp−1 − 1 ≥ 0. 

 دهیم قرار می

G(K) ≔ (am0 − M0λ∗
′ )(μα)p−1 −

bK
3−p

p−1(μα)2 − cK
γ−p+1

p−1 (μα)γ +
μp−1 − 1.  

 کنیم کهیادآوری می

G(0) = (am0 − M0λ∗
′ )(μα)p−1

+ (μp−1 − 1) > 0, 
μزیرا  ≥ am0و  1 > M0 λ∗

 . همچنین داریم ′

G′(K) = −b (
3−p

p−1
) (μα)2K

4−2p

p−1 −

c (
γ−p+1

p−1
) K

γ−2p+2

p−1 (μα)γ < 0.  

 داده شده یک  γو  μبنابراین برای 

K∗ = K∗(a, b, c, μ, γ, m0) > یکتایی وجود  0

G(K∗)دارد به طوری که  =  . چون0
G(K) ≤ (am0 − M0λ∗

′ )(μα)p−1 −

b(μα)2K
3−p

p−1 + (μp−1 − 1) =: G̃(K) , 

 بینیم که می

K∗ ≤ [
(am0−M0λ∗

′)(μα)p−1+(μp−1−1)

bμ2α2 ]

3−p

p−1
≔

K1(a, b, μ, m0). . 

,K1(aکنیم که یادآوری می b, μ, m0)  برای هرμ ∈

[1, μنیز برای  ∗Kباشد. بنابراین کراندار می (∞ ∈

[1,  دهیم: کراندار است. قرار می (∞
K0(a, b, c, m0, γ)

≔ sup 
μ≥1

K∗(a, b, c, μ, m0, γ)

> 0 

 و

K̃ < K0 ( ( , , )y f x y y  a, b, c, m0, γ). 
μ̃با توجه به تعریف پس یک  ≥ وجود دارد به طوری  1

 که 

K̃ < K∗(a, b, c, μ̃, m0, γ)
< K0(a, b, c, m0, γ). 

 کنیم:انتخاب می

ψ = μ̃ K̃
1

p−1 zλ∗
′  

μبا  = μ̃ داریم .G(K̃) ≥  و  0

(am0 − M0λ∗
′ )(μ̃α)p−1 −

bK̃
3−p

p−1(μ̃α)2 − cK̃
γ−p+1

p−1 (μ̃α)γ +

(μ̃p−1 − 1) ≥ 0. 

 خواهد بود.  (1)یک جواب پایینی  ψبنابراین 

سازیم به طوری می (1)برای  zپس ما یک جواب بالایی 

zکه  ≥ ψدهیم . قرار میz = M̅ep که در آن ،

M̅ >  به طوری که 0

alup−1 − bu2 − c
uγ

uγ + 1
− K ≤ M 

uبرای هر  ≥  یک جواب یکتای مثبت epو  0

{
−Δpep = 1 ,    in  Ω ,

ep = 0 ,            on ∂Ω ,
 

wاست. به وضوح برای  ∈ W0
1,p

(Ω) :داریم 
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∫
Ω

|∇z|p−2∇z∇w dx = ∫
Ω

Mw dx ≥

∫
Ω

[alzp−1 − bz2 − c
zγ

zγ+1
− K] w dx. 

و در نتیجه یک جواب  (5)یک جواب بالایی  zبنابراین 
 باشد. می (1)بالایی 

با توجه به اصل ماکزیمم داریم 
∂ep

∂ν
< که  Ω∂روی  0

توانیم باشد. ما میمی Ω∂بردار نرمال خارجی در  νدر آن 

M̅ ≫ zانتخاب کنیم به طوری که  1 = M̅ep ≥ ψ .
دارای یک جواب مثبت  (1) ، مسأله2-1پس طبق لم 

Kبرای هر  < K0(a, b, c, m0, γ)  است و اثبات
 شود. کامل می
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