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  مقدمه -9

جبرهای مختلط و نگاشت  ℬو  𝒜فرض کنید 

𝜑: 𝒜 ⟶ ℬ  .خطی باشد𝜑  یک𝑛–  همریختی

,𝑎1شود اگر برای هر نامیده می 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝒜 

 داشته باشیم

φ(𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛) = 𝜑(𝑎1)𝜑(𝑎2) … 𝜑(𝑎𝑛) 

همریختی روی جبرهای مختلط در  –𝑛مفهوم 
 [8]مطالعه شده است. هرشتاین در [7] ،[4]مقالات
های جردن را معرفی نمود. در واقع همریختی –𝑛مفهوم 

همریختی  –ℬ ،𝑛و  𝒜بین جبرهای  𝜑یک نگاشت 
 شود اگر جردن نامیده می

𝜑(𝑎𝑛) = 𝜑(𝑎)𝑛               (𝑎 ∈ 𝒜 ). 
 

همریختی جردن(  –2همریختی ) –2برای سادگی یک 
نامیم. واضح است که را همریختی )همریختی جردن( می

باشد همریختی جردن می –𝑛 همریختی یک  –𝑛 هر 
همریختی  –𝑛هایی از ولی عکس آن درست نیست. مثال

همریختی نیستند. برای حالت  –𝑛جردن وجود دارد که 
𝑛 = های نشان داده شده بعضی همریختی [9]، در2

ای وجود دارد که همریختی های چند جملهقهجردن روی حل
 –𝑛نشان داده شده است که هر  [5]باشند. درنمی

 –𝑛همریختی جردن بین دو جبر باناخ جابجایی یک 
𝑛باشد که در آن همریختی می ∈  [10]. لی در{2,3,4}
یک عدد طبیعی 𝑛 این مسئله را حالتی که  [6]و گسلمن در
و حل نمودنند. اخیرا این چالش  باشد تعمیم دادهو دلخواه می

 [2]توسط بداغی و اینجبز با کمک ماتریس واندرموند در
بود. برای  [10]و [6]حل شد که روشی متمایز با آنچه در

 ارایه داد [12]حالت ناجابجایی، زلازکو نتیجه زیر را در

 را برای روش دیگر ببینید(. [11]مقاله )همچنین
 

یک جبر باناخ )نه به طور ضروری  𝒜. فرض کنید 9قضیه 

ساده باشند. در یک جبر باناخ جابجایی نیم ℬجابجایی( و 
:𝜑همریختی جردن صورت هر این 𝒜 ⟶ ℬ  یک

 همریختی است.
ساده است هرگاه رادیکال نیم 𝒜کنیم یک جبر یادآوری می
 های چپ مدولارآلایده که اشتراک همه 𝒜جاکوبسون 

دیگر  عبارت باشد، به است، بدیهی 𝒜ماکسیمال 
Rad(𝒜) = همریختی  –3. نتیجه فوق برای {0}

و سپس  [14]در 𝒜 جردن با شرط اضافی یکدار بودن 
یک عدد طبیعی دلخواه  𝑛همریختی جردن که  –𝑛 برای
به اثبات رسید. همچنین  [1]باشد، با همان شرط درمی

𝑛برای هر  ∈ این قضیه بدون شرط یکدار بودن  {3,4}
𝒜 ثابت شد.  [3]و با شرط اضافی زیر در 

(1)     𝜑(𝑎𝑏2) = 𝜑(𝑏2𝑎).      (𝑎, 𝑏𝜖𝐴) 

 

( صدق 1دهیم که در شرط)برای تمامیت کار مثالی ارایه می
 یکدار نیست. 𝒜که جبر کند به طوریمی

 

 فرض کنید :8مثال 

𝒜 = {[
𝑢  𝑎  𝑏
0  0  𝑐
0  0  0

] :  𝑢, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℂ}. 

ا هبا ضرب و جمع معمولی و نرم ماتریس 𝒜در این صورت 
یک جبر بوده که یکدار و جابجایی نیست. نگاشت 

ℎ: 𝒜 ⟶ ℂ  گیریم:را با ضابطه زیر در نظر می 

ℎ ([
𝑢  𝑎  𝑏
0  0  𝑐
0  0  0

]) = 𝑢 

 

𝑋برای هر  ∈ 𝒜   داریمℎ(𝑋3) = ℎ(𝑋)3 بنابراین .
ℎ  همریختی جردن است. در حقیقت، برای هر –3یک 

 𝑋 = [
𝑢  𝑎  𝑏
0  0  𝑐
0  0  0

] ∈ 𝒜 :داریم  

𝑋3 = [
𝑢3      𝑢2𝑎      𝑢2𝑏 + 𝑢𝑎𝑐
0             0                         𝑐
0              0                         0

] 

 
ℎ(𝑋3)پس  = 𝑢3 = ℎ(𝑋)3 یعنی .ℎ  3یک– 

  همریختی جردن است. از طرف دیگر برای هر

𝑋 = [
𝑢  𝑎  𝑏
0  0  𝑐
0  0  0

] ∈ 𝒜 و 𝑌 = [
𝑣  𝛼  𝛽
0  0 𝛾
0  0  0

] ∈ 𝒜 

 

 خواهیم داشت:

 [
𝑢2𝑣      𝑢2𝛼      𝑢2𝛽 + 𝑢𝑎𝛾
0             0                         𝑐
0              0                         0

]  𝑋2𝑌 = 

𝑌𝑋2 = [
𝑣𝑢2      𝑣𝑢𝑎      𝑣𝑢𝑏 + 𝑣𝑎𝑐
0             0                         𝑐
0              0                         0

 در [

 نتیجه:
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ℎ(𝑥2𝑦) = 𝑢2𝑣 = 𝑣𝑢2 = ℎ(𝑦𝑥2) 
𝑛کنیم که برای هر توجه می ≥ 𝑋و برای هر  3 ∈ 𝒜 

ℎ(𝑋𝑛) داریم: = ℎ(𝑋)𝑛. 

بعضی نتایج قابل توجه و مهم در مورد همریختی جردن و 
های باناخ توسط آنها روی جبرپیوستگی خودکار 

قابل  [16]و [15]،[13]تواند در منابعنویسندگان می
 دسترس باشد.

هیم ددر این مقاله تحت شرایط و فرضیات ویژه نشان می

 ℬو 𝒜 بین جبرهای  𝜓همریختی جردن  –𝑛که یک 
 همریختی است. –𝑛یک 

برای ساده شدن محاسبات در این نوشتار برای هر دو عنصر 
𝑎  و𝑏 ما از نماد ضرب لی ،[𝑎. 𝑏] = 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎 

:𝜑کنیم. فرض کنید استفاده می 𝒜 ⟶ ℬ  یک نگاشت
جابجایی است  -ℬ ،𝜑باشد. گوییم  ℬو  𝒜بین جبرهای 

,𝑎اگر برای هر  𝑏 ∈ 𝒜  داشته باشیم
[𝜑(𝑎), 𝜑(𝑏)] = . توجه کنید که هر جبر جابجایی 0

نگاشت همانی  𝐼جابجایی است که در آن  – 𝐼یک جبر 
 باشد.می

 فرض کنید :3مثال 

𝒜 = {[
𝑢  𝑎  𝑏
0  0  𝑐
0  0  0

] :  𝑢, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℂ}و    

ℬ =  {[
𝑎  𝑏
0  0

] :  𝑎, 𝑏 ∈ ℂ} 

:𝜑نگاشت  𝒜 ⟶ ℬ گیریم.را با ضابطه زیر در نظر می 

𝜑 ([
𝑢  𝑎  𝑏
0  0  𝑐
0  0  0

]) = [
𝑢  𝑏
0  0

]. 

 -𝜑یک جبر غیر جابجایی بوده که  ℬدر این صورت 
 جابجایی است.

 
 نتايج اصلي

 𝑒را با  𝒜در سراسر این مقاله عنصر یکه جبر یکدار 
 اساسی که دهیم. این بخش را با یک لمنمایش می

 کنیم.همواره مورد نیاز است آغاز می

 

همریختی جردن از یک  –𝑛یک  𝜑فرض کنید  .4لم 

باشد. در  ℬجابجایی  -𝜑به یک جبر  𝒜جبر یکدار 
𝑎صورت برای هر این ∈ 𝒜 :داریم 

𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑒)𝑛−1𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑒)𝑛−1. 

یک همریختی جردن باشد. برای  𝜑فرض کنید  برهان.

𝑎هر  ∈ 𝒜 :داریم  

𝜑((𝑎 + 3𝑒)
2

− 2(𝑎 + 2𝑒)
2

+ 𝑎2

= 𝜑(𝑎 + 3𝑒)
2

− 2𝜑(𝑎 + 2𝑒)
2

+ 𝜑𝑎2 

𝜑(𝑒)2طبق فرض داریم  = 𝜑(𝑒) رابطه بالا نتیجه .
 (2) دهد که:می

2φ(a) = φ(a)φ(e)
+ φ(e)φ(a)       (a ∈ 𝒜). 

 

  (3)    :از طرف دیگر
[𝜑(𝑎), 𝜑(𝑒)] = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑒) − 𝜑(𝑒)𝜑(𝑎) = 0 

(𝑎 ∈ 𝒜) 

 شود که: ( نتیجه می3( و )2از روابط )
𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑒)

= 𝜑(𝑒)𝜑(𝑎)      (𝑎 ∈ 𝒜). 
 

𝑛برای حالت  =  (4)   داریم: 3

 𝜑 ((𝑎 + 2𝑒)
3

− 2(𝑎 + 𝑒)3 + 𝑎3) =

𝜑(𝑎 + 2𝑒)3 − 2𝜑(𝑎 + 𝑒)3 + 𝜑(𝑎)3
  

 

𝜑(𝑒)3چون  = 𝜑(𝑒)(نتیجه می4. رابطه ) کهدهد :

(5) 

3𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑒)2 + 𝜑(𝑒)2𝜑(𝑎)
+ 𝜑(𝑒)𝜑(𝑎)𝜑(𝑒). 

 (6)   داریم: ℬجابجایی  -𝜑از 
𝜑(𝑎)𝜑(𝑒) = 𝜑(𝑒)𝜑(𝑎)       (𝑎 ∈ 𝒜).        

 

 شود که:( نتیجه می6( و )5از روابط )
𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑒)2 = 𝜑(𝑒)2𝜑(𝑎). 

𝑛به طور مشابه برای  ≥  نیز حکم برقرار است. 4

 

به  𝒜از یک جبر یکدار  𝜑هر همریختی جردن  .8قضیه 

 یک همریختی است اگرℬ جابجایی  -𝜑یک جبر 
(7) 𝜑(𝑎2) = 0 ⟹ 𝜑(𝑎) = 0     (𝑎 ∈ 𝒜 ).  

 

یک همریختی جردن باشد. برای هر  𝜑. فرض کنید برهان

𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜 (8)    : داریم 
𝜑(𝑎𝑏 + 𝑏𝑎) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏) + 𝜑(𝑏)𝜑(𝑎).   
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دهد ( نتیجه می8، )جابجایی است -𝜑 یک جبر ℬچون 
 (9)   که: 

𝜑(𝑎𝑏 + 𝑏𝑎) = 2𝜑(𝑎)𝜑(𝑏). 
برای بدست آوردن نتیجه مطلوب کافیست نشان دهیم که 

𝜑(𝑎𝑏 − 𝑎𝑏) = یک همریختی جردن  𝜑. چون 0
,𝑎است، لذا برای هر  𝑏 ∈ 𝒜، 

𝜑([𝑎, 𝑏]2) = [𝜑(𝑎), 𝜑(𝑏)]2. 
 از طرفی بنابر فرض 

(10)       ([𝑎, 𝑏]2) = [𝜑(𝑎), 𝜑(𝑏)]2 = 0 
𝜑(𝑎𝑏شود که ( نتیجه می10( از رابطه)7با شرط) −

𝑎𝑏) = ( و تساوی اخیر نتیجه 9رو رابطه)و از این 0
 دهد. دلخواه را نشان می

 

از یک جبر یکدار  𝜑همریختی جردن  -3هر  .6قضیه 

𝒜  به یک جبر𝜑- جابجاییℬ (صادق باشد، 7که شرط )
 همریختی است. -3یک 

 

همریختی جردن باشد. برای  -3یک  𝜑. فرض کنید برهان

𝑎هر  ∈ 𝒜 :(11)  داریم 

𝜑((𝑎 + 𝑒)3 − 𝑎3) = 𝜑(𝑎 + 𝑒)3 − 𝜑(𝑎)3 

𝑎چون برای هر  ∈ 𝒜  :داریم[𝜑(𝑎), 𝜑(𝑒)] = 0 
 (12)  دهد که:( نشان می11رابطه)

𝜑(𝑎2) + 3𝜑(𝑎) + 𝜑(𝑒)
= 3𝜑(𝑎)2𝜑(𝑒)
+ 3𝜑(𝑎)𝜑(𝑒) + 𝜑(𝑒)3.   

 (13)  داریم:  4( و لم 12از رابطه)
(φ(𝑎2) = φ(𝑎)2φ(e)         𝑎 ∈ 𝒜    

:𝑓حال نگاشت  𝒜 ⟶ ℬ :را با ضابطه 

 𝑓(𝑎) ≔ 𝜑(𝑎)𝜑(𝑒)  برای هر𝑎 ∈ 𝒜  تعریف
یک همریختی جردن و  𝑓( نگاشت 13کنیم. بنابر رابطه)می
ℬ  یک𝑓-  دهد که نشان می 5جابجایی است. قضیه𝑓 

و  𝑓کند. از تعریف ( صدق می7شرط) یک همریختی و در
 گیریم که:نتیجه می 4لم 

 𝜑(𝑎)𝜑(𝑒) = 𝜑(𝑎)  

 و

𝜑(𝑎𝑏𝑐) = 𝑓(𝑎𝑏𝑐)𝜑(𝑒)
= 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)𝑓(𝑐)𝜑(𝑒)                              

= (𝜑(𝑎)𝜑(𝑒)) (𝜑(𝑏)𝜑(𝑒))(𝜑(𝑐)𝜑(𝑒)) 𝜑(𝑒) 

          = 𝜑(𝑎) (𝜑(𝑏)𝜑(𝑒)2)(𝜑(𝑐)𝜑(𝑒)2) 

   = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)𝜑(𝑐).                       
به لم بعدی نیاز داریم که برهان  6و  5برای تعمیم قضایای 

 آورده شده است. [5]آن در

 

یکدار با عنصر  𝒜دو جبر و  ℬو  𝒜فرض کنید  .7لم 

:𝜑باشند. اگر  𝑒واحد  𝒜 ⟶ ℬ  یک𝑛–  همریختی
𝑎جردن باشد، در این صورت برای هر  ∈ 𝒜 :داریم 

𝜑(𝑎2) = 𝜑(𝑎)2𝜑(𝑒)𝑛−2. 

نشان  [5]در بخش مقدمه بیان نمودیم اسحاقی گرجی در
:𝜑همریختی جردن  –𝑛داد که هر  𝒜 ⟶ ℬ  یک𝑛- 

یک جبر  ℬیک جبر باناخ و  𝒜همریختی است که در آن 
ساده است. در قضیه بعدی، ما شرایط باناخ جابجایی نیم

( 7)جابجایی و رابطه -𝜑را به ترتیب  ℬبیان شده روی 
 دهیم.کاهش می

 

 𝜑همریختی جردن  -𝑛هر  5با شرایط قضیه . 5قضیه 

یک  ℬ جابجایی  -𝜑به یک جبر  𝒜از یک جبر یکدار 
𝑛- .همریختی است 

 

:𝑓نگاشت  .برهان 𝒜 ⟶ ℬ را با ضابطه 

 𝑓(𝑎) ≔ 𝜑(𝑎)𝜑(𝑒)𝑛−2  برای هر𝑎 ∈ 𝒜  تعریف
 -𝑓یک  ℬیک همریختی جردن و  𝑓، 7کنیم. بنابر لم می

یک همریختی  𝑓، 5رو بنابر قضیه جابجایی است. از این
و تعریف  5کند. حال از قضیه صدق می (7است و در شرط)

𝑓 (14)   شود که:نتیجه می 

𝑓(𝑎)𝜑(𝑒) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑒)𝑛−1 = 𝜑(𝑎).  

 ( داریم:14)و رابطه 4بنابر لم 

𝜑(𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛) = 𝑓(𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛)𝜑(𝑒)= 
𝑓(𝑎1)𝑓(𝑎2) … . 𝑓(𝑎𝑛)𝜑(𝑒) 

(𝜑(𝑎2)𝜑(𝑒)𝑛−1) … (𝜑(𝑎𝑛)𝜑(𝑒)𝑛−1) 𝜑(𝑒) =

𝜑(𝑎1)𝜑(𝑎2) … 𝜑(𝑎𝑛)𝜑(𝑒)(𝑛−1)2
= 

𝜑(𝑎1)𝜑(𝑎2) … 𝜑(𝑎𝑛) 

 

جبرهای مثال  ℬو  𝒜نگاشت و  𝜑فرض کنید  :1مثال 

همریختی جردن و به  -𝑛یک  𝜑صورت باشند. در این 3
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کند ( صدق می7همریختی است که در شرط) -𝑛ویژه یک 
 یکدار نیست. 𝒜در حالی که 

 –𝑛طور که در بخش پیشین متذکر شدیم هر همان
:𝜑همریختی جردن  𝒜 ⟶ ℬ  بین دو جبر باناخ

د بعدی این باشد. در پیامهمریختی می –𝑛جابجایی یک 
 ℬروی  جابجایی -𝜑تر یعنی نتیجه را با یک شرط ضعیف

 کنیم.بیان می

 

از یک جبر  𝜑همریختی جردن  –𝑛هر  .91قضیه 

 –𝑛یک ℬ جابجایی  -𝜑به یک جبر  𝒜جابجایی 
گاه یکدار باشد، آن 𝒜همریختی است. علاوه بر آن اگر 

 نگاشت

𝜓(𝑎) ≔ 𝜑(𝑎)𝜑(𝑒)
𝑛−𝑘

𝑘−1(𝑎 ∈ 𝒜) 
𝑛همریختی جردن برای هر  –𝑘یک  ≥ 𝑘 +  است. 1

 

 [1]هایاثبات قسمت اول حکم شبیه برهان برهان.

𝑘است. برای قسمت دوم فرض کنید  [10]و = و  2
𝑛 ≥ :𝜑. همچنین فرض کنید 3 𝒜 ⟶ ℬ  یک𝑛– 

همریختی  –𝑛همریختی جردن باشد که بنابر فرض یک 
 (15)    رو داریم:است. از این

𝜑(𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛)
= 𝜑(𝑎1)𝜑(𝑎2) … 𝜑(𝑎𝑛)      (𝑎1. 𝑎2. … . 𝑎𝑛

∈ 𝒜).    

𝑎1با قرار دادن  = 𝑎2 = 𝑎  و𝑎3 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 𝑒 
𝑛( برای هر 15)در رابطه  ≥ 3 ، 

𝜑(𝑎2) = 𝜑(𝑎)2𝜑(𝑒)𝑛−2. 

𝑛دلخواه و هر  𝑘به طور مشابه برای هر  ≥ 𝑘 + 1 ،
 (16)   خواهیم داشت:

𝜑(𝑎𝑘) = 𝜑(𝑎)𝑘𝜑(𝑒)𝑛−𝑘.  

𝑘فرض کنید  ≥ 𝑛دلخواه و  2 ≥ 𝑘 +  𝜓. از تعریف 1
 شود که:( نتیجه می16و رابطه)

𝜓(𝑎𝑘) = 𝜑(𝑎𝑘)𝜑(𝑒)
𝑛−𝑘

𝑘−1

= 𝜑(𝑎)𝑘𝜑(𝑒)𝑛−𝑘𝜑(𝑒)
𝑛−𝑘

𝑘−1 

= 𝜑(𝑎)𝑘𝜑(𝑒)
𝑘

𝑘−1
(𝑛−𝑘) = 𝜓(𝑎)𝑘 .       

همریختی جردن است که این برهان  –𝑘یک  𝜓بنابراین 
 کند. را تکمیل می
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