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 چکیده

های خاصی از مسائل مقدار مرزی معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه دوازدهم را با استفاده از مقاله حل عددی دستهدر این 

نماییم و رابطه سازگاری این گونه کششی را ارایه می -11دی اسپلاین بنفرمول .ایماسپلاین کششی مورد بحث و بررسی قرار داده

های جدید با مراتب مختلف را ایجاد هایی از روشدسته. رابطه برای حل مسائل استفاده نمائیم ایم تا از ایناسپلاین را بدست آورده

 یها را روی مسائل مختلف آزمایش کرده و بدین طریق کاربرد مفیدهای حاصله را اثبات و کاربرد روشکردیم، همگرایی روش 

جود را مورد بحث و های موبندی کرده و خطای برشی روشمولفر هاایم. شرایط مرزی را برای روشحاصله را در عمل نشان داده

دوازدهم را حل  دهیم. با استفاده از رابطه مفیدی که از اسپلاین کششی بدست آوردیم مسائل مقدار مرزی مرتبهبررسی قرار می

های جدید را نشان وشهای موجود محققین دیگر مقایسه کرده و رجحان و برتری رهای مختلف را با روشکردیم، نتایج روش

 ایم.داده

 

 

 بندی، بررسی همگرایی.ه داوازدهم، اسپلاین کششی، فرمولمسائل مقدار مرزی مرتب های کلیدی:واژه
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 مقدمه -1

 گیریم:وازدهم را به صورت زیر در نظر میدر این مقاله مساله مقدار مرزی مرتبه د
u(12)(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑢),      𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 
𝑎, 𝑏, 𝑥 ∈ ℝ                           (1)  

        با شرایط مرزی

𝑢(2𝑚)(𝑎) = 𝑣𝑚, 𝑢
(2𝑚)(𝑏) = 𝑣

_

𝑚 (2               )  

𝑣و  𝑣𝑚که 
_

𝑚  برای𝑚 = ,𝑓(𝑥و  𝑢(𝑥)ضرایب حقیقی و  8,1,2,3,4,1 𝑢)  توابع پیوسته در بازه[𝑎, 𝑏] .هستند 

ضی، های دیگر از ریازی از جریان ویسکوالاستیک و شاخهسامقدار مرزی مراتب بالاتر در مدل این نوع از مسائل

 شوند.فیزیک و علوم مهندسی ناشی می

ی افقی نا آیند برای مثال زمانیکه یک لایهوجود میهای زیادی به دیفرانسیل مراتب بالاتر در زمینهمعادلات 

سیال در همان مسیر یز در سراسر شود و یک میدان مغناطیسی یکنواخت ند از سیال، از زیر حرارت داده میمحدو

ثباتی به عنوان همرفت عادی شود، زمانی که بیثباتی( شروع میلت ناپایداری )بیشود در این حابکار گرفته می

ثباتی در حد بالاتر شود. زمانی که بیسازی میمسائل مقدار مرزی مرتبه دهم مدل )معمولی( شروع شود توسط

 .]1[شودسازی میی مرتبه دوازدهم مدلئل مقدار مرزباشد، توسط مسا

 1117هایهایی که برای حل مسائل مقدار مرزی مرتبه دوازدهم توسط صدیقی و همکارانش در سالبرخی از روش

و  .]4-2[باشدهای درجه دوازدهم و سیزدهم میای و اسپلاینبرده شده، اسپلاین غیر چندجمله ، به کار2880تا 

برای  ] 0-1 [هایی مانند روش تفاضلات متناهی، روش تکرار تغییرات، روش اصلاح شده آدومیان، همچنین روش

روش لاگرانژ بهبود یافته  ]1[همکارانش حل مسائل مقدار مرزی مرتبه دوازدهم به کار برده شده است. موسائی و 

خواص تابع مقدار ویژه را مورد مطالعه  ]18[اند. علیزاده ای به کار گرفتهرای حل مسائل مقدار مرزی دو نقطهرا ب

 قرار داده است. 

های گذاری قراردادها، پژوهشگران متعددی، روشضا برای ابزار مالی و مساله قیمتهای اخیر با افزایش تقادر سال

 . ]14-11[اندین مسائل را مورد توجه قرار دادهعددی و تحلیلی را برای حل ا

ئه روشی هستیم که مشکلات و موانع آن برای حل مسائل مقدار مرزی مرتبه دوازدهم ما در این مقاله به دنبال ارا

توان، از عملیات لازم را بهینه نماید، می کم شده و همچنین به جواب تحلیلی، همگرا باشد و الگوریتمی که تعداد

دار مرزی خطی و مسائل مق، اریم با استفاده از اسپلاین کششیاسپلاین اسپلاین کششی استفاده کرد. و سعی د

-همراه با مسائل مقدار مرزی، روش های مناسب برای تقریب شرایط مرزیخطی را حل کنیم و با ایجاد روشغیر

 هایی با دقت بالا و با مراتب همگرایی بالاتر ارائه دهیم.

لف مبتنی بر اسپلاین هایی با مراتب مختروش ایجاد و تعریف درصدد مرتبه دوازدهم،برای حل مسائل مقدار مرزی 

,𝑎]یبازه در را مسائل این 𝑢(𝑥) که جواب هستیم خاصیکششی  -11 𝑏]، ی لذا بازه .زند تقریب[𝑎, 𝑏] به ،𝑛 

𝑥𝑖نقاط  از ی مساوی، با استفادهزیر بازه = 𝑎 + i ، 𝑖 = 8,1, . . . , 𝑛 − ℎ و با طول گام  1 =
𝑏−𝑎

𝑛
-افراز می 

 گیریم:این مقاله به صورت زیر در نظر میکنیم. برای دسترسی به این هدف تابع اسپلاین را در 
 

 ρ = Span{1, x, x2, … , x13, cosh(kx), sinh(kx)} 
 

kتوجه شود که  =
θ

h
 .تواند حقیقی یا مختلط باشدمی  
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آوریم تا از این رابطه مفید برای حل کششی را بدست می -11مفید  اسپلاین  رابطه 2در این مقاله در بخش 

خطای  4زی و در بخش بندی شرایط مرفرمول 3استفاده نمائیم. در بخش  مرتبه دوازدهممسائل مقدار مرزی 

 گردد.نتایج عددی بحث و بررسی می 6بخش آنالیز همگرایی و سرانجام در  1آید و در بخش برشی بدست می

 

 کششي -18اسپلاين  - 8

,𝑥𝑖] [ی در زیر بازه 𝑢(𝑥)، را برای درونیابی تابع  𝑆𝑖(𝑥)کششی،  -11تابع اسپلاین  𝑥𝑖+1  و𝑖 = 8,1,2, . . . , 𝑛 −

 گیریم:به صورت زیر در نظر می 1

𝑆𝑖(𝑥) =∑ 𝑎ij(𝑥 − 𝑥𝑖)
𝑗

13

𝑗=8
+ 𝑏𝑖coshk(𝑥 − 𝑥𝑖) + 𝑐𝑖sinhk(𝑥 − 𝑥𝑖),  (3)  

 

𝑗برای  𝑎𝑖𝑗که  = 8,1,2, … ,𝑐𝑖و  13, 𝑏𝑖 برای اسپلاین  قیقی هستند و با نمایش روابط ذیلضرایب نامعین و ح

 کششی، داریم: -11

𝑆𝑖(𝑥𝑙) = 𝑢𝑙 , 𝑆𝑖
(2)(𝑥𝑙) = 𝑚𝑙 , 𝑆𝑖

(4)(𝑥𝑙) = 𝑀𝑙 ,  
𝑆𝑖
(6)(𝑥𝑙) = 𝑧𝑙 , 𝑆𝑖

(0)(𝑥𝑙) = 𝑉𝑙 , 𝑆𝑖
(18)(𝑥𝑙) = 𝑛𝑙 ,  

𝑆𝑖
(12)(𝑥𝑙) = 𝑣𝑙 , 𝑆𝑖

(14)(𝑥𝑙) = 𝐿𝑙 ,  
𝑙 = 𝑖, 𝑖 + 1,   𝑖 = 8,1,2, . . . , 𝑛 − 1.     (4)  

 

را بدست آوریم به  𝑢𝑖و تابع درونیاب  𝑣𝑖ای بین مشتق مرتبه دوازدهم اسپلاین کششی خواهیم رابطهچون می

-( استفاده می4چهاردهم در شرایط )همین دلیل از مشتقات مراتب دوم، چهارم، ششم، هشتم، دهم، دوازدهم و 

، سوم، تفاده از پیوستگی مشتق مرتبه اولتوان بدست آورد و با اس( را می3)(، ضرایب 4ه از شرایط )کنیم. با استفاد

 پنجم، هفتم، نهم، یازدهم و سیزدهم یعنی: 

𝑆𝑖−1
(𝜆)(𝑥𝑖) = 𝑆𝑖

(𝜆)(𝑥𝑖)  
 ،𝜆 = 1,3,1,7,1,11,13 

 

𝑖که  𝑢𝑖و مقادیر تابع درونیابی شده  𝑣𝑖رابطه نهایی بین مشتق مرتبه دوازدهم  = 1,2, . . . , 𝑛  را 
 

 آوریم. در نتیجه خواهیم داشت:بدست می

 
𝛼1(𝑢𝑖−7 + 𝑢𝑖+7) + 𝛼2(𝑢𝑖−6 + 𝑢𝑖+6) +  
𝛼3(𝑢𝑖−1 + 𝑢𝑖+1) + 𝛼4(𝑢𝑖−4 + 𝑢𝑖+4) +  
𝛼1(𝑢𝑖−3 + 𝑢𝑖+3) + 𝛼6(𝑢𝑖−2 + 𝑢𝑖+2) +  
𝛼7(𝑢𝑖−1 + 𝑢𝑖+1) + 𝛼0𝑢𝑖 =  
−ℎ12(𝛽1(𝑣𝑖−7 + 𝑣𝑖+7) + 𝛽2(𝑣𝑖−6 + 𝑣𝑖+6) +  
𝛽3(𝑣𝑖−1 + 𝑣𝑖+1) + 𝛽4(𝑣𝑖−4 + 𝑣𝑖+4) +  
𝛽1(𝑣𝑖−3 + 𝑣𝑖+3) + 𝛽6(𝑣𝑖−2 + 𝑣𝑖+2) +  
𝛽7(𝑣𝑖−1 + 𝑣𝑖+1) + 𝛽0𝑣𝑖),  
𝑖 = 6,7, . . . , 𝑛 − 7.                 (1)  

 

 بطوریکه
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𝛼1 =
−1

𝛾
(13! 𝜃12(𝜃 − sinh(𝜃))),  

𝛼2 =
1

𝛾
(2(13!)𝜃12(6𝜃 + 𝜃cosh(𝜃) − 7sinh(𝜃))),  

𝛼3 =
−1

𝛾
(13! 𝜃12(67𝜃 + 24𝜃cosh(𝜃) − 11sinh(𝜃))),  

𝛼4 =
1

𝛾
(4(13!)𝜃12(10𝜃 + 33𝜃cosh(𝜃) − 11sinh(𝜃))),  

𝛼1 =
−1

𝛾
(11(13!)𝜃12(11𝜃 + 48𝜃cosh(𝜃) − 11sinh(𝜃))),  

𝛼6 =
1

𝛾
(22(13!)𝜃12(46𝜃 + 41𝜃cosh(𝜃) − 11sinh(𝜃))),  

𝛼7 =
−1

𝛾
(33(13!)𝜃12(43𝜃 + 40𝜃cosh(𝜃) − 11sinh(𝜃))),  

𝛼0 =
1

𝛾
(264(13!)𝜃12(6𝜃 + 7𝜃cosh(𝜃) − 13sinh(𝜃))),  

𝛾 = (116𝜃(11! + 161(0!)𝜃2 + 332648𝜃4 +  
7128𝜃6 + 118𝜃0 + 𝜃18) + (−13! +  
𝜃12)sinh(𝜃)),  
𝛽1 =

1

𝛾
(13! 𝜃 + 26(11!)𝜃3 + 143(1!)𝜃1 +  

1716(6!)𝜃7 + 17168𝜃1 + 116𝜃11 +  
𝜃13 − 13! sinh(𝜃)),  
𝛽2 =

1

𝛾
(−(2(𝜃(13! + 26(11!)𝜃2 +  

143(1!)𝜃4 + 1231128𝜃6 + 17168𝜃0 +  
116𝜃18 + 𝜃12)cosh(𝜃) − 3(−2(13!)𝜃 − 

26(11!)𝜃3 + 421(1!)𝜃1 + 23474008𝜃7 +  
1424208𝜃1 + 12004𝜃11 + 1363𝜃13 +  
364(11!)sinh(𝜃))))),  

𝛽3 =
1
𝛾
((𝜃(67(13!) + 102(11!)𝜃2 − 

16111(1!)𝜃4 + 681610248𝜃6 + 

216336128𝜃0 + 23176412𝜃18 + 

1471727𝜃12) − 12𝜃(−2(13!) − 

26(11!)𝜃2 + 421(1!)𝜃4 + 23474008𝜃6 +  
1424208𝜃0 + 12004𝜃18 + 

1363𝜃12)cosh(𝜃) − 11(13!)sinh(𝜃))), 
𝛽4 =

1

𝛾
(4(𝜃(−10(13!) + 206(11!)𝜃2 +  

6721(1!)𝜃4 − 071103608𝜃6 + 

142011328𝜃0 + 74101876𝜃18 + 

11301487𝜃12) − 1𝜃(172(11!) + 

341141688𝜃2 − 320640328𝜃4 + 

33311848𝜃6 + 12817728𝜃0 + 

1207172𝜃18 + 02287𝜃12)cosh (𝜃) + 

11(13!)sinh(𝜃))), 
𝛽1 =

1

𝛾
((3𝜃(107(13!) + 𝜃2(−1010(11!) +  

𝜃2(6721(1!) + 1811186248𝜃2 − 

163414208𝜃4 + 212001732𝜃6 + 

141107807𝜃0))) − 188𝜃(−27310011128 

+𝜃2(26(11!) + 𝜃2(176432216− 

72011608𝜃2 + 11268312𝜃4 + 
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1120708𝜃6 + 118661𝜃0)))cosh(𝜃) − 

1881(13!)sinh(𝜃))), 
𝛽6 =

1

𝛾
(2(𝜃(−186(13!) + 𝜃2(6734(11!) +  

𝜃2(−74183(1!) + 2610866008𝜃2 − 

276636368𝜃4 + 27437124𝜃6 + 

771177471𝜃0))) − 11𝜃(33(13!) + 

𝜃2(−318(11!) + 𝜃2(002161208+ 

171118488𝜃2 − 127184128𝜃4 + 

17831268𝜃6 + 20210761𝜃0)))cosh(𝜃) +  
1881(13!)sinh(𝜃))), 

𝛽7 =
1
𝛾
(3(3𝜃(24116(11!) + 

𝜃2(−13711217688+ 𝜃2(200717(0!) −  
1627171048𝜃2 + 204011168𝜃4 − 

112467212𝜃6 + 211020171𝜃0))) − 

0𝜃(−66(13!) + 𝜃2(1814(11!) + 

𝜃2(−14443(1!) + 748876408𝜃2 − 

13824368𝜃4 − 28138316𝜃6 + 

121460411𝜃0)))cosh(𝜃) − 

1881(13!)sinh(𝜃))), 

𝛽0 =
1
𝛾
(24(𝜃(−66(13!) + 

𝜃2(1814(11!) + 𝜃2(−14443(1!) + 

748876408𝜃2 − 13824368𝜃4 − 

28138316𝜃6 + 121460411𝜃0))) − 

7𝜃(11(13!) + 𝜃2(−102(11!) + 

𝜃2(3883(1!) − 286331048𝜃2 + 

13213168𝜃4 − 22234212𝜃6 + 

27801301𝜃0)))cosh(𝜃) + 

143(13!)sinh(𝜃))). 
𝑘 اگر (،1ی )برای رابطه → 𝜃، از طرفی  8 = 𝑘ℎ  بنابراین𝜃 →  آنگاه خواهیم داشت: 8

(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼1, 𝛼6, 𝛼7, 𝛼0) → 

(1, −0,11,32, −311,160, −1741,2112), 
(𝛽1, 𝛽2, 𝛽3, 𝛽4, 𝛽1, 𝛽6, 𝛽7, 𝛽0) → 
−1

31(13!)
(1,32712,13024731,040818112, 

11841221121,182776110120, 
311307110411,447130017472), 

 

زدهم بدست خواهد آمد. ای درجه پانواهد بود که از اسپلاین چندجملهای خ( رابطه1ن مقادیر، ضرایب رابطه )با ای

,𝑎](، بازه 1( با رابطه اسپلاین )1سازی معادله )برای گسسته 𝑏]  را به تعداد𝑛 + 𝑥𝑖نقطه،  1 = 𝑎 + ih  که𝑖 =

8,1,2, . . . , 𝑛  با طول گام ℎ =
𝑏−𝑎

𝑛
 کنیم:فرض می کنیم،ی از هم قرار دارند افراز میکه به فاصله مساو 

𝑣𝑖 = 𝑢𝑖
(12) = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑢𝑖) = 𝑓𝑖 ≡ 𝑓(𝑥𝑖, 𝑢(𝑥𝑖))  

𝑛)کششی،  -11( از اسپلاین 1و با جایگذاری در رابطه ) − 𝑛)معادله،  (13 + 𝑖که  𝑢𝑖مجهولی  (1 =

8,1,2,3, . . . , 𝑛 آید:به صورت زیر بدست می 
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𝛼1(𝑢𝑖−7 + 𝑢𝑖+7) + 𝛽1ℎ
12(𝑓(𝑥𝑖−7, 𝑢𝑖−7) +  

𝑓(𝑥𝑖+7, 𝑢𝑖+7)) + 𝛼2(𝑢𝑖−6 + 𝑢𝑖+6) +  
𝛽2ℎ

12(𝑓(𝑥𝑖−6, 𝑢𝑖−6) + 𝑓(𝑥𝑖+6, 𝑢𝑖+6)) +  
𝛼3(𝑢𝑖−1 + 𝑢𝑖+1) + 𝛽3ℎ

12(𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑢𝑖−1) +  
𝑓(𝑥𝑖+1, 𝑢𝑖+1)) + 𝛼4(𝑢𝑖−4 + 𝑢𝑖+4) +  
𝛽4ℎ

12(𝑓(𝑥𝑖−4, 𝑢𝑖−4) + 𝑓(𝑥𝑖+4, 𝑢𝑖+4)) +  
𝛼1(𝑢𝑖−3 + 𝑢𝑖+3) + 𝛽1ℎ

12(𝑓(𝑥𝑖−3, 𝑢𝑖−3) +  
𝑓(𝑥𝑖+3, 𝑢𝑖+3)) + 𝛼6(𝑢𝑖−2 + 𝑢𝑖+2) + 

𝛽6ℎ
12(𝑓(𝑥𝑖−2, 𝑢𝑖−2) + 𝑓(𝑥𝑖+2, 𝑢𝑖+2)) +  

𝛼7(𝑢𝑖−1 + 𝑢𝑖+1) + 𝛽7ℎ
12(𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑢𝑖−1) +  

𝑓(𝑥𝑖+1, 𝑢𝑖+1)) + 𝛼0𝑢𝑖 + 𝛽0ℎ
12𝑓(𝑥𝑖 , 𝑢𝑖) = 8,  

𝑖 = 7,0, . . . , (𝑛 − 7).                            (6)  

 بندی مرزی فرمول -3

𝑛)( شامل 6سیستم ) − 𝑛)معادله و  (13 + مجهول است، برای بدست آوردن جواب، برای این سیستم، نیاز  (1

𝑢(𝑎)(، دو معادله 2به شرایط مرزی ) به چهارده معادله دیگر داریم، بنا = 𝑣8 و𝑢(𝑏) = 𝑣
_

هستند و دوازده  8

 کنیم:یف می(، به صورت زیر تعر2ده از )معادله دیگر را با استفا

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (𝑖)∑ 𝛾1,𝑖𝑢𝑖

0

𝑖=8
+∑ ℎ2𝑖𝑎

~

1,𝑖𝑢8
(2𝑖)

1

𝑖=1
= ℎ12 ∑ 𝛿1,𝑖𝑢𝑖

(12)
17

𝑖=8
+ 𝑡1,

(ii)∑ 𝛾2,𝑖𝑢𝑖
1

𝑖=8
+∑ ℎ2𝑖𝑎

~

2,𝑖𝑢8
(2𝑖)

1

𝑖=1
= ℎ12 ∑ 𝛿2,𝑖𝑢𝑖

(12)
17

𝑖=8
+ 𝑡2,

(iii)∑ 𝛾3,𝑖𝑢𝑖
18

𝑖=8
+∑ ℎ2𝑖𝑎

~

3,𝑖𝑢8
(2𝑖)

1

𝑖=1
= ℎ12 ∑ 𝛿3,𝑖𝑢𝑖

(12)
17

𝑖=8
+ 𝑡3,

(iv)∑ 𝛾4,𝑖𝑢𝑖
11

𝑖=8
+∑ ℎ2𝑖𝑎

~

4,𝑖𝑢8
(2𝑖)

1

𝑖=1
= ℎ12 ∑ 𝛿4,𝑖𝑢𝑖

(12)
17

𝑖=8
+ 𝑡4,

(𝑣)∑ 𝛾1,𝑖𝑢𝑖
12

𝑖=8
+∑ ℎ2𝑖𝑎

~

1,𝑖𝑢8
(2𝑖)

1

𝑖=1
= ℎ12 ∑ 𝛿1,𝑖𝑢𝑖

(12)
17

𝑖=8
+ 𝑡1,

(vi)∑ 𝛾6,𝑖𝑢𝑖
13

𝑖=8
+∑ ℎ2𝑖𝑎

~

6,𝑖𝑢8
(2𝑖)

1

𝑖=1
= ℎ12 ∑ 𝛿6,𝑖𝑢𝑖

(12)
17

𝑖=8
+ 𝑡6,

(vii)∑ 𝛾6,𝑖𝑢𝑛−𝑖
13

𝑖=8
+∑ ℎ2𝑖𝑎

~

6,𝑖𝑢𝑛
(2𝑖)

1

𝑖=1
= ℎ12 ∑ 𝛿6,𝑖𝑢𝑛−𝑖

(12)
17

𝑖=8
+ 𝑡𝑛−6,

(viii)∑ 𝛾1,𝑖𝑢𝑛−𝑖
12

𝑖=8
+∑ ℎ2𝑖𝑎

~

1,𝑖𝑢𝑛
(2𝑖)

1

𝑖=1
= ℎ12 ∑ 𝛿1,𝑖𝑢𝑛−𝑖

(12)
17

𝑖=8
+ 𝑡𝑛−1,

(ix)∑ 𝛾4,𝑖𝑢𝑛−𝑖
11

𝑖=8
+∑ ℎ2𝑖𝑎

~

4,𝑖𝑢𝑛
(2𝑖)

1

𝑖=1
= ℎ12 ∑ 𝛿4,𝑖𝑢𝑛−𝑖

(12)
17

𝑖=8
+ 𝑡𝑛−4,

(𝑥)∑ 𝛾3,𝑖𝑢𝑛−𝑖
18

𝑖=8
+∑ ℎ2𝑖𝑎

~

3,𝑖𝑢𝑛
(2𝑖)

1

𝑖=1
= ℎ12 ∑ 𝛿3,𝑖𝑢𝑛−𝑖

(12)
17

𝑖=8
+ 𝑡𝑛−3,

(xi)∑ 𝛾2,𝑖𝑢𝑛−𝑖
1

𝑖=8
+∑ ℎ2𝑖𝑎

~

2,𝑖𝑢𝑛
(2𝑖)

1

𝑖=1
= ℎ12 ∑ 𝛿2,𝑖𝑢𝑛−𝑖

(12)
17

𝑖=8
+ 𝑡𝑛−2,

(xii)∑ 𝛾1,𝑖𝑢𝑛−𝑖
0

𝑖=8
+∑ ℎ2𝑖𝑎

~

1,𝑖𝑢𝑛
(2𝑖)

1

𝑖=1
= ℎ12 ∑ 𝛿1,𝑖𝑢𝑛−𝑖

(12)
17

𝑖=8
+ 𝑡𝑛−1,

 (7                      )  

 

توان ضرایب ریتم زیر و نرم افزار مسمتیکا میا بسط دهیم،  به کمک الگو( ر7اگر با سری تیلور معادله های )

 ( را به بدست آورد. بنابراین:7مجهول در رابطه )
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{
 
 
 
 

 
 
 
 ∑ 𝛾𝑘,𝑖

𝑗

𝑖=8
= 8,

1
(2𝑚−1)!

(∑ 𝑖2𝑚−1𝛾𝑘,𝑖
𝑗

𝑖=1
) = 8,

1

(2𝑛)!
(∑ 𝑖2𝑛𝛾𝑘,𝑖

𝑗

𝑖=1
) + 𝑎

~

𝑘,𝑛 = 8,

1

12!
(∑ 𝑖12𝛾𝑘,𝑖

𝑗

𝑖=1
) = ∑ 𝛿𝑘,𝑖

17
𝑖=8

,

1

𝑙!
(∑ 𝑖𝑙𝛾𝑘,𝑖

𝑗

𝑖=1
) =

1

𝑟!
(∑ 𝑖𝑟𝛿𝑘,𝑖

17
𝑖=8

).

(0)     

𝑚که  = 1,2,3,4,1,6  ،𝑛 = 𝑟  و 1,2,3,4,1 = 1,2, . . . ,17, 𝑙 = 12 + 𝑟. 

𝑘( به جای 0الف( اگر در سیستم ) = 1, 𝑗 = 𝛾1,7و  0 = −0, 𝛾1,0 = -ایب مجهول در معادلهقرار دهیم، ضر 1

,(𝑥ii)های  (𝑖) ( بدست می7در ).آید 

𝑘( به جای 0ب( اگر در سیستم ) = 2, 𝑗 = 𝛾2,7و  1 = 11, 𝛾2,0 = −0, 𝛾2,1 = رار دهیم، ضرایب مجهول ق 1

,(𝑥i)های در معادله (𝑖𝑖) ( بدست می7در ).آید 

𝑘( به جای 0ج( اگر در سیستم ) = 3, 𝑗 = 𝛾3,0و  18 = 11, 𝛾3,1 = −0, 𝛾3,18 = 𝛾3,7و  1 = رار دهیم، ق 32

,(𝑥)های ضرایب مجهول در معادله (𝑖𝑖𝑖) ( 7در) آید.بدست می 

𝑘( به جای 0ح( اگر در سیستم ) = 4, 𝑗 = ,و  11 𝛾4,1 = 11, 𝛾4,18 = −0, 𝛾4,11 = 1  𝛾4,0 = 32 𝛾4,7 =

,(i𝑥)های رار دهیم، ضرایب مجهول در معادلهق ,311− (𝑖𝑣) ( بدست می7در ).آید 

𝑘( به جای 0خ( اگر در سیستم ) = 1, 𝑗 = 𝛾1,18و  12 = 11, 𝛾1,11 = −0, 𝛾1,12 = 𝛾1,7و  1 = 160, 𝛾1,0 =

−311, 𝛾1,1 = ,(viii)های رار دهیم، ضرایب مجهول در معادلهق ,32 (𝑣) ( بدست می7در ).آید 

𝑘( به جای 0د( اگر در سیستم ) = 6, 𝑗 = ,و  13 𝛾6,11 = 11, 𝛾6,12 = −0, 𝛾6,13 = 1, 𝛾6,18 = 32 𝛾6,7 =

−1741, 𝛾6,0 = 160, 𝛾6,1 = ,(vii)های رار دهیم، ضرایب مجهول در معادلهق 311− (𝑣𝑖) ( بدست می7در ).آید 
 

 خطای برشي - 0

دهیم بسط می 𝑥𝑖( را با استفاده از سری تیلور حول 1ها، خطای برشی رابطه )برای بدست آوردن کلاسی از روش

 از بسط دادن و ساده کردن خواهیم داشت: که بعد

𝑇𝑖 = 𝜎8𝑢𝑖 + 𝜎1ℎ
2𝑢𝑖

(2)
+

1

12
𝜎2ℎ

4𝑢𝑖
(4)
+  

2

6!
𝜎3ℎ

6𝑢𝑖
(6)
+

2

0!
𝜎4ℎ

0𝑢𝑖
(0)
+

2

18!
𝜎1ℎ

18𝑢𝑖
(18)  

+(
2

12!
𝜎6 + 𝜚8)ℎ

12𝑢𝑖
(12)

+ (
2

14!
𝜎7 +  

𝜚1)ℎ
14𝑢𝑖

(14)
+ (

2

16!
𝜎0 +

1

12
𝜚2)ℎ

16𝑢𝑖
(16)

+  

(
2

10!
𝜎1 +

2

6!
𝜚3)ℎ

10𝑢𝑖
(10)

+ (
2

28!
𝜎18 +  

2

0!
𝜚4)ℎ

28𝑢𝑖
(28)

+ (
2

22!
𝜎11 +

2

18!
𝜚1)ℎ

22𝑢𝑖
(22)  

+(
2

24!
𝜎12 +

2

12!
𝜚6)ℎ

24𝑢𝑖
(24)

+ (
2

26!
𝜎13 +  

2

14!
𝜚7)ℎ

26𝑢𝑖
(26)

+ (
2

20!
𝜎14 +  

2

16!
𝜚0)ℎ

20𝑢𝑖
(20)

+ (
2

38!
𝜎11 +  

2

10!
𝜚1)ℎ

38𝑢𝑖
(38)
+. ..  

𝑖 = 7,0, . . . , 𝑛 − 7.                     (1)  
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 که 
𝜎8 = 2(𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼1 + 𝛼6 + 𝛼7) +𝛼0,  
𝜎𝑖 = 72𝑖𝛼1 + 62𝑖𝛼2 + 12𝑖𝛼3 + 42𝑖𝛼4 + 32𝑖𝛼1  
+22𝑖𝛼6 + 𝛼7,   𝑖 = 1,2, . . . ,11,   
𝜚8 = 2(𝛽1 + 𝛽2 + 𝛽3 + 𝛽4 + 𝛽1 + 𝛽6 + 𝛽7)  
+𝛽0, 
𝜚𝑗 = 72𝑗𝛽1 + 62𝑗𝛽2 + 12𝑗𝛽3 + 42𝑗𝛽4 +  
32𝑗𝛽1 + 22𝑗𝛽6 + 𝛽7,   𝑗 = 1,2, . . . ,1,  
 

 ها:کلاسي از روش
 

 :(𝜒1)روش مرتبه دوم  0-1

 اگر

𝛼1 = 8, 𝛼2 =
1

12
, 𝛼3 = −1, 𝛼4 =

11

2
,  

𝛼1 = −
11

3
, 𝛼6 =

161

4
, 𝛼7 = −66, 𝛼0 = 77,  

𝛽1 = 8, 𝛽2 = 8, 𝛽3 = 8, 𝛽4 = 8, 𝛽1 = 8,  
𝛽6 = 8, 𝛽7 = 8, 𝛽0 = −

1

12
  

𝑇𝑖شوند و لذا خطای برشی روش میحذف  ℎ2 ،ℎ4  ،...،ℎ12در نظر بگیریم، ضرایب  = 𝑂(ℎ
شود و از می (14

𝑢𝑖یعنی  (، مشتق مرتبه دوازدهم6طرفی چون مساله مقدار مرزی از مرتبه دوازدهم است )در سیستم )
را  (12)

شود و روشی از مرتبه دوم، با خطای برشی می  𝑂(ℎ2)گیریم که دقت روش قریب می زنیم( بنابراین نتیجه میت

𝑇𝑖 =
1

24
ℎ14𝑢𝑖

(14)
+ 𝑂(ℎ16) .خواهیم داشت ، 

 

 :(𝝌𝟐) روش مرتبه چهارم 0-8

 اگر

𝛼1 =
1

6
, 𝛼2 = −

0

3
, 𝛼3 =

111

6
, 𝛼4 = −

240

3
,  

𝛼1 =
1441

6
, 𝛼6 = −

1416

3
, 𝛼7 =

1121

2
,  

𝛼0 = −008, 𝛽1 = 𝛽2 = 𝛽3 = 𝛽4 = 8,  
𝛽1 = 𝛽6 = 𝛽7 = 8, 𝛽0 =

1

3
  

𝑇𝑖شوند و لذا خطای برشی روش حذف می  ℎ2  ،ℎ4  ،...،ℎ14در نظر بگیریم، ضرایب  = 𝑂(ℎ
شود و از می (16

شود و می 𝑂(ℎ4)گیریم که دقت روش ه دوازدهم است بنابراین نتیجه میطرفی چون مساله مقدار مرزی از مرتب

𝑇𝑖روشی از مرتبه چهارم، با خطای برشی  =
1

128
ℎ16𝑢𝑖

(16)
+𝑂(ℎ10).خواهیم داشت ، 

 

 : (𝜒3)وش مرتبه ششم ر 0-3

 اگر

 𝛼1 =
1

41
, 𝛼2 = −

306

771
, 𝛼3 =

3161

771
, 

𝛼4 = −
14036

771
, 𝛼1 =

41411

771
, 𝛼6 = −

17430

771
,  
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𝛼7 =
112817

771
, 𝛼0 = −

176800

771
, 𝛽1 = 8,  

𝛽2 = 𝛽3 = 𝛽4 = 𝛽1 = 𝛽6 = 8,  𝛽7 =
1

11
,  𝛽0 =

2

41
  

𝑇𝑖شوند و لذا خطای برشی روش حذف می  ℎ2  ،ℎ4  ،...،ℎ16در نظر بگیریم، ضرایب  = 𝑂(ℎ
شود، می (10

𝑇𝑖شود و روشی از مرتبه ششم، با خطای برشی می 𝑂(ℎ6)گیریم که دقت روش بنابراین نتیجه می =

1821ℎ10𝑢𝑖
(10)

3126168
+ 𝑂(ℎ28) .خواهیم داشت ، 

 

 :  (𝜒4) روش مرتبه هشتم 0-0

 اگر

𝛼1 =
1

1821
, 𝛼2 = −

2813

321344
, 𝛼3 =

1847

08336
,  

𝛼4 = −
11141

168672
, 𝛼1 =

01011

08336
, 𝛼6 = −

728643

321344
,  

𝛼7 =
142127

48160
, 𝛼0 = −

331411

08336
, 𝛽1 = 8,  

𝛽2 = 𝛽3 = 𝛽4 = 𝛽1 = 8, 𝛽6 =
1

1128
,  

𝛽7 =
1661

6426008
, 𝛽0 =

28103

12013768
  

𝑇𝑖شوند و لذا خطای برشی روش حذف می  ℎ2  ،ℎ4  ،...،ℎ10در نظر بگیریم،  ضرایب  = 𝑂(ℎ
شود و می (28

𝑇𝑖با خطای برشی  از مرتبه هشتم،شود و روشی می 𝑂(ℎ0)دقت روش  =
126733ℎ28𝑢𝑖

(28)

114340011288
+ 𝑂(ℎ22)،  خواهیم

 داشت.

 

 : (𝜒1)روش مرتبه دهم  0-8

 اگر

𝛼1 =
1

126733
, 𝛼2 = −

2114

3120723
,  

𝛼3 =
33141

3120723
, 𝛼4 = −

108244

3120723
, 𝛼1 =

114231

3120723
,  

𝛼6 = −
1321262

3120723
, 𝛼7 =

2128613

3120723
, 𝛼0 = −

2471032

3120723
,  

𝛽1 = 𝛽2 = 𝛽3 = 𝛽4 = 8, 𝛽1 =
1

460728
,  

𝛽6 =
344127

1188301168
, 𝛽7 =

631861

3168112704
,  

𝛽0 =
761127

2178114100
  

𝑇𝑖شوند و لذا خطای برشی روش حذف می ℎ2  ،ℎ4  ،...،ℎ28در نظر بگیریم، ضرایب  = 𝑂(ℎ
شود و دقت می  (22

𝑇𝑖با خطای برشی  شود و روشی از مرتبه دهم،می  𝑂(ℎ18)روش  =
38433ℎ22𝑢𝑖

(22)

70411821123288
+ 𝑂(ℎ24).خواهیم داشت ، 

 

 : (𝜒6)روش مرتبه دوازدهم  0-6

 اگر

𝛼1 =
1

38433
, 𝛼2 = −

2868

38433
, 𝛼3 =

24643

38433
,  

𝛼4 = −
131488

38433
, 𝛼1 =

411121

38433
, 𝛼6 = −

1814772

38433
,  
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𝛼7 =
1623431

38433
, 𝛼0 = −

1013136

38433
, 𝛽1 = 8,  

𝛽2 = 𝛽3 = 8, 𝛽4 =
1

382488
, 𝛽1 =

107061

2388734088
,  

𝛽6 =
0120131

2388734088
, 𝛽7 =

37730123

2388734088
,  

𝛽0 =
4076331

104810704
  

𝑇𝑖شوند و لذا خطای برشی روش حذف می  ℎ2  ،ℎ4  ،...،ℎ22در نظر بگیریم، ضرایب  = 𝑂(ℎ
شود و دقت می (24

𝑇𝑖با خطای برشی  شود و روشی از مرتبه دوازدهم،می 𝑂(ℎ12)روش  =
241811ℎ24𝑢𝑖

(24)

6632742348224888
+ 𝑂(ℎ26) خواهیم ،

 داشت.

 

 : (𝜒7)روش مرتبه چهاردهم  0-7

 اگر

𝛼1 =
−1

241811
, 𝛼2 =

−23806

166113001
, 𝛼3 =

17301

0760811
,  

𝛼4 =
−1118636

166113001
, 𝛼1 =

6111181

166113001
,  

𝛼6 =
−14032010

166113001
, 𝛼7 =

23078047

166113001
,  

𝛼0 =
−27010720

166113001
, 𝛽1 = 𝛽2 = 8,  

𝛽3 =
1

4117804088
, 𝛽4 =

148627

36143011818168
,  

𝛽1 =
218413763

221663114383368
, 𝛽6 =

16661231

1410318221608
,  

𝛽7 =
31043183

033328120168
, 𝛽0 =

110700411

2803388322488
  

𝑇𝑖شوند و لذا خطای برشی روش حذف می  ℎ2  ،ℎ4  ،...،ℎ24ضرایب  در نظر بگیریم، = 𝑂(ℎ
شود و می  (26

𝑇𝑖با خطای برشی  شود و روشی از مرتبه چهاردهم،می  𝑂(ℎ14)دقت روش  = −
44231111ℎ26𝑢𝑖

(26)

217018140841342280888
+

𝑂(ℎ20) .خواهیم داشت 

 

 : (𝜒0)روش مرتبه شانزدهم  0-5

 اگر
𝛼1 = 1, 𝛼2 = −0, 𝛼3 = 11, 𝛼4 = 32,  
𝛼1 = −311, 𝛼6 = 160, 𝛼7 = −1741, 𝛼0 = 2112,   
𝛽1 =

−7411

1387674360888
, 𝛽2 =

11813

326110112888
,  

𝛽3 =
−6142811

110071400888
, 𝛽4 =

−610826001

163411216888
,  

𝛽1 =
−12262137331

1387674360888
, 𝛽6 = −

113107211213

326110112888
,  

𝛽7 = −
621148217603

431011416888
, 𝛽0 = −

16211186661

27243216888
  

𝑇𝑖شوند و لذا خطای برشی روش حذف می  ℎ2  ،ℎ4  ،...،ℎ26در نظر بگیریم،  ضرایب  = 𝑂(ℎ
شود و می  (20

𝑇𝑖شود و روشی از مرتبه شانزدهم، با خطای برشی می 𝑂(ℎ16)دقت روش  =
−01ℎ20𝑢𝑖

(20)

31401344888
+𝑂(ℎ38) خواهیم ،

 داشت.
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 : (𝜒1)روش مرتبه هجدهم  0-9

 اگر

 𝛼1 =
−1

0161173
, 𝛼2 =

11110

31182136301
,  

𝛼3 =
−213187

31182136301
, 𝛼4 =

1821140

31182136301
,  

𝛼1 =
−2186817

31182136301
, 𝛼6 =

4163314

31182136301
,  

𝛼7 = −
6441171

31182136301
, 𝛼0 =

7287464

31182136301
,  

𝛽1 =
1

4217(11!)
, 𝛽2 =

18301361

3601080328881(13!)
,  

𝛽3 =
207483101143

31182136301(11!)
, 𝛽4 =

1363620010717

207413840168318(11!)
,  

𝛽1 =
380318241314173

31182136301(11!)
, 𝛽6 =

608401131631127

3601080328881(13!)
,  

𝛽7 =
711801471100733

171114601181(14!)
, 𝛽0 =

184111370810361

47111180168861(11!)
  

𝑇𝑖شوند و لذا خطای برشی روش حذف می ℎ2  ،ℎ4  ،...،ℎ20در نظر بگیریم،  ضرایب  = 𝑂(ℎ
شود و دقت می  (38

𝑇𝑖شود و روشی از مرتبه هجدهم، با خطای برشی می  𝑂(ℎ10)روش  =
13701111121ℎ38𝑢𝑖

(38)

31182136301(11!)
+ 𝑂(ℎ32) خواهیم ،

 داشت.

 

 آنالیز همگرايي  - 8

توان به ( می7( همراه با شرایط مرزی )6) کنیم. سیستمی روش مرتبه شانزدهم را بررسی میدر این بخش همگرای

 فرم ماتریسی زیر نوشت:

 𝐴8𝑈 + ℎ
12Bf(𝑈) = 𝑅                    (18)  

 

𝑓(𝑢)که  = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1)
𝑡 های و ماتریس𝐵, 𝐴8  از مرتبه ،(𝑛 − 1) × (𝑛 − ، و به صورت زیر تعریف (1

 کنیم: می
𝐴8 = (𝑃𝑛−1(1,2,1))4(𝑃𝑛−1(−1,4, −1))3 + 2(𝑃𝑛−1(1,2,1))3(𝑃𝑛−1(−1,4, −1))3 −
18(𝑃𝑛−1(1,2,1))6 + 72(𝑃𝑛−1(1,2,1))1 − 432(𝑃𝑛−1(1,2,1))3,  

 که
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𝑓(𝑈)و  = diag(𝑓(𝑥𝑖, 𝑢𝑖))  که𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 − 𝑛یک ماتریس از مرتبه  1 −  است. 1

 کنیم: فرض می

𝐴8𝑈
_

+ ℎ12Bf(𝑈
_

) = 𝑅 + 𝑇  (13     )                        

𝑙که بردار  = 1,2, . . . , 𝑛 − 1, 𝑈
_

= 𝑢(𝑥𝑙)  جواب دقیق و𝑇 = [𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛−1]  خطای برشی هستند. از

 ( داریم:13( و )18)

[𝐴]𝐸 = [𝐴8 + ℎ
12BF(𝑈)]𝐸 = 𝑇, (14                 )  

,که  𝐸 = 𝑈
_

−𝑈 = [𝑒1, 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛−1]
𝑡 𝑓(𝑈

_

) − 𝑓(𝑈) = 𝐹(𝑈)𝐸  و𝐹(𝑈) = diag {
𝜕𝑓𝑖

𝜕𝑢𝑖
𝑖برای  { =

1,2, . . . , 𝑛 − 𝐴که  𝐴8.برای اثبات معکوس پذیری  1 = 𝐴8 + ℎ
12BF(𝑈)  :داریم ، 

𝐴8 = (𝑃𝑛−1(1,2,1))4(𝑃𝑛−1(−1,4, −1))3 +  
2(𝑃𝑛−1(1,2,1))3(𝑃𝑛−1(−1,4, −1))3 −  
18(𝑃𝑛−1(1,2,1))6 + 72(𝑃𝑛−1(1,2,1))1 −432(𝑃𝑛−1(1,2,1))3,  

 

 داریم: ]11[و بنابه 

||𝑃−1(1,2,1)|| ≤
(𝑏−𝑎)2

0ℎ2 ,                (11)  

 

 داریم: ]16[و همچنین با استفاده از 

||𝑃−1(−1,4, −1)|| ≤
1

2
,                  (16)  

 

𝐴8||نامنفرد و همچنین  𝐴8در نتیجه به وضوح ماتریس 
−1|| < 𝜔  و𝜔 ( یک عدد مثبت است||.   ∞𝐿نرم   ||

 است (.

||𝑀||و  𝑁یک ماتریس مربع از مرتبه  𝑀اگر .  1-8لم  < 𝐼)باشد  1 + 𝑀)−1  وجود دارد و||(𝐼 +

𝑀)−1|| ≤
1

(1−||𝑀||)
. 

 ] 17[اثبات: 

𝐴8]ماتریس . 8-8لم  + ℎ
12BF(𝑈)] ( نامنفرد است هرگاه 14در )𝑌 <

1

ωλh12 که||𝐵|| ≤ 𝜆  و𝑌 =

max|
𝜕𝑓𝑙

𝜕𝑢𝑙
|, 𝑙 = 1,2, . . . , 𝑛 − 1. 

(𝜆 =
41101218367120463181111430313

03176040011011246040888888
.||و    است(.  ∞𝐿نرم   ||

 می دانیماثبات: 
[𝐴8 + ℎ

12BF(𝑈)] = 𝐴8[𝐼 + ℎ
12𝐴8

−1BF(𝑈)]  
 

𝐼]، 1-1بنابراین بنابه لم  + ℎ12𝐴8
−1BF(𝑈)]  داریم : 1-1معکوس پذیر است و همچنین بنابه لم 

ℎ12||𝐴8
−1BF(𝑈)|| ≤ ℎ12||𝐴8

−1||||𝐵||||𝐹(𝑈)|| < 1,  (17 )                       

 (، 11)با استفاده از 

||𝐵|| ≤
41101218367120463181111430313

03176040011011246040888888
= 𝜆  
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||𝐹(𝑈)||خواهد بود و همچنین  ≤ 𝑌 = max|
𝜕𝑓𝑙

𝜕𝑢𝑙
𝑙که   | = 1,2, . . . , 𝑛 − در این صورت با استفاده از  1

 آوریم:بدست می( 17)

𝑌 <
1

ωλh12.  

𝑙برای  𝑢𝑙( و 2( با شرایط مرزی )1جواب دقیق مساله مقدار مرزی ) 𝑢(𝑥𝑙)فرض کنیم . 1-8قضیه =

1,2, . . . , 𝑛 −  ( باشد در این صورت داریم:7( و )6جواب تقریبی بدست آمده از حل سیستم غیر خطی ) 1
||𝐸|| ≡ 𝑂(ℎ16) 

 ( را می توانیم به صورت زیر بنویسیم:14معادله ) اثبات:
𝐸 = (𝐴8 + ℎ

12BF(𝑈))−1𝑇 

   = (𝐼 + ℎ12𝐴8
−1BF(𝑈))−1𝐴8

−1𝑇, 
||𝐸|| ≤ ||(𝐼 + ℎ12𝐴8

−1BF(𝑈))−1||||𝐴8
−1||||𝑇||, 

ℎ12||𝐴8بنابراین اگر 
−1||||𝐵||||𝐹(𝑈)|| <  آنگاه داریم: 1

||𝐸|| ≤
||𝐴8

−1||||𝑇||

1−ℎ12||𝐴8
−1||||𝐵||||𝐹(𝑈)||

,         (10)  

 همچنین داریم:

||𝑇|| ≤
418610463326823344114111711

18607118(23!)
ℎ20𝑀20,  (11     )         

 

𝑀20که  = max|𝑢
(20)(𝜉)|, 𝑎 ≤ 𝜉 ≤ 𝑏  و از طرفی 

𝛼1 = 1, 𝛼2 = −0, 𝛼3 = 11, 𝛼4 = 32, 
𝛼1 = −311, 𝛼6 = 160, 𝛼7 = −1741, 
𝛼0 = 2112, 𝛽1 = −

7411

11!
, 𝛽2 =

11813

0118(11!)
,  

𝛽3 = −
6142811

32768(18!)
, 𝛽4 = −

610826001

4811(11!)
,  

𝛽1 = −
12262137331

11!
, 𝛽6 = −

113107211213

0118(11!)
,  

𝛽7 = −
621148217603

1(14!)
, 𝛽0 = −

16211186661

71871(1!)
,  

𝐴8|| ( و 11(، )10)های از نابرابری
−1|| < 𝜔   ،||𝐹(𝑈)|| ≤ 𝑌  و||𝐵|| ≤ 𝜆 :داریم 

||𝐸|| ≤
418610463326823344114111711 ωh20𝑀20

18607118(23!)(1−ωλh12𝑌)
≡ 𝑂(ℎ16 

 

 نتايج عددی -6

,𝛼0بریم و با انتخاب مرزی مرتبه دوازدهم،  به کار می (، برای حل مسائل مقدار6در این بخش روش ) … , 𝛼2, 𝛼1 

,𝛽1و  𝛽2, . . . , 𝛽0 ( روش1های مختلف از رابطه )های هایی از مرتبه𝑂(ℎ2𝑛)  برای𝑛 = 1,2, . . . خواهیم  1,

و  𝑢(𝑥𝑖)را با روشی که در این مقاله معرفی کردیم، حل کرده و به کمک جواب دقیق  4-1های داشت. مثال

𝑢(𝑥𝑖)|ماکزیمم خطا، یعنی   𝑢𝑖تقریبی  − 𝑢𝑖|  را به ازایℎ کنیم. مختلف در نقاط گره ای محاسبه می های

 7 تا1 هایهای دوم، ششم، دهم، چهاردهم و هجدهم در جدولی مرتبههاماکزیمم خطای بدست آمده برای روش

. ] 1، 3[های دیگر مقایسه کردیم را با روش 4 تا1 هایایم. ماکزیمم خطای بدست آمده در مثاللیست کرده

 رسم کردیم. ℎهای مختلف واب دقیق و تقریبی را با طول گامشکلی از ج 4 تا 1 های همچنین برای مثال

 گیریم: زیر را در نظر میمساله مقدار مرزی خطی . 1ل مثا
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𝑢(12)(𝑥) = −𝑥𝑢(𝑥) − (128+ 23𝑥 + 𝑥3)𝑒𝑥,   
  8 ≤ 𝑥 ≤ 1,  
𝑢(8) = 𝑢(2)(8) = 8, 𝑢(1) = 8,  
𝑢(4)(8) =

1

3
𝑢(6)(8) =

1

6
𝑢(0)(8) =  

1

18
𝑢(18)(8) = −0,  

𝑢(2)(1) =
1

4
𝑢(4)(1) =

1

1
𝑢(6)(1) =  

1

16
𝑢(0)(1) =

1

21
𝑢(18)(1) = −4𝑒,  

𝑢(𝑥) مسالهاین  دقیقجواب  = 𝑥(1− 𝑥)𝑒𝑥 .است 

ℎهای این مثال را با طول گام =
1

22
,

1

44
,

1

00
,

1

176
,

1

312
 دوم، ششم، دهم، چهاردهم و هجدهمهای به روش مرتبه 

 2و  1های  مقایسه کردیم، نتایج در جدول ] 3[حل کرده و ماکزیمم خطای مطلق را محاسبه و با روش مرجع 

 درج شده است.

 گیریم: زیر را در نظر میمساله مقدار مرزی خطی . 8مثال 

𝑢(12)(𝑥) = 𝑢(𝑥) − 12(2𝑥cos(𝑥) + 11sin(𝑥)),  
−1 ≤ 𝑥 ≤ 1  

 با شرایط مرزی 

𝑢(−1) = 8,  
𝑢(2)(−1) = −4cos(−1) − 2sin(−1), 
𝑢(4)(−1) = 0cos(−1) − 12sin(−1), 
𝑢(6)(−1) = −12cos(−1) + 38sin(−1), 
𝑢(0)(−1) = 16cos(−1) − 16sin(−1), 
𝑢(18)(−1) = −28cos(−1) + 18sin(−1), 
𝑢(1) = 8, 𝑢(2)(1) = 4cos(1) + 2sin(1), 
𝑢(4)(1) = −0cos(1) − 12sin(1), 
𝑢(6)(1) = 12cos(1) + 38sin(1), 
𝑢(0)(1) = 16cos(1) − 16sin(1), 
𝑢(18)(1) = 28cos(1) + 18sin(1), 

𝑢(𝑥) مسالهاین  دقیقجواب  = (𝑥2 − 1)sin(𝑥) .است 

ℎاین مثال را با طول گام های  =
1

22
, … ,

1

784
حل کرده  دوم، ششم، دهم، چهاردهم و هجدهمبه روش مرتبه های  

درج شده  4و  3مقایسه کردیم، نتایج در جدول های   ]3[و ماکزیمم خطای مطلق را محاسبه و با روش مرجع 

 است.

 :  ]0، 6[گیریم  زیر را در نظر میمساله مقدار مرزی غیر خطی  .3مثال 

𝑢(12)(𝑥) =
1
2
𝑒−𝑥𝑢2(𝑥),8 ≤ 𝑥 ≤ 1, 

 با شرایط مرزی

𝑢(8) = 𝑢(2)(8) = 𝑢(4)(8) = 𝑢(6)(8) = 

𝑢(0)(8) = 𝑢(18)(8) = 2, 
𝑢(1) = 𝑢(2)(1) = 𝑢(4)(1) = 𝑢(6)(1) = 

𝑢(0)(1) = 𝑢(18)(1) = 2𝑒, 
𝑢(𝑥) مسالهاین  دقیقجواب  = 2𝑒𝑥 .است 
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ℎهای این مثال را با طول گام =
1

22
,

1

44
,

1

00
,

1

176
حل  چهاردهم و هجدهمدوم، ششم، دهم، های به روش مرتبه 

 درج شده است. 1نتایج در جدول کرده و ماکزیمم خطای مطلق را محاسبه و 

 گیریم: زیر را در نظر میمساله مقدار مرزی غیر خطی  . 0مثال 

𝑢(12)(𝑥) = (11!)𝑒−12𝑢(𝑥) − 2(11!)(1 + 𝑥)−12, 

8 ≤ 𝑥 ≤ 𝑒
1
3 − 1, 

 با شرایط مرزی 
𝑢(8) = 8, 𝑢(2𝑖)(8) = −(2𝑖 − 1)!,  

𝑢 (𝑒
1
3 − 1) =

1

3
, 𝑢(2𝑖) (𝑒

1
3 − 1) = 𝑒−

2
3
𝑖𝑢(2𝑖)(8),  

𝑖 = 1, . . . ,1. 
𝑢(𝑥) مسالهاین  دقیقجواب  = Ln(1 + 𝑥) .است 

ℎهای این مثال را با طول گام =
1

32
, … ,

1

112
حل کرده  دوم، ششم، دهم، چهاردهم و هجدهمهای به روش مرتبه 

درج شده  7و  6 های مقایسه کردیم، نتایج در جدول ]1[و ماکزیمم خطای مطلق را محاسبه و با روش مرجع 

 است.
 

 گیرینتیجه

ای زی مرتبه دوازدهم، دو نقطههای تقریبی برای مسائل مقدار مرلب ارائه شده در این مقاله، جواببا توجه به مطا

را به ترتیب با استفاده از اسپلاین پانزده کششی بدست آوردیم. همگرایی روش را نیز بحث و بررسی کرده و روشی 

ششی با اعمال شرایط مرزی دادیم که روند اسپلاین ک ایم. همچنین نشانبالاتر ایجاد کردههمگرایی مراتب با 

و همچنین  های موجود دیگر آن برخوردار استا از کارایی بالاتری نسبت به روشگیر خطمناسب، با کاهش چشم

 باشند. مطلوب میارای دقت کافی و کارایی نشان دادیم که نتایج محاسبه شده با استفاده از این روش د
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