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  گروه ریاضی، واحد ملارد، دانشگاه آزاد اسلامی، تهران، ایران

  

  

  

  23/01/1400تاریخ پذیرش مقاله:    02/12/1398تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

 - ولترا  با مشتقات جزیی دو بعديدر مقاله حاضر، روش جدیدي براي حل تقریبی معادلات انتگرال دیفرانسیلی 

 .بلوك پالس ارایه شده است هاي برنشتاین دو بعدي و توابعفردهلم با شرایط اولیه با استفاده از ترکیب چند جمله

شود که از توابع ترکیبی براي این منظور، ماتریس عملیاتی انتگرال و مشتق و انتگرال ضرب خارجی معرفی می

اي از معادلات جبري را هاي عملیاتی ساختار محاسباتی مورد استفاده براي مجموعهتریساستفاده از این ما .است

تجزیه و تحلیل همگرایی و برخی از  .کندبراي حل معادلات انتگرال دیفرانسیل جزیی بطور قابل توجهی ساده می

  .نتایج عددي نیز براي نشان دادن اثربخشی و صحت روش ارایه شده است

  

معادلات دیفرانسیل انتگرال دیفرانسیل  اي برنشتاین دو بعدي؛ توابع بلوك پالس؛چند جمله کلیدي:هاي  واژه

 .ماتریس عملیاتی فردهلم با مشتقات جزیی؛ -ولترا 

                                                 
  Email : rostamiysr@iaumalard.ac.ir                                            دار مکاتبات:                                        . عهده*

                                    

هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  مقدمه .1

معادلات انتگرال دیفرانسیل با مشتقات جزیی 

(PIDE) هاي مختلف علوم در بسیاري از زمینه

]، 4کاربرد دارند مانند سیالات [ فیزیک و مهندسی

]، امور 7پلاسما[ ، فیزیک]6]، دینامیک [5برق[

هاي سال ] و غیره. در9]، مواد بیولوژیکی[8مالی[

اخیر راه حل عددي این کلاس از معادلات مورد 

هاي عددي توجه محققان قرار گرفته است. روش

) PID( متنوعی براي حل چندین نوع از معادلات

]، تفاضلات 1[ هاي عملیاتیماتریسمانند 

و موجک لژاندر و  ]11]، روش گالرکین[10محدود[

  باشند.] می12-13برنولی[

یک جواب  بدست آوردنهدف اصلی این مقاله 

یفرانسیل غیر خطی تقریبی براي معادلات انتگرال د

  با مشتقات جزیی دو بعدي فردهلم -ولترا 

(2D-NVFPIDEs) از فرم زیر: 

1 1 1
0 0

1 1

2 2 2
0 0

( , ) ( , )

( , , , ) ( ( , ))

( , , , ) ( ( , ))

( , ),

y xx

x y

v v x y v x y

K x y H v d d

K x y H v d d

f x y

      

      

 







 

 

 )1(  

  

 با شرط اولیه   0       , 0   v x v x
 

. به طوریکه است

( , )v x y در بازه  تابع مجهول حقیقی

([0,1] [0,1])    1است و پارامترهاي 2,  

1و توابع  2, ,f K K باشند و معلوم می

( , ) ,0 ,0x y x y      .نظور به م

) تضمین وجود و یکتایی جواب )v C   فرض

توابع  کنیممی    ,  v x y
 

)و  , )f x y اندازه  به

1 کافی هموار باشند. توابع 2 ,H H  عملگر غیر

  خطی هستند.

ز رویکرد پیشنهادي براي حل این مشکل استفاده ا

باشد که از خواص توابع اي میي توابع پایهتعداد

متعامد یکه  ايپالس و چند جملهمتعامد بلوك 

خطی انتگرال برنشتاین براي تبدیل معادله غیر

قابل حل  به معادلات جبريدیفرانسیل جزیی 

همچنین ماتریس عملیاتی حاصل  شود.استفاده می

اي دو انتگرال و ادغام آنها از ترکیب چند جمله

 (2D-HBB)پالس  بلوك بعدي برنشتاین و توابع

تواند روش میارایه شده است، بدین معنی که این 

هاي عددي بسیار دقیقی در مقایسه با تابع راه حل

متعامد ثابت براي حل معادلات دو بعدي معادلات 

 انتگرال دیفرانسیل جزیی ایجاد کند.

برنشتاین  به اختصار به چند جمله هاي 2بخش  در

  پالس و ترکیب توابع  بلوك هاي توابعو ویژگی

در  2D-NVFPIDپردازیم. براي حل معادلات می

هاي عددي را با ماتریس عملیاتی ، الگوریتم3بخش 

، تحلیل همگرایی روش 4در بخش  .دهیمتوسعه می

، در سرانجام .دهیمپیشنهادي را مورد بحث قرار می

، نتایج عددي براي تایید صحت و کارایی 5بخش 

 شود. این مقاله با نتیجهروش پیشنهادي بیان می

  .رسدگیري به پایان می

 
اي برنشتاین و توابع بلوك جملهترکیب چند .2

  پالس

دهیم در این بخش برخی از تعاریف اولیه را ارایه می

  گیرند.که بیشتر مورد استفاده قرار می

  

به  N هاي برنشتاین درجه اي: چند جمله1 تعریف

 :]2[شرح زیر است 

( ) (1 ) ; 0,1,..., ,N N n
Nn

N
B x x x n N

n
 

   
 

)2(    

  

درحالیکه    NnB xشود تعریف می [0,1] روي بازه

و     1  N اي پایه برنشتاین از درجه جملهچند

  N .وجود دارد 

  

 (2D-BPFs): توابع بلوك پالس دوبعدي 2 تعریف

روي بازه    1 2( , ) 0, 0,x y T T   به صورت زیر  
  



 17                                                                             ...  یک رویکرد محاسباتی کارآمد توسط ماتریس عملیاتی توابع ترکیبی
 

   

  ]:3شوند [تعریف می

)3(
1 1 2 2

( , )

1 ( 1) ,( 1)

0

ijb x y

i h x ih j h y jh

else



     



  

  

1حالیکه  در 21,2,..., , 1,2,...,i N j N   با

1مقادیر ثابت  2,N N
گیریمو همچنین در نظر می 

1 1 1 2 2 2/ , /h T N h T N  و ib برابر i امین

  باشد. در این مقاله فرض تابع بلوك پالس می

1کنیم می 2 1T T   .BPF 0,1]ها روي بازه) 

چندین ویژگی دارند که از مهمترین این خواص 

توان به ناسازگاري، متعامد و کامل بودن اشاره می

,کرد. خاصیت ناسازگاري را براي  1, 2,...,i j n 

  توان به صورت زیر بیان کرد:را می

1 1

1 1 2 2

1 2 1 2( , ) ,
( , ) ( , )

0

i j

i j i j

b x y i i j j
b x y b x y

else

 



)4(  

  

  شود:ویژگی متعامد بودن نیز به صورت زیر بیان می

1 1 2 2

1 1 1 2 1 2

0 0

1 ,
( , ) ( , )

0
i j i j

i i j j
b x y b x y dxdy

else

 
 


  )5(  

  

طوري است که براي هرخاصیت کامل بودن به

( , )g x y   1وقتی 2,N N  به بینهایت میل

کند اتحاد پارسوال برقرار خواهد بود. بنابراین هر 

تابع   ,  g x y (0,1]) که روي بازه [0,1)) 

تواند به شکل بسط پذیر است میمربع انتگرال

 ها نوشته شود:BPFsمحدود از 

)6                   (
2 1

1 1

( , ) ( , )
N N

ij ij
j i

g x y g b x y
 
  

  

هاي دوبعدي اي: ترکیب چند جمله3تعریف

برنشتاین و توابع بلوك پالس به شکل زیر تعریف 

  .شوندمی

1 1

1 2

2 2

1
,

( 1, 1)
1

0

( , )

nm

injm

i i
x

N N
B N x i N y j

j j
y

N N

else

x y


 

   

 











)7(  

  

2D-HBBکه مجموعه توابع  براي  

1 2

1

   1 ,  2 ,  . . . ,   ,    1 ,  2 ,  . . . ,   ,

     0 ,1  ,  . . . , 1

i N j N

n N

 

 
  

  

,  1, 0    2و   . . . , 1m N  متعامد هستند در 

i, حالیکه j مرتبه توابع بلوك پالس و ,n m  مرتبه

  باشند.اي برنشتاین میجملهچند

  

  تقریب توابع .1.2

این قسمت تقریب توابع دلخواه  در
2( , ) ( )g x y  L  2را با استفادهD-HBB 

 ]:14کنیم[بیان می

1 1 2 2

1 0 1 0

1 1

1 0 1 0

( , ) ( , )

( , ) ( , ),

injm injm
i n j m

N N N N
T

injm injm
i n j m

g x y g x y

g x y G x y





   

   

 

   



 





)8(  

  

G,در حالی که   هایی از مرتبه بردار
2 2

1 2( ) 1N N  اي زیر هستند:با مولفه      

2

1 2

1 2 1 1 2

1010 101( 1)

1110 1( 1)1( 1)

1( 1)2( 1) ( 1)( 1)

( , ) [ ( , ),..., ( , ),

( , ),..., ( , ),

( , ),..., ( , )]

N

N N

T
N N N N N

x y x y x y

x y x y

x y x y

 

 

 



 

   

 

)9(  

2 1 2

1 2 1 1 2 2

1010 101( 1) 1110 1( 1)1( 1)

1( 1)2( 1) ( 1) ( 1)

[ ,..., , ,...,

, ,..., ]

N N N

T
N N N N N N

G g g g g

g g

  

   


)10(  

  

injmgو ضرایب مجهول 
 

براي   1 2 , / , /   x y i NjN 

 آیند:صورت زیر بدست میبه
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)11   (      

1 2

( , ), ( , )

( , ), ( , )

1 ( , )

! !

injm

injm

injm injm

n m

n m n m

g x y x y
g

x y x y

g x y

N N n m x y



 





 
  

  

  

  

)و همچنین تابع  , , , )K x y   در فضاي
2 ( ),0 , , , 1x y    L توان به را می

 صورت زیر تقریب بزنیم:

1 1 2 2 1 1 2 21 1 1 1

1 0 1 0 1 0 1 0

( , ) ( , )

( , , , )

( , ) ( , )

N N N N N N N N

injmpqlr injm pqlr

i n j m p q l r

T

k x y

K x y

x y K

   

 

 

   

       



 

 )12(  

( , ), ( , , , ), ( , )

( , ), ( , ) ( , ), ( , )

injm pqlr

injm injm pqlr pqlr

injmpqlr

x y k x y

x y x y
k

   

      
 )13(  

  

  عملیاتی انتگرال. ماتریس 2.2

) انتگرال بردار , )x y ) را به صورت 9در معادله (

 زیر داریم:

)14  (

0
0

0

( , ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ( ) ( )) ( , ),

y
y

y

y y

x d x d

x d

I Q x Q x y

   

 



   

    

    

 

  

  

به طوریکه  , , ,yQ diag Q Q Q   ماتریسی

2از مرتبه  2
1 2 1 2( ) ( )N N N N باشد ومی    Q 

ماتریس عملیاتی انتگرال از مرتبه 
1 2 1 2( ) ( )NN NN 

  ]:15آید [به شکل زیر بدست می

)15  (            

...

0 ...

0 0 ...

0 0 0 ...

W L L L

W L L

Q W L

W

 
 
 
 
 
 
  

    

  

  

2هایی از مرتبه ماتریس L و Wکه  2N N   

 صورت زیر هستند:بهباشند که می

2 2 2

2 2

1

2

1 1 1
0

1 1 1

1 1
0 0

1 11

1
0 0 0

1

0 0 0 0

N N N

N N
L

N

N

 
   
 
 
  
 
 
  
 
 
 







    

  

)16(  

 )17          (     

1

1 0 0 0

0 1 0 0
1

0 0 0 0

0 0 0 1

W
N

 
 
 
 
 
 
  





    





  

  

اي جملهماتریس عملیاتی انتگرال از چند W که

ي بازه برنشتاین رو 1 11/ , /i N i N .است  

را  2D-HBBهمچنین ماتریس عملیاتی انتگرال 

 توان به صورت زیر بدست آورد:می

0 0 0 0

0 0

( , ) ( ) ( )

( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( )

( )( ( ) ( )) ( , ),

x y x y

x y

d dd d

d d Q x Q y

Q Q x y P x y

      

   



   

      

    

   

 
)18(  

  

P که Q Q  ماتریسی از مرتبه
2 2

1 2 1 2( ) ( )N N N N باشد.می 

  

  . ماتریس عملیاتی مشتق3.2

ما یک روش جدید براي محاسبه ماتریس عملیاتی 

 .کنیممشتق  براي ترکیب توابع را معرفی می

)مشتقات بردار  , )x y ) را  )9تعریف شده در

 .توان به شکل زیر بیان نمودمی

 

 

,   ( ( ) ( ))

( ) ( )

( )( ( ) ( )) ,x

x y x y
x x

x y
x

D I x y D x y

 
   

 


  


     

 (19) 

   

xD که داریم D I 
  و 
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,   ( ( ) ( ))

( ) ( )

( )( ( ) ( )) ,y

x y x y
y t

x y
y

I D x y D x y

 
   

 


   



     

 (20) 

  

yDکه  I D  به طوریکه D  با مرتبه

1 2 1 2N N N N
ماتریس عملیاتی مشتق نامیده  

 شود می

1

2

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 2 0 0 0
1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

D
N

N

 
 
 
 
 

  
 
 
 
  









     





    (21) 

  

و همچنین براي مشتقات جزیی دیگراز ماتریس

( , )x y:خواهیم داشت 

( , ) ( , )
n m

n m
x y RS x y

x y


  

 
              (22) 

   

) که داریم )n
xR D I  )  و    )m

yS I D     

  

 . انتگرال ضرب خارجی4.2

را  2D-HBB انتگرال ضرب خارجی از بردارهاي

  صورت زیر بدست آورد:توان بهمی

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

0 0

1 1

0 0

1 1

0 0

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( ( ) ( ) )( ( ) ( ) )

T

T
i n j m i n j m

T T
i n i n j m j m

B x y x y dxdy

x y x y dxdy

x x dx y y dy

b b

 

   

  





 

 

 

 

 )23(  

  

یک ماتریس قطري از مرتبه  b    بردار 

1 2 1 2N N N N باشدمی. 

)24       (        1 2

1

1
, ,..., ,nb diag b b b

N
  

,1  ها براي ibکه  2,...,  i n به شکل زیر است  

)25        (          
1

0
1

1
( ) ( )T

ib T y T y dy
N

   

  

  ضرب. ماتریس عملیاتی 5.2

از ویژگی زیر براي ضرب دو بردار توابع ترکیبی نیز 

 استفاده خواهد شد:

)26(         T(x,y) (x,y) = G (x,y),G    

  

هاي ماتریس G) و بردار10بیان شده در ( G  بردار

2عملیاتی ضرب از مرتبه  2
1 2 1 2( ) ( )N N N N  به

 باشد:-شکل زیر می

)27(    
 

 
1 211 12 ( 1)( 1), , , ,N NG diag G G G     

  

i,...,11,2براي  ijGدر حالی که ماتریس N  و

21,2,...,j N  1از مرتبه 2 1 2NN NN باشدمی 

)28( 

 

   

   

1 2

1 2

1 1 1 2 1 1

1 1 2 1

1 1

0

0 0

i j i j i n j n

i j i n j n

ij

i j

g g g

g g
G

g

 

 

 
 
 
  
 
 
 





   



   

  

 توانیم جمله انتگرالمی )26( با خصوصیات مهم

را به یک معادله جبري NVFPID  از معادلات ولترا

  .تبدیل کنیم

  

  . الگوریتم عددي3

  در این بخش براي تقریبی جواب معادله 

2D-NVFPID )1( هاي عملیاتی ترکیب از مارتیس

  .کنیمتوابع معرفی شده در قسمت قبلی استفاده می

)1گیریمدر نظر می ( , )) [ ( , )]H v v     و

2 ( ( , )) [ ( , )]H v v      که,   اعداد

 yvمثبت هستند. ما کار را با تقریب 
و 

0 0( , ) ( )v x y v x کنیم:شروع می 
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( , ) ( , ),T
yv x y C x y  )29    (                    

( , ) ( , )Tf x y F x y  )30    (                       

)31           (                 
0 0( ) ( , )Tv x C x y   

  

 به صورت زیر خواهد بود y) بر حسب 29انتگرال (

0

0

0

0

( , ) ( ) ( , )

( , ) ( , )

y

T

y

T T

v x y v x C x d

C x y C x d

 

 

  

   





      (32) 

)33(     

 

0

0

( , ) ( , ) ( , )

( ) ( , )

T T
y

T T
y

v x y C x y C Q x y

C C Q x y

   

  
   

  

)0دهیم قرار می )T T T
yC C Q M  پس داریم 

)34 (                  ( , ) ( , )Tv x y M x y   

  

]حالا  ( , )]v x y   را با ستفاده از ماتریس عملیاتی

 کنیم:ضرب محاسبه می
2[ ( , )] ( ( , ))( ( , ))

( , ) ( , )

T T

T T

T

v x y M x y M x y

M x y x y M

M M

 

  

 

)35(  

  

2که 
TM M M طور مشابه خواهیم داشت:و به 

[ ( , )] ( , ),[ ( , )] ( , ),v x y M x y v x y M x y 
   )36(  

  

1و همچنین  2( , , , ), ( , , , )K x y K x y     را

 با استفاده از ترکیب توابع تقریب میزنیم

)37(

 

1 1

2 2

( , , , ) ( , ) ( , ),

( , , , ) ( , ) ( , ),

T

T

K x y x y K

K x y x y K

   

   

  

 
  

  

1در حالی که 2,K K هایی از مرتبه ماتریس
2 2 2 2

1 2 1 2N N N N و 19باشند. با استفاده از (می (

)) تقریب 22( , )xv x yو( , )xxv x y  را خواهیم

 داشت:

( , ) ( , )T
x xv x y V D x y                    )38(  

)39    (             ( , ) ( , )T
xxv x y V R x y   

  همچنین داریم

1 1
0 0

1 10 0

1 1
0 0

( , , , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

x y

x y
T T

x y
T T

K x y u d d

x y K M d d

x y K M d d







      

      

      

   

   

 

 

 

)40(  

  

  ) داریم34استفاده از (و با 

0 0

0 0

( , ) ( , )

( , ) ( , )

x y
T

x y

M d d

M d d M P x y



 

     

   

 

   

 

 
)41(  

  پس

)42  (
1 1

0 0

1 1

( , , , ) ( , )

( , ) ( , )

x y

T

K x y v d d

x y K M P x y





      

  

   

1 1

2 20 0

1 1

2 20 0

1 1

2 2
0 0

2 2

( , , , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , )( )

T T

T T

T

K x y v d d

x y K M d d

x y K M d d

x y K BM









      

      

      



   

   

 

 

 

 

)43(  

  

  توان نوشت) می1) در (43) تا (34با جایگذاري (

1 1

2 2

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , )( ) ( , )

T T

T T

M

T T

C x y V R x y

M x y x y K M P x y

x y K BM F x y













  

    

   



  

 )44(  

  

 Gمحاسبه  به روشی مشابه Mتوانیم ما می

 Mکنیم که هر مولفه دست آوریم و مشاهده میب

)1هاي ستونیبا جمع مولفه )K M P  با توجه به

 آید به دست می در هر ستون) 28در ( G ضرایب

1 2 2( )T T T T TC M V R M K BM F      )45(  

  

) جواب 33) در (45( از TCبا جایگذاري مقدار

  .تقریبی بدست خواهد آمد
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)46       (      1

2 2

( , ) (

( ) ) ( , )

T T

T T

v x y M V R M

K BM F x y









  

  
  

  

  . آنالیز همگرایی4

1Ngکنیم فرض میقضیه:  C   تابعی پیوسته

(0,1]دربازه [0,1)اشیمبطوري که داشته باشد به  

2 1

1 1

N N

ij
j i

g g
 

  

  و فرض کنیم

2

1 2

1 1 2 2

1010 101( 1)

1110 1( 1)1( 1)

( 1) ( 1) 1

{ ( , ),..., ( , ),

( , ),..., ( , ),...,

( , )}, , 1, 2,...,

N

N N

N N N N

span x y x y

x y x y

x y i j N

 

 





 

 

 



 

  

)اگر  , )TG x y  بهترین تقریب   ,  g x y  از 

 کران خطا به صورت زیر خواهد بود:باشد آنگاه 
1

22
1

2
( , ) ( , )

( 1)! 2 4

N
T

N
g x y G x y

N N N

 


  

   

  

  در حالی که

1

1

( , )N

N K K

g x y

x y




 




 
 

  

با استفاده از تعریف نرم در  اثبات:
2 ([0,1] [0,1])L  و خواص بیان شده  

2D-HBB توان نوشت:می 

 
1 2 1 2

1 2

1 2

21 1
/ /

1/ 1/
1 1 0 0

2

2

21 1

0 0

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

N N N N
i N j N

T

i N j N
i j n m

T

T

dxdyg x y G x y

g x y G x y

g x y G x y dxdy

 

 
   

 

 

  

 
 





  

 

 

به کمک بسط تیلور از تابع دو متغیره    ,    g x y

 :داریم

1 2

1

0

1

1 2

1

1 0
1

1 1
( , )

11

( 1)!

1 1
) ( )

( , )

(

n

k

n k

N

n
kn

n k k
i j

N N

n

kn

i j
x y

N N

g x y

g

x y





 



 
 

 





 
 



  
  

  
 
 
  
 





 
 

براي 
1 1

1i i
x

N N


   و 

2 2

1j j
y

N N


   داریم:  

1 21 1

0 0

1

0

1
1

1
1 2( , )

( , ) ( , )

11

( 1)!

1 1
( ) ( ) ,

N N
T

n m

N

k

N
n k k

N k k

g x y G x y

N

kN

g i j
x y

x y N N
 



 

 






 

 

 

 
  

  

  
 

 

 


 

  

که
1 1 2 2[ 1/ , / ), [ 1/ , / )i N i N j N j N      و

1 2   1,2,..., , 1, 2,...,  i N j N  با توجه به .

 ) خواهیم داشت:23) و (7تعریف ترکیب توابع در (

1 2

1 2

2

2

1 2
1 2

1 2

1 2
1 2

1 2

2

2

21
/ /

1/ 1/
1 1

21
/ /

1/ 1/
1 1

1 1

1 1

( ) ( )
( 1)!

( ) ( )
( 1)!

(( 1)!)
(

( , ) ( , )

(

T

NN N
i N j N

i N j N
i j

NN N
i N j N

i N j N
i j

i j

N N

i j

N N

x y dxdy
N

x y dxdy
N

i

N
x

g x y G x y









 
 



 
 

 

 

  


  





 







  
     

  
     

 

 

1 2

1 2
1 2

1 2

1 2

1 2

/ /
2 2

1/ 1/
1 1

2
/ /

2 2

2 1/ 1/
1

2 2 2

2 2 4
1

1 1
) ( ))

2
( )

(( 1)!)

2
( )

(( 1)!) (2 4)

N N
i N j N

N

i N j N
i j

i N j N
N

i N j N

N

N

j
dxdy

N N
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dxdy
N N

N N N







 
 



 





 
 





 

  

 

 
  

   در نتیجه
1

22
1

2
( , ) ( , )

( 1)! 2 4

N
T

N
g x y G x y

N N N

 


  

    
  و اثبات تمام شد.

  

  هاي عددي. مثال5

  در این قسمت سه مثال عددي براي نشان دادن 
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لازم به ذکر است که  دهیمروش پیشنهادي ارایه می

با   Maple 2018تمام محاسبات توسط نرم افزار

انجام شده  Intel Core i7اي با پردازشگر رایانه

بندي جدول 1،2،3در جداول  مطلق. خطاهاي است

راه حل دقیق و اشکال، مقایسه ایم و همچنین کرده

  .دهدتقریبی را نشان می

  

را با  2D-NVFPIDدر این مثال معادله  :1 مثال

1 21, 2    1و, 2   گیریمدر نظر می  

1

2

( ,0) ,0 1

( , , , ) exp(x-y)

( , , , ) 4exp(x-y)

xv x e x

K x y

K x y

 

 

   



 

 

  

تابع    ,  f x y
 

گیریم که جواب را طوري در نظر می

)2دقیق معادله به صورت  , ) (1 ) ( )v x y y exp y x   

براي  1باشد. نتایج خطاي مطلق در جدول 

  0.1,0.2,..., 0.9 x y   .بیان شده است

مقایسه جواب دقیق و تقریبی را براي  1شکل 

2 2N  2 و 4N  دهدنشان می.   

  

را با  2D-NVFPID: در این مثال معادله 2 مثال

1 21, 1  
,2و  3   گیریمنظر می در.  

2 2
1

2
2

( ,0) 0,0 1

( , , , )

( , , , ) 3

v x x

K x y y x

K x y x y

  

  

  


 


   
  

تابع    ,  f x y
 

گیریم که جواب را طوري در نظر می

3دقیق معادله به صورت  3( , )v x y x y  .باشد

براي  2نتایج خطاي مطلق در جدول 

  0.1,0.2,..., 0.9 x y   .بیان شده است

مقایسه جواب دقیق و تقریبی را براي  2شکل 

2 2N  و
2 4N  دهدنشان می  

 

را با  2D-NVFPIDدر این مثال معادله : 3مثال

1 21/3, 1/2    1و   گیریمدر نظر می: 
2

1

2

( ,0) (1 ) ( ),0 1

( , , , ) 3

( , , , ) 1

v x x sin x x

K x y

K x y

 

 

    



 

 

  

  

  

  

 )1ماکسیمم خطاي مطلق جواب براي مثال ( :1 جدول

x y  2 2N   
2 4N   

1 2N   
1 3N   

1 2N   
1 3N   

0.1 2.2×10-3 3.2×10-4 1.3×10-6 1.7×10-7 
0.2 1.1×10-3 6.5×10-5 2.4×10-7 3.2×10-7 
0.3 4.4×10-2 3.5×10-5 3.5×10-6 3.3×10-8 
0.4 1.6×10-3 2.3×10-6 3.7×10-6 5.4×10-7 
0.5 4.4×10-4 2.0×10-6 5.1×10-7 4.6×10-7 
0.6 1.3×10-3 5.5×10-6 7.0×10-7 2.0×10-6 
0.7 3.4×10-2 6.3×10-5 4.4×10-6 2.7×10-7 
0.8 2.3×10-3 2.7×10-4 2.5×10-6 4.8×10-7 
0.9 6.5×10-3 4.0×10-6 1.3×10-6 4.2×10-8 
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 )2ماکسیمم خطاي مطلق جواب براي مثال ( :2جدول

x y  2 2N   
2 4N   

1 2N   
1 3N   

1 2N   
1 3N   

0.1 2.3×10-3 1.4×10-3 1.1×10-5 3.4×10-7 
0.2 3.5×10-3 3.4×10-4 2.5×10-6 2.3×10-5 
0.3 3.4×10-3 5.0×10-4 3.1×10-6 1.0×10-5 
0.4 1.2×10-3 3.4×10-4 5.3×10-6 4.3×10-6 
0.5 1.5×10-3 5.2×10-3 3.1×10-5 2.2×10-6 
0.6 4.0×10-2 4.1×10-4 2.2×10-4 1.5×10-7 
0.7 3.4×10-3 2.2×10-5 1.4×10-5 3.1×10-7 
0.8 5.5×10-2 3.5×10-5 4.5×10-6 2.3×10-8 
0.9 4.0×10-2 2.1×10-4 6.1×10-5 4.5×10-8 

  

  

  

  

: نمودار جواب دقیق و تقریبی براي1شکل
2 2,4N 0.5مقایسه آنها در وy  

  )1براي مثال (

  
  

 الف) جواب دقیق                                                         N=2ب) 

 
 

 N=4ج)                                                                     y=0.5  د) 
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: نمودار جواب دقیق و تقریبی براي2شکل
2 2,4N 

 
0.5yمقایسه آنها در و ) 2براي مثال( 

 
 الف) جواب دقیق                                                                       N=2ب)

   

  

  N=4ج)                                                                     y=0.5د) 

  

تابع    ,  f x y 
گیریم که جواب را طوري در نظر می

)2دقیق معادله به صورت  , ) (1 ) ( )v x y x sin x y   

براي  3باشد. نتایج خطاي مطلق در جدول 

  0.1,0.2,..., 0.9 x y   .بیان شده است

مقایسه جواب دقیق و تقریبی را براي  3شکل 

2 2N  2و 4N  دهد.نشان می  

  

  گیرينتیجه

در این مقاله، ما با موفقیت جواب معادلات دو بعدي 

دیفرانسیل جزیی  - فردهلم انتگرال - ولترا غیر خطی

 اي برنشتاینما از ترکیب چند جمله را تقریب زدیم.

با استفاده از این   ایمو بلوك پالس استفاده کرده

اي عملیاتی، مشکل براي حل مجموعههاي ماتریس

توانند در قالب از معادلات جبري که به سادگی می

براي نشان  ماتریس ظاهر شوند، کاهش یافته است.

، چند مثال 2D-HBBبخشی روش  دادن اثر

 براساس الگوریتم عددي مشخص شده حل شدند.

راه حل به  ، همگرایی روش محاسبه شد.همچنین

  از روش پیشنهادي نشان  دست آمده با استفاده

  تواند معادلات دهد که این رویکرد میمی

2D-NVFPID .را بطور موثر حل کند  
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  )3ماکسیمم خطاي مطلق جواب براي مثال ( :3جدول

x y  2 2N   
2 4N   

1 2N   
1 3N   

1 2N   
1 3N   

0.1 4.5×10-3 3.0×10-3 2.7×10-4 2.6×10-6 
0.2 5.1×10-3 3.1×10-3 1.0×10-5 1.0×10-7 
0.3 1.1×10-2 1.4×10-4 5.2×10-4 2.0×10-7 
0.4 5.1×10-2 6.6×10-4 1.2×10-4 5.5×10-8 
0.5 3.3×10-3 1.6×10-5 3.6×10-6 1.5×10-7 
0.6 2.7×10-4 4.5×10-5 4.1×10-6 5.3×10-7 
0.7 6.0×10-3 5.2×10-5 1.7×10-5 6.4×10-8 
0.8 3.4×10-2 7.2×10-4 3.3×10-6 2.6×10-6 

0.9 5.0×10-3 1.0×10-3 6.1×10-6 1.5×10-7 

  

  

  

تقریبی براي: نمودار جواب دقیق و 3شکل
2 2,4N 

 
0.5yمقایسه آنها در و  

 )3براي مثال (

  
  الف) جواب دقیق                                                          N=2ب) 

  

  
  N=4ج)                                                                 y=0.5د) 
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