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 مقدمه -9

ای هواگیر تقسیم کرد. بیماری های واگیردار و غیرتوان به دو دسته بیماریها را میبندی کلی، بیماریدر یک رده

بودن احتمال واگیری ممکن است در سطحی محدود مانده و مهار شوند یا تبدیل به  بالاواگیردار بسته به پایین یا 

ای محدود به تعدادی نامتناهی، گیری شده و کل جامعه را درنوردند. بنابراین، تعیین آستانه گذر از ابتلای عدههمه

های گیری و انواع مدلپذیری، همههای سرایتمدل ۀها در حوزاین آستانه گیری مهم است.نتیجه بروز همه و در

ا ههای بازگشتی از نخستین مدلهای پرکولاسیون و درختاحتمالاتی قرار دارند. برای مثال، مدل آوند پولیا و مدل

نکردنی در  با سرعتی باور 31-گیری کووید. در چهار سال گذشته، همه[3]ها هستند برای بررسی سرایت بیماری

ا وسیع مرتبط ب هها در چنین گستردر زندگی انسانیرات این ویروس ترش بوده است. تأثسراسر جهان در حال گس

مبارزه  ها برایشود. تلاشپروتئین اسپایک است که دارای قرارگاهی است که توسط آنزیمی به نام فیورین فعال می

این  های جدیدسویهیری است. اکسن مؤثرتر در حال پیگهای محلی شروع و با تولید وگیری با قرنطینهبا این همه

ها اند. دانشمندان و دولتهای متفاوت شدهبه قرنطینه ها، منجرویروس بسته به شدت میزان انتقال و درگیری ریه

نی بیسازی، پیشهر لحظه در حال اقداماتی برای مهار کاملِ شیوع این ویروس هستند. برای این منظور، کارهای مدل

یوع بندی ریاضی مناسب شروز افزایش بیشتری دارد. لذا، همواره فوریتی برای مدلبهوس روزو تحلیل نحوه شیوع ویر

های دولتی بهداشت ها وجود دارد که با هدف حمایت از سازمانبا هدف مهار این بیماری و سایر ویروس 31-کووید

 یوری است.  در این مقاله، تحلیلدر سراسر جهان برای به حداکثر رساندن تأثیرگذاری راهبردهای حمایت پزشکی ضر

معرفی  "های درختیساختار"ویژه و به "نظریه گراف"سازی این ویروس هولناک براساس ترکیبیاتی برای مدل

. شود می چون امکان تعیین تابع احتمال متغیرها )با شرایط خاص( وجود دارد از رویکرد ترکیبیاتی استفاده  [1]

 شود.می

 معرفی مدل -2

شدن به محض اطلاع از آلوده ها بهها است. یعنی، اگر انسانها عامل اصلی انتشار ویروسجایی انسانجابه تحرک و

ماری تر به پایان بیجایی نداشته و به اصطلاح خود را قرنطینه کنند، انتشار ویروس قطع شده و سریعویروس جابه

ا ههای متعددی با قرنطینه و ایجاد محدودیتکشورها، گروه دانیم در بسیاری ازطور که میشویم. اماّ هماننزدیک می

 در سطح جامعه مخالف هستند. در این حالت چه تدبیری باید اندیشیده شود؟ 

جایی باعث انتشار ویروس شده و تنها یک نفر را در هر مکان یک مدل ساده این است که فرض کنیم شخص با جابه

جا به(. شخص جا3 ۀآلوده شده است )شمار 31-شخصی به ویروس کوویدکند. برای مثال، فرض کنید آلوده می

(. حال، فرض کنید شخص 1و  1 ۀشود )شمارمیشود و در دو مکان متفاوت، باعث آلودگی دو شخص دیگر می

(. همچنین 0و  0و  0 ۀ، به سه مکان مختلف مراجعه کرده و در هر مکان یک نفر را آلوده کند )شخص شمار1 ۀشمار

(. 8و  7 ۀبه دو مکان مراجعه کرده و یک نفر را در هر مکان آلوده کند )شخص شمار 1 ۀض کنید شخص شمارفر

-بهافراد آلوده به ویروس و خطوط بیانگر جا ۀدهندها نشانتوان در نظر گرفت. شمارهرا می 3در این صورت، شکل 

 د. تواند ادامه یابهمین صورت می ها هستند. این ساختار بهجایی

طور که در مقالات متعدد اشاره شده است شخص آلوده به ویروس مدل بالا بیش از اندازه آرمانی و ساده است. همان

𝑏تعدادی مانند تا تواند می 31-کووید ≥ کند، آلوده کند. بدیهی شخص را در هر مکان که به آن مراجعه می 3

تر است. فرض کنید شخص اولی که به ویروس نزدیک 31-کوویدتر و به اصطلاح به هندسه است که این مدل منطقی
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 3نفر و در مکان سوم،  1نفر در مکان دوم،  1ترتیب در مکان اول،  آلوده شده است به سه مکان مراجعه کرده و به

هر  0و  1 ۀاند اماّ اشخاص شماردر قرنطینه مانده 7و  0، 0، 1 ۀادامه، فرض کنید اشخاص شمار نفر را آلوده کند. در

نفر و  1نفر و در مکان دیگری،  1در یک مکان،  1 ۀاند. اگر شخص شمارجایی داشتهجابه 1و  1ترتیب  کدام به

شخص را آلوده کند، آنگاه ساختار  1مکان دیگر  1، در یک مکان یک نفر و در هریک از 0 ۀهمچنین فرد شمار

دلیل رعایت  تواند بهمیروندِ انتشار ویروس  ،همین صورت به توان در نظر گرفت. را می 1شده در شکل درختی ارائه

 .نکردن قرنطینه ادامه یابد

 
 (.9)مدل  91-شدن به ویروس کوویدنمایش درختی آلوده .9شکل 

 

 
 (.2)مدل  91-شدن به ویروس کووید. نمایش درختی آلوده2شکل 

 احتمال ابتلای شخص جدید  -3

صورت یک ساختار درختی در نظر گرفت که در  انتشار ویروس را به ۀتوان نحومیگفته شد  1بنابر آنچه در بخش 

 ای ها هستند. بنابراین، اولین مسئلهآلوده نظیر یال جاییِ افرادِها و جابهشده به ویروس نظیر رأسآن اشخاص آلوده

-ام به ویروس کوویدnابتلای شخص  وضوح، احتمال که باید حل شود، تعیین احتمال ابتلای شخص جدید است. به

n توسط یکی از 31 − 3برابر با  3قبلی در مدل  ۀشدشخص آلوده  3 (𝑛 − 3)⁄  است.   

نامیم که گره می–c(v)های جدید را در مدل دوم، هر رأسِ درخت شامل یک یا بیش از یک برچسب است. این گره

طور مشخص در این است. به vشده( در رأس آلودههای موجود )افراد ظرفیت یا همان تعداد برچسب c(v)در آن 

v ،3مدل، برای هر رأس  ≤ c(v) ≤ b.  شدن شخص ، احتمال آلوده1توان نتیجه گرفت که در مدل سادگی می به

n ام توسط یکی ازn − شده به ویروس برابر با شخص آلوده 3
c(v) 

n−3
است. بنابراین، اگر اشخاص قرنطینه را رعایت   

 یابد.کاهش یافته و لذا احتمال ابتلای افرادِ جدید کاهش می  c(v)کنند، آنگاه 

است زیرا احتمال ابتلای شخص جدید در آن، حالت خاص  1زیرمدلی از مدل  3دهد که مدل تحلیل بالا نشان می

𝑏است  1احتمال ابتلای مدل  = 3)).       
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 بندی ریاضی                                                                               فرمول  -4

دار در رویکرد ترکیبیاتی مرسوم است، لازم است که ابتدا یک تابع وزنی طور که در بررسی ساختارهای برچسبهمان

گره باشد. واضح است که –c(v)درجه خروجی یک d(v) . فرض کنید [1,0]برای ساختار در نظر گرفته شود 

 مرتبه درخت باشد، آنگاه  nاگر

n =∑ c(v),
v∈V(T)

 

با  Tهای گذاری در بین رأسکنیم که برچسباست. فرض می Tمجموعه رئوس ساختار درختی   V(T)که در آن 

 شرایط زیر صورت گیرد:

 اول( در رأس اول ذخیره شود.  ۀشد)شخص آلوده 3الف( برچسب 

 برچسب باشد. c(v)دقیقاً  شامل vب( هر رأس 

c(v)ها درون هر رأس با ظرفیت پ( برچسب >  قرار گیرند.   3

 ها در طول هر مسیر آغاز شده از ریشه افزایشی باشد.            ت( هر دنباله از برچسب

صورت زیر بهتوان ها را میای جدید از درختاز خانواده  Tهک ردها درون رئوس افزایشی هستند، یچون برچسب

α6  با  k≥6(αk) : یک دنباله از اعداد نامنفی[1] تعریف کرد > ,β3 دنباله از اعداد نامنفی دوو  6 β1, . . . , βb−3   

,γ3و  γ1, . . . , γb−3 برای تعریف وزن  w(T)  ۀشداز هر درخت مرتب T  توسط 

w(T):=∏

v

w(v) 

  c(v) باید وابسته به w(v) طبیعی است کهکند. تغییر می T هایرأس مهروی ه v شوند که در آناستفاده می

 صورتبهرا گره –c(v)برای هر   w(v) باشد. بنابراین، وزن d(v) و

 

( )

( )

( )

      c(v)=b or root

( )       c(v)<b, non-leaf 

       c(v)<b, leaf

β

d v

c v

c v

w v








 



 

 . ( رأسی با درجۀ خروجی صفر استleafکنیم که در آن برگ )میتعریف  

φ(t) وزن-با یک تابع مولد درجه  k≥6(αk) وزن مفروض-درجه لۀبرای یک دنبا = ∑k≥6 αkt
k   لۀ دنبا دوو

,β3نامنفی  β1, . . . , βb−3  وγ3, γ1, . . . , γb−3، تابع مولد نمایی  

Tn,b(z) = ∑∞n=3 Tn,b
zn

n!
,  

یا باشد ) r≥3اگر ریشه درخت دارای درجه خروجی  .[1,0] های کل استوزن  Tn,b کنیم که در آنرا تعریف می 

ریشۀ  ،ی حاصلهامکان مراجعه کند( این امکان وجود دارد که در تعدادی از زیردرخت r≥3فرد آلوده به ویروس به 
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6دارای ظرفیت بیش از یک باشد. فرض کنید  زیردرخت ≤ 𝑚 ≤ 𝑟  ای با ظرفیت دارای ریشه هایزیردرختتعداد

α6د. در این صورت عامل  بیش از یک باش
−𝑚 (

𝑟
𝑚
 تواندکیبیاتی نمیلحاظ شود. اما دیگر رویکرد تر Tn,bباید در  (

𝑚کنیم که لذا در ادامه فرض می .روابط صریحی برای تابع احتمال و توابع مرتبط ارائه کند = مطابق حال، باشد.  6

 اول  بۀدیفرانسیلی مرت لۀدر معاد  Tn,b(z)، [0]روند شیوع ویروس و روش مشابه در با 

Tn,b
′ (z) = 𝑏!φ(bTn,b(z)), 

Tn,b(6). همچنین، دکنصدق می = . چون احتمال ابتلای شخص جدید برابر با 6
c(v) 

n−3
شود میاست، لذا نتیجه   

   : [0،0] که

αk =
3
𝑏𝑘!

, βk =
3
𝑘
,     γ

k
= 𝑘. 

شده شود و در مقایسه با مدل ارائههر برچسب تنها یک بار در مدل ظاهر می [0]شده در زیرا در مقایسه با مدل ارائه

 توانند درجۀ خروجی بیش از یک داشته باشند.می 𝑏با ظرفیت کمتر از  )غیربرگ( درونی رئوس [0]در 

 نتایج اصلی  -8

برای  .اندشدهبا شروع از نفر اول ام n طور مستقیم باعث بیمارشدن نفرتعداد افرادی باشد که به  Inفرض کنید 

روشنی برای تابع احتمال، امیدریاضی . روابط [0] بررسی این متغیر نیازمند یک رویکرد تابع مولد دومتغیره هستیم

n دهیم که وقتیشود. نشان میو واریانس این کمیت ارائه می → نتایج با استفاده  این است. نرمالتوزیع حدی  ∞

یعنی   Ij،متغیر، به بررسی ادامهآیند. در دست میاز معادلات دیفرانسیل جزئی برای توابع مولد گشتاور و حل آنها به

پردازیم. در این حالت می ،اندشده با شروع از نفر اولام j طور مستقیم باعث بیمار شدن نفرباشد که بهتعداد افرادی 

ده بین دو شتعداد افراد آلودهثابت خواهد شد. در نهایت، نتایج به  متغیرهای از طریق توابع مولد سهنیز نتایج مشابه

 شود.تر است، تعمیم داده میکلیکه کمیتی بیمار دلخواه 

𝑏 شدۀ آلوده تعداد افرادبه   Tn,b دهیم که وزن کلعنوان اولین نتیجه نشان میبه ≥     .وابسته است3

n برای هر. 9لم  ≥  داریم: 3

.Tn,b =
3

𝑏
(n − 3)! 𝑏!𝑛 

  ،αk هایبا استفاده از تعریف وزنبرهان. 

φ(t) =∑

k≥6

αkt
k =

3
𝑏
𝑒𝑡. 

نتیجه، در  

Tn,b
′ (z) = (𝑏 − 3)! 𝑒𝑥𝑝 (𝑏Tn,b(z)), 

Tn,b(6)چون  و  = 6، 

Tn,b(z) =
3
𝑏
𝑙𝑜𝑔 (

3
3− 𝑏! 𝑧

). 
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 ∎د. شوبرهان کامل می Tn,b(z)بنابراین طبق تعریف 

 .اندشدهبا شروع از نفر اول ام n طور مستقیم باعث بیمار شدن نفرتعداد افرادی باشد که به In فرض کنید .2قضیه 

 ۀتابع مولد دومتغیر

I(z, v) =∑

n≥3

∑

m≥6

P(In = m) × Tn,b
zn−3

(n − 3)!
vm, 

  صورت به توانرا می 

I(z, v) =
3

b(3− 𝑏! 𝑧)v
, 

,I(6 با شرط آغازین  v) = α6 =
3

𝑏
 .ارائه کرد 

  (:zگیری نسبت به )مشتق  ، داریم[0]شده در مشابه ارائه استدلال با برهان.

I′(z, v) = vφ′ (𝑏Tn,b(z)) I(z, v). 

  صورتبه له بالاحل عمومی معاد

I(z, v) = e(v)exp {v∫
z

6
φ′(bTn,b(t))dt}, 

z . با ارزیابی درتعیین شودکه باید  است e(v) با تابع = شده به این نتیجه کارگیری شرط آغازین اشارهو به  6

. رسیم کهمی 𝑒(v) = α6 =
3

𝑏
  روشنِ طۀرابلذا  

I(z, v) =
3
𝑏
(
φ (𝑏Tn,b(z))

 
3

𝑏

)

v

, 

,I(z برای تابع مولد  v) 3 آید. با استفاده از لمدست میبه،   

I(z, v) =
3

b(3− 𝑏! 𝑧)v
. ∎ 

امین عدد استرلینگ mبیانگر  s(n,m)شود. در این قضیه، ارائه می Inدر قضیۀ زیر تابع احتمال متغیر تصادفی 

 .[0]است   nمرتبۀ 

P(In هایاحتمال. 3قضیه  = m) طۀاز راب  

P(𝐼n = m) =
3

𝑏!

s(n − 3, m)
(n − 3)!

, 

 .آینددست میبه 
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fnفرض کنید  برهان. = [z
n]f(z)  بیانگر ضریبzn  در سری∑ fnz

n
n  .چونباشد ،[zn]f(qz) =

qn[zn]f(z)  با استخراج P(In = m)  ۀعنوان ضریب تابع مولد دومتغیربه I(z, v)   برهان کامل 1در قضیه 

    ∎. [1،0]  شودمی

  صورتتوان بهاز طریق یک تحلیل تکینی، بسط مجانبی تابع مولد احتمال را می

p(v) = 𝔼(evIn) = ∑

m≥6

P(In = m)vm 

=
3
𝑏!

nv−3

Γ(v)
(3+ O(

3

n3−ϵ)),                                                              (3) 

𝑣طور یکنواخت در یک همسایگی به = 𝜖با مقدار دلخواه و کوچک  3 >  . [1،0] ارائه کرد 6

در هوانگ توان شبه قضیۀدست آوردن توزیع حدی نرمال از وابسته است. برای به  b بنابراین، تابع مولد احتمال به

nزیرا متغیرهای تصادفی برای هر  کنیماستفاده میزیر  ≥  وابسته هستند. 3

 

یک دنباله از متغیرهای تصادفی نامنفی باشد. فرض کنید تابع مولد گشتاور  n≥3(Xn) فرض کنید  [0] .4قضیه 

   صورتای بهدارای بسط مجانبی

𝔼(esXn) = eU(s)ϕ(n)+V(s)(3+ O(κ−3)) 

|s| برای O باشد که در آن تابعِ ≤ σ, s ∈ ℂ و σ >  همچنین، .یکنواخت است  6

|s| برای V(s) و U(s) توابعالف(  ≤ σ تحلیلی و مستقل از n   ،باشندU′′(6) ≠ 6 . 

κn، وقتی ب(  → .  آنگاه ∞ ϕ(n) → ∞ 

  ت:طور مجانبی نرمال اسبه Xn تحت این شرایط، توزیع

sup
x∈R

|P {
Xn − U′(6)ϕ(n)

√U′′(6)ϕ(n)
≤ x} − Φ(x)| = O (

3
κn
+

3

√ϕ(n)
), 

.)Φ که در آن    صورتبه Xn علاوه، میانگین و واریانستوزیع نرمال استاندارد است. بهتابع  (

𝔼(Xn) = U′(6)ϕ(n) + V′(6) + O(κn−3), 

𝕍ar(Xn) = U
′′(6)ϕ(n)  + V′′(6) + O(κn−3) 

 .خواهند بود

 ، (3و رابطه )  In برای متغیر تصادفیهوانگ، توان شبه حال، بنابر قضیۀ

𝔼(In) = 𝕍ar(In) =
3

𝑏!
logn + O(3), 

  و
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sup
x∈R

||P

{
 

 In −
3

𝑏!
logn

√
3

𝑏!
logn

≤ x

}
 

 

−Φ(x)|| = O(
3

√logn
), 

v برایهوانگ توان شبه قضیه جهنتیکه درحقیقت  = 𝑒𝑠   است. 

با شروع ام j طور مستقیم باعث بیمار شدن نفرتعداد افرادی که به،  Ij متغیر تصادفی به In ، نتایج قبلی رویادامه در

 تعداد افراد آلوده به ویروسکه   Hi,j به متغیر تصادفینتایج مه شود. درنهایت، هتوسیع داده می، اندشدهاز نفر اول 

در  i شخصشود که منظور از . یادآور میتر استکه کمیتی کلی دنشو، توسیع داده میاست j و i اشخاصبین 

دیفرانسیلی مرتبط با تابع مولد  لهدست آوردن معاداست. برای به i )شخص( ل برچسبشام گره–c(v)حقیقت 

های سه رنگی که در آن گیریم. به درخترا در نظر می زیر ، رویکرد ترکیبیاتیIjاظر با متغیر تصادفی متن ۀمتغیرسه

–c(v)به رنگ سفید، تمام   j)شخص( حاوی برچسب گره–c(v)کنیم: شرح زیر است، توجه میآمیزی بهرنگ

–c(v)سفید به رنگ سیاه و تمام  گره–c(v)های موجود در برچسب مههای کوچکتر از ههای دارای برچسبگره

 شوند.آمیزی میسفید به رنگ قرمز رنگ گره–c(v)های بزرگتر از برچسب های دارای برچسبگره

 
 .2رنگی شکل سه درخت. 3شکل 

 جههستیم. فرض کنید که دردر زیردرخت شامل آن سفید  گرۀ–c(v) )سطح( عمقدنبال تعیین است که به  واضح

r  ریشهخروجی  ≥ سفید  گره–c(v)ریشه نیست )در صورتی که  ۀگر  T سفید در درخت گره–c(v)است و  3

 سفید در یکی از گره–c(v)شود(. پس ا کمتر در عمل ظاهر میدرخت باشد با شرایط اولیه مطابقت دارد، امّ شهری

r زیردرخت T مجدد، هر زیردرختگذاری کنیم که در زیردرخت اول است. پس از برچسبقرار دارد. فرض می 

T3, . . . , Tr  متفاوتهای با ظرفیت یدرختساختار یک c(v)–است. زیردرخت اول مجدداً یک درخت سه  هاگره

r یهکه بقدرحالی قرمز است k3 سیاه و  j3سفید،  گره–c(v)رنگی با یک  − زیردرخت فقط دارای دو رنگ   3

نمایی  z و u رکیبیاتی از توابع مولدی که در هر دو متغیراین تحلیل ت . برای توصیف سرهرا ببینید( 1)شکل  هستند

اگر  .کندگذاری میقرمز را علامت هایگره–u ،c(v) سیاه و هایگره–z ،c(v) کنیم که در آنهستند استفاده می

k آن ای با ظرفیت یک و مرتبهریشه این زیردرخت گره + j +  :دهیممیقرار  ، باشد 3

L(z, u, v) =∑

k≥6

∑

j≥6

∑

m≥6

P(Ij+3 = m)×Tk+j+3,b
zj

j!
uk

k!
vm. 

  طور مشابه با بخش قبلی و بنابر قاعده رشد تصادفی درخت مورد نظر،به

∂

∂z
L(z, u, v) = vφ′ (𝑏Tn,b(z + u))× L(z, u, v). 

  معادله دارای حل عمومیاین  
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L(z, u, v) = e(u, v) × exp {v∫
z

6 φ
′ (𝑏Tn,b(t + u))dt} 

,e(u با یک تابع v) با ارزیابی درکه باید تعیین شود است . z = شرط آغازین معرفی شده، نتیجه و استفاده از  6

 شود کهمی

 𝑒(u, v) = L (6, u, v) 

= 𝑏!φ(bTn,b(u)             

 ، [0] بنابراین

 

L(z, u, v) = φ(bTn,b(u)) (
φ(bTn,b(z+u))

φ(bTn,b(u))
)
v

. 

 لم زیر را داریم: [0،0]شده در مشابه با رویکرد ارائه ،در این صورت

P(𝐼j هایاحتمال .8لم   = m) طهتوسط راب  

P(𝐼j = m) =
3
𝑏!

s(j − 3, m)
(j − 3)!

,     j ≤ n 

 شوند. همچنین، داده می 

 𝔼(𝐼j) =
3

𝑏!
Hj−3, 

𝕍ar(𝐼j) =
3
𝑏!
(3 −

3
𝑏!
)Hj−3

1 +
3
𝑏!
(Hj−3 −Hj−3

(1) ), 

Hjامین عدد هارمونیک و Hj ،j که در آن
(1) ،j واست  1امین عدد هارمونیک مرتبه  

sup
x∈ℝ

||P

{
 

 𝐼j −
3
𝑏!
logj

√
3
𝑏!
logj

≤ x

}
 

 

−Φ(x)|| = O(
3

√logj
). 

  داریم کهبرهان 

 𝔼(𝐼j) =
(j−3)!(n−j−3)!

Tn,b
[zj−3un−j−3]

∂L(z,u,v)

∂v
|v=3 

 =
3

b!
Hj−3. 

 همچنین،  

 𝔼(𝐼j(𝐼j − 3)) =
(j−3)!(n−j−3)!

Tn,b
[zj−3un−j−3]

∂1L(z,u,v)

∂v1 |v=3 

 =
3

b!
(Hj−3

1 − Hj−3
(1)
).                      

 

 اما  .شودنتیجه، برهان قسمت میانگین و واریانس کامل می در
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                                       p(v) =
3

b!
(
v + j − 1
j − 3 ).                                             (1) 

 ∎ .استهوانگ توان شبه قضیه جهنتیمجدداً  بودنِ مجانبینرمال

jبا قراردادن  = n  ِمیانگین و واریانسِ دقیقIn آید.دست میبه 

n وقتی .6قضیه  → ,n) هایبرای دنباله ∞ j(n))n∈ℕ ، 

Z =
Hn,j −

3

𝑏!
(logn + logj)

√
3

𝑏!
(logn + logj)

→
d
N(6,3). 

در مقایسه با شود. تنها تفاوت در این است که ثابت می( 1کمک رابطه )و به [7] نتیجه با روش مشابه در برهان.

-غیربرگ [0]شده در شود و در مقایسه با مدل ارائهبار در مدل ظاهر می هر برچسب تنها یک [0]شده در مدل ارائه

توانند درجۀ خروجی بیش از یک داشته باشند که باعث ظهور عامل می 𝑏با ظرفیت کمتر از  های
3

𝑏!
در محاسبات  

 ∎خواهد شد.

 توان هوانگکمک قضیه شبهرا به زیر جهنتی Hi,j توان برای متغیر تصادفیبنابر آنچه تا کنون ارائه و ثابت شد می

  .]7,0[د ارائه کر

3برای  .7نتیجه  ≤ i < j < n ، 

𝔼(Hi,j) = 𝕍ar(Hi,j) =
3
𝑏!
(logi + logj) + O(3). 

 اگر

μi,j: =
3

𝑏!
(logi + logj)  

 و

σ
i,j

1
=

3

𝑏!
(logi + logj), 

,n)، های دلخواهبرای دنباله لذا i(n), j(n))n∈ℕ  

Z =
Hi,j −

3

𝑏!
(logi + logj)

√
3

𝑏!
(logi + logj)

→
d
N(6,3).∎ 

bفرض کنید  .5نتیجه  = لازم است زیرا برای  αk. در این صورت، برای تعریف وزن هر رأس تنها یک دنباله 3

𝑐(𝑣)تمام رئوس  =  است. در نتیجه،  3

αk =
3

𝑘!
,    𝑘 ≥ 6. 

bحال با قرار دادن  =  شود.تقلیل داده می 3شده به مدل نتایج ارائه  3
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 گیرینتیجه -6

بود چندین کمیت مرتبط با شیوع این ویروس  31-با استفاده از یک ساختار درختی که مطابق با هندسه کووید    

ل دلیشده، میانگین، واریانس، تابع مولد احتمال و توزیع حدی ارائه شد. بههای مطرحبررسی شدند. برای کمیت

وان تانبی متغیرهای تصادفی از طریق قضیه شبهبودنِ مجوابستگی متغیرهای تصادفی تحت بررسی، اثبات نرمال

  هوانگ صورت گرفت.

  



 18                                                 3061 آذر و دی، پنجاه و یکمهم، شماره سال دهای نوین در ریاضی/ / پژوهشرامین کاظمی
 

 

 

 فهرست منابع 

 .3-31، 3063، 7  ،ریاضی و جامعه، 31-گیری کوویدسازی ریاضی همهمدل ر. کاظمی،. 3

، 10، اندیشه آماری، با استفاده از نظریۀ پرکولاسیون 31-گیری کوویدحلیل همهتاصل، . ر. کاظمی، و م.ق. وحیدی1

3063 ،00-01. 

[1] M. Drmota, “Random Trees: An Interplay Between Combinatorics and Probability’’, 

Springer, Wien, New York, 1661. 

[0] R. Kazemi, “On the multiplicative Zagreb indices of bucket recursive trees’’, Iranian 

Journal of Mathematical Chemistry, vol. 8. No. 3, pp. 17-00, 1637. 

[0] R. Kazemi, “Analysis of a special tree structure’’, Int. J. Pure. App. Math., vol. 83, no. 0, 

pp. 831-816, 1631. 

[0] R. Kazemi, “Depth in bucket recursive trees with variable capacities of buckets’’, Acta 

Math. Sinica, English Series, vol. 03. No. 2, pp. 033-013, 2312. 

[7] S. Naderi, R. Kazemi, M.H. Behzadi, “Labels distance in bucket recursive trees with 

variable capacities of buckets’’, Acta Univ. Sapientiae, Mathematica, vol. 10, no. 2. pp. 210–

224, 2311. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://andisheyeamari.irstat.ir/article-1-883-fa.html
https://scholar.google.com/citations?view_op=view_citation&hl=en&user=t33T0zAAAAAJ&citation_for_view=t33T0zAAAAAJ:qjMakFHDy7sC
https://www.researchgate.net/journal/International-Journal-of-Pure-and-Applied-Mathematics-1314-3395?_tp=eyJjb250ZXh0Ijp7ImZpcnN0UGFnZSI6InB1YmxpY2F0aW9uIiwicGFnZSI6InB1YmxpY2F0aW9uIn19

	چکيده



