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  مقدمه -۱
ک يࣲ و  دو جبر باناخ باشند ܤ,ࣛفرض كنيم 
−(ࣛ,ℬ) يك  ࣲمدول باناخ باشد. به اين معنا كه

 مدول ℬ−مدول چپ و يك ࣛ–فضاي باناخ، يك 
ܽراست است که براي هر  ∈ ݔ، ࣛ ∈ ܾو  ࣲ ∈ ℬ،  

‖ ܽ. .ݔ ܾ‖ ≤ ‖a‖ ‖x‖ ‖b‖    
  

 ين صورت اعمال مدوليبرقرار است. واضح است که در ا
هستند. حال وسته يپ ࣲ يرو  ℬ و  ࣛباناخ  يجبرها 

  جبر باناخ
 ࣮ = ቀࣛ ࣲ

0 ℬቁ = 

{ቀܽ ݔ
0 ܾቁ ∶ ܽ ߳ ࣛ, ܾ߳ ℬ,   {ݔ ߳ ݔ

  
به همراه ضرب   ۲×۲هاي با ضرب معمولي ماتريس  را

  ها و نرم هاي آنمدولي روي درايه
ቛቀܽ ݔ

0 ܾቁቛ = ‖ܽ‖ + ‖ݔ‖ + ‖ܾ‖ 
  
  هر يبرا

ܾ ∈ ℬ ݔ و ∈ ࣲ ، ܽ ∈ ࣛ 
  

م. يناميم يم و آن را جبر باناخ مثلثيريگيدر نظر م
٢فارست 

۲و ماركوکس ۱
منظم بودن  -در مقاله خود آرنز ٣

  ]. ۵كردند [ را بررسي ࣮مثلثي  جبرهاي باناخ
  يدر اين مقاله، ما با در نظر گرفتن دو همريختي مدول

σ ∈ Hom(ࣛ) و ߬ ∈ Hom(ℬ) 
  

به  ࣛاز  ييهايختيرمجموعه همه هم (ࣛ)Hom  که
تعريف نموده و   ࣮يك عمل ضرب جديد روي  ،است ࣛ
مثلثي حاصل از اين  منظم بودن را براي جبرهاي -آرنز

ق يها تحقيختيعمل ضرب جديد وابسته به همر
   كنيم.مي

پس از آن چند مثال را بررسي نموده و در آخر هسته  
       كنيم.توپولوژيكي جبر باناخ مثلثي جديد را تعيين مي

   

 
1. Forrest 
2. Marcoux 

 منظم بودن براي جبرهاي باناخ مثلثي -آرنز -۲
۳آرنز

براي هر جبر باناخ، دو ضرب روي دوگان دوم آن  ٤
ها، ضرب هر يك از اين ضرب ]. ۱[جبر تعريف كرد 

در  يمعمول روي جبر را وقتي كه آن را به طور کانون
ق يدهند. به طور دقم، توسيع ميينشانيدوگان دوم خود م

دوگان دوم جبر  يعني ∗∗ࣛ يدوم آرنز رو ضرب اول و 
  شوند:يف مين تعريچن ࣛباناخ 

 ه يباشند. بنابر قض ∗∗ࣛدر  Γଵو  Γଶم يفرض کن 
۴گلدشتاين

وجود دارند  ࣛ در {ܽ}  و ൛a୨ൟهاي نت] ۷[ ٥
  به طوري كه

Γଵ = ∗ݓ − ݈݅݉ܽ   و 
Γଶ = ∗ݓ − ݈݅ ݉ ܽ  

  . قرار دهيم
Γଵ□ Γଶ ≔ ∗ݓ − ݈݈݅݉݅ ݉ܽ ܽ.  

  
م: يده يف فوق قرار ميدر تعر  يريب حدگيض ترتيبا تعو

Γଵ ◊ Γଶ = ∗ݓ − ݅ܮ ݉݉݅ܮܽ ܽ 
  

و دوم  اول يهاضرب دهندهنشان بيترت به ◊ و □که 
 يهاد نشان داد که ضربآرنز هستند. آرنز در مقاله خو

   {ܽ} و൛a୨ൟ يهافوق مستقل از نحوه انتخاب نت
ک يفوق به  يهاک از ضربيبا هر  ∗∗ࣛو  باشنديم

ن دو ضرب بر هم منطبق يگردد. اگر ايجبر باناخ مبدل م
]، فارست ۵م. در [يخوانيمنظم م-را آرنز ࣛباشند، آنگاه 

باناخ  يجبرها يبرامنظم بودن را -و مارکوکس آرنز
  ي جبرها ين مقاله، آن را برايکردند. ما در ا يبررس يمثلث

   يم، بررسيکن يف ميکه تعر يبا ضرب يباناخ مثلث
  م.يينمايم
 

 ࣲدو جبر باناخ و  ℬو  ࣛم يفرض کن : ۱-۲ف يتعر
  م يمدول باناخ باشند. فرض کن-(ℬ, ࣛ)ک ي

σ ∈ Hom(ࣛ )  و ߬ ∈ Hom(ℬ)هر  ي. برا
ܽ, ܽ́ ∈ ,ݔو   ࣛ ݔ́ ∈ به  ࣮ يرو  يدي، ضرب جدࣲ

  م:يکن يف مير تعريصورت ز
  

 
3. Arens 
4. Goldstine 
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ቀܽ ݔ
0 ܾቁ ቀ

ܽ́ ݔ́
0 ሖܾ ቁ = ൬ܽܽ́ .(ܽ)ߪ ݔ́ + .ݔ ߬(ܾ′)

0 ܾ ሖܾ
൰  

  
م. به يدهيش مينما ఙ࣮,ఛد با ين ضرب جديرا با ا ࣮

  ک جبر باناخ است. ي ఙ࣮,ఛوضوح 
 يرو  ياز ضرب اصل يميد در واقع، تعمين ضرب جد يا

را  ߬و   σاست. در حالت خاص اگر  يباناخ مثلث يجبرها 
در نظر  ℬو  ࣛباناخ  يجبرها يرو  يهمان يهانگاشت

ن دو جبر باناخ بر هم يا ي، آنگاه عمل ضرب رو ميريبگ
است که   تياهم حائز نظرن يشود و از اي منطبق م

م منظ-مثل آرنز يج يم و نتايتوان به کمک آن مفاهيم
  .م داديرا تعم يباناخ مثلث يبودن جبرها

  م يکنيفرض م ఙ࣮,ఛمنظم بودن  -آرنز يبررس يبرا

൬߁ଵ ଵߎ
0 ߰ଵ

൰ , ቀ߁ଶ ଶߎ
0 2 ቁ ∈ ఙ࣮,ఛ

∗∗  

  
ఙ࣮,ఛکه منظور از 

ቀࣛ، جبر ∗∗
∗∗ ࣲ∗∗

0 ℬ∗∗
ቁ  است. بنا به

و نت  ࣛدر  {ܽ} و൛a୨ൟ يهانت نيه گلدشتايقض
 {ܾ}و {ܾ}  درℬ  و نت൛a୨ൟ  وجود دارند به  ࣲدر

 که يطور
ଵ߁ و = ∗ݓ − ܽ݉݅ܮ    
ଶ߁ و = ∗ݓ − ݅ܮ ݉ ܽ  
ଵ߰ و = ∗ݓ −   ܾ݉݅ܮ
ଶ߰ و = ∗ݓ − ݅ܮ ݉ ܾ  
ଵߎ و = ∗ݓ −    ݔ݉݅ܮ

ଶߎ = ∗ݓ − ݅ܮ ݉ݔ .  
  

  دوم  يهاب دوگانيبه ترت ∗∗߬و  ∗∗ߪم يفرض کن 
σ ∈ Hom(ࣛ)  ߬و ∈ Hom(ℬ) ن يباشند، در ا

ఙ࣮,ఛ يصورت ضرب اول آرنز رو 
ف ي ر تعريبه صورت ز  ∗∗

  شود: يم
൬߁ଵ ଵߎ

0 ߰ଵ
൰ □൬߁ଶ ଶߎ

0 ߰ଶ
൰ =

݅ܮ݉݅ܮ−∗ݓ ݉ ቀ
ܽ ݔ
0 ܾቁ

൬ ܽ ݔ
0 ܾ

൰ = ൬ܲ ܴ
0 ܳ൰   

  
     که

ܲ = ݅ܮ݉݅ܮ−∗ݓ ݉ܽݔ   و 
ܳ = ݅ܮ݉݅ܮ−∗ݓ ܾܾ݉   و 

 ܴ = ݅ܮ݉݅ܮ−∗ݓ ݉(ߪ∗∗(ܽ).ݔ  +
ݔ  . ߬∗∗( ܾ). 

 
  توان گفت ضرب فوق برابر است با:يدر واقع م

ቆ
Γ1□Γ2 σ**(Γ1)□Π2 + Π1□τ**(ψ2)

0 ψ1□ψ2
ቇ.   

 
ఙ࣮,ఛ يرو  يتوپولوژ -  *w رايز

قت همان يدر حق  ∗∗
، **ࣛ يرو  يهايتوپولوژ- *w يحاصل ضرب يتوپولوژ
ℬ**  ب ضرب دوم آرنز ين ترتيباشد. به هميم **ࣲو

ఙ࣮,ఛ يرو 
  شود:يف مير تعريبه صورت ز ∗∗

൬߁ଵ ଵߎ
0 ߰ଵ

൰ ◊ ൬߁ଶ ଶߎ
0 ߰ଶ

൰ = ൬ܲ ܴ
0 ܳ൰   

 
  که   

= ݅ܮ−∗ݓ ݉݉݅ܮܽܽ  ܲ  و 
 ܳ = ݅ܮ−∗ݓ ݉݉݅ܮ ܾܾ  و 
ܴ = ݅ܮ−∗ݓ ݉݉݅ܮ ቀߪ∗∗(ܽ).ݔ +

ݔ . ߬∗∗൫ ܾ൯ቁ  
 

  توان گفت ضرب فوق برابر است با: يدر واقع م

൬߁ଵ ◊ ଶ߁ ◊(ଵ߁)∗∗ߪ ଶߎ + ଵߎ ◊ ߬∗∗(߰ଶ)
0 ߰ଵ ◊ ߰ଶ

൰.    
  

ఙ࣮,ఛ
∗∗ ا دوم آرنز ياول  يهاک از ضربيتوان با هر يرا م   
  ل کرد. يک جبر باناخ تبديبه 
  

يك  ࣲو جبر باناخ  ℬو  ࣛم يفرض کن :۲-۲ف يتعر
– (ࣛ ,ℬ) م يمدول باناخ باشند. به علاوه فرض کن

σ ∈ Hom(ࣛ)  ߬و ∈ Hom(ℬ)ن صورت  ي. در ا
,ߪ)به صورت  ℬو  ࣛم ييگو اثر  ࣲ يمنظم رو  -(߬
Γهر  يکنند، هرگاه به ازايم ∈ ࣛ∗∗، Π ∈ و   ∗∗ࣲ

ψ ∈ ℬ∗∗ م: يداشته باش 
(߁)∗∗ߪ ◊ Π =  و Π □(߁)∗∗ߪ
Π ◊ ߬∗∗(߰) = Π □ ߬∗∗(߰)   

  
σبالاخص اگر  = τو  ܫࣛ = به  ℬ,ࣛگاه ، آنℬܫ

ܫࣛ)صورت  ,   هر  يکنند هرگاه به ازا ياثر م (ℬܫ
߁  ∈ ࣛ∗∗ ، Π ∈ ߰و   ∗∗ࣲ ∈ ℬ∗∗ م:يداشته باش  
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Γ ◊ Π = Γ□Π  و    Π ◊ ߰ =  Π□ ߰. 
  

 ࣲ يبه صورت منظم رو  ℬو  ࣛم يين حالت گويدر ا
به صورت منظم  ℬو  ࣛاست  يهيکنند. حال بدياثر م

  هر  يکنند اگر و تنها اگر براياثر م ࣲ يرو 
σ ∈ Hom(ࣛ)  ߬و ∈ به  ℬو  ࣛ، (ℬ)݉ܪ

,ߪ)صورت    اثر کنند.  ࣲ يرو  منظم-(߬
  

 ࣲدو جبر باناخ و  ℬ, ࣛم يفرض کن :۳-۲ه يقض
جبر باناخ مثلثي مدول باناخ باشد. -(ℬ, ࣛ)ک ي

࣮ ఙ,ఛ = ቀࣛ ࣲ
0 ℬቁ منظم است اگر و تنها اگر  - آرنز

منظم باشند و به صورت  -آرنز  ࣛ وℬهر دوي 
,ߪ)   اثر کنند.  ࣲ يمنظم رو  -(߬

  
  عضو  هر دو  يبرا برهان.

ʌ = ൬Γi Πi
0 ߰

൰ ∈ ࣮ ఙ,ఛ
∗∗ , ݅ =  2 و1

  
  م:يدار

ʌଵ ◊ ʌଶ =

ቆΓ1 ◊ Γ2 σ**(Γ1)◊Π2 + Π1 ◊ τ**(ψ2)
0 ߰ଵ ◊ ߰ଶ

ቇ  

 و 
ʌଵ□ʌଶ =

ቆΓ1□Γ2 σ**(Γ1)□Π2 + Π1□τ**(ψ2)
0 ߰ଵ□߰ଶ

ቇ  

  
  است. يهيم بدلذا حک

ఙ࣮,ఛ يجبرهاتوان به يه قبل را ميقض
(ସ)  ࣮و ఙ,ఛ

() يو برا 
݊هر  ≥ ఙ࣮,ఛ، به 2

(ଶ) م داد. يتعم  
  
 منظم-آرنز يچند جبر باناخ مثلث  -۳

يك فضاي نرمدار باشد. نگاشت كانوني  ࣲفرض كنيم 
ݔ ↦ ݂كه براي هر  ොݔ ∈ (݂)ොݔبه صورت  ∗ݔ =
 يبه تو ࣲشود، يك نشاننده طولپا از تعريف مي (ݔ)݂
ن نگاشت يم، اگر اينام يرا بازتاب ࣲ ياست. فضا ∗∗ࣲ

۱ن بار توسط هانين مفهوم اوليپوشا باشد. ا
ان ي] ب۶در [ ٦

ک مثال يرا متذکر و سپس  ين بخش نکاتيد. در ايگرد
  م. يکنيم يرا بررس يچند بخش

  
 ࣲجبر باناخ و د ࣛ و ℬم يفرض کن  :۱-۳ملاحظه

ک يبه عنوان  ࣛمدول باناخ باشد. اگر -(ࣛ,ℬ)ک ي
منظم -باشد، آنگاه به وضوح آرنز يباناخ بازتاب يفضا

 ࣲ ،باشند يدو جبر باناخ بازتاب ࣛ وℬ]. حال اگر ۸است [
σ  و  مدول باناخ باشد-(ℬ,ࣛ)ک ي ∈ Hom(ࣛ)  و

߬ ∈ Hom(ℬ) ،و  ࣛن يهمچنℬ  ߪ)به صورت, ߬)-
  ، آنگاه جبر باناخ مثلثياثر کنند ࣲ يمنظم رو 

࣮,த = ቀࣛ ࣲ
0 ℬቁ  منظم است.-به وضوح آرنز  

  
  :۲-۳ مثال

۲يچشيرا با ضرب پଵ(ℤ)݈  يفضا(الف) 
آن در  يرو  ٧

ن جبر  ي]. بنابرا۹ست [يمنظم ن -ن جبر آرنزيد. ايرينظر بگ
   يباناخ مثلث

࣮,த = ൬݈
ଵ(ℤ) ݔ

0 ݈ଵ(ℤ)൰ 

  
منظم  -آرنز ଵ(ℤ)݈ يرو  يچشيپگرفتن ضرب با در نظر 

 ست.ين
د. يريدر نظر بگ يارا با ضرب نقطه ଵ(ℤ)݈ يفضا(ب) 

  هر ين به ازاي. بنابرا]۲ [منظم است -ن جبر آرنزيا
ߪ ∈ ߬          و           (ࣛ) ݉ܪ ∈  ,(ℬ)݉ܪ

 ࣮,ఛ = ൬݈
ଵ(ℤ) ࣲ

0 ݈ଵ(ℤ)൰ منظم است اگر و -آرنز
,ߪ)به صورت  ଵ(ℤ)݈ و  ଵ(ℤ)݈تنها اگر  منظم  -(߬

  اثر کند. ࣲ  يرو 
]. حال  ۲منظم است [-جبر آرنز-∗ܥ م هريدانيم(پ) 

ک ي ࣲجبر باشند و -∗ܥدو  ℬ و ࣛم يفرض کن
σم يمدول باشد. فرض کن-(ℬ,ܣ) ∈ Hom(ࣛ)  و

߬ ∈ Hom(ℬ)ن صورت ي. در ا࣮,ఛ = ቀࣛ ࣲ
0 ℬቁ 

جبر باشند که به -∗ܥو د ℬو  ࣛمنظم است اگر -آرنز
,ߪ)صورت   اثر کنند.  ࣲ يمنظم رو -(߬

 
1. Hahn 
2. convolution 
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است  منظم -آرنز (ܩ)ଵܮنشان داده شده است که  (ت) 
 ي]. پس به ازا۲باشد [ يمتناه يگروه Gاگر و فقط اگر 

σهر  ∈ Hom(ࣛ)  ߬و ∈ Hom(ℬ) ࣮,ఛ =

ቆ
(ܩ)ଵܮ ࣲ

0 (ܩ)ଵܮ
ቇ ܮاست هرگاه  منظم-آرنزଵ(ܩ) 

,ߪ)به صورت   اثر کند. ࣲ يمنظم رو -(߬
باناخ باشد. جبر باناخ همه  يک فضاي Eم يفرض کن(ث) 

] ۳دهند. در [يش مينما (ܧ)ℬرا با  E يعملگرها رو 
 ينشان داده شده است که اگر برا ∈ (1,∞) ،

݈(ܧ) چ يباناخ که ه يفضا يعنيباشد،  يقو يبازتاب
رد، يقرار نگ ياهصورت متن در آن به ياينابازتاب يفضا

ن صورت  يا ن در يمنظم است. بنابرا -آرنز (ܧ)ℬآنگاه 

൬
ℬ(ܧ) ࣲ

0 ℬ(ܧ)൰ منظم خواهد بود. -آرنز  
  
  يک جبر باناخ مثلث ي يکيهسته توپولوژ -۴

گر  يد يانيف و بين قسمت، پس از مرور چند تعر يدر ا
  ي هاک جبر باناخ، هستهيمنظم بودن  -آرنز يبرا

  که  ࣮,த يجبر باناخ مثلث يکيتوپولوژ
ߪ  ∈ ߬    و (ܣ)݉ܪ ∈  يرا بررس (ܤ)݉ܪ

را که به  ∗∗ࣛ ياول و دوم آرنز رو  يهام. ضربيينمايم
 يان طين بيم، در ايده يها را نشان مآن ◊و  □ب با يترت

   :]۴[شونديف مير تعر يچند مرحله ز
  

ار نرم د يفضاها ܼ,ܻ,ܺم يفرض کن: ۱-۴ فيتعر
ܺ:݂م ين فرض کن يند. همچنباش × ܻ → ک  ي ܼ

 ݂ يصورت الحاقن يوسته باشد. در ايپ ينگاشت دو خط
ݖ́هر  يبرا ∈ ݔ  و∗ܼ ∈ ݕ، ܺ ∈ ر يبه صورت ز ܻ
  شود:يف ميتعر

݂∗:ܼ∗ × ܺ → ܻ∗, 
〈ݕ,(ݔ,ݖ́)∗݂〉 =   〈(ݕ,ݔ)݂,ݖ́〉

  
ݔهر  يبه وضوح برا ∈    ، نگاشتܺ

ݖ́ → ,ݖ́)∗݂ ∗ܼ:(ݔ → ܻ∗ 
 

∗ݓ ک نگاشت دو ي ∗݂وسته است. چون يپ ∗ݓ−
 يتوان براين روند را ميوسته است، ايپ يخط

݂∗∗ = (݂∗)∗:ܻ∗∗ × ܼ∗ → ܺ∗ 
 

∗∗∗݂ نيو همچن = (݂∗∗)∗:ܺ∗∗ × ܻ∗∗ → ܼ∗∗ 
 ݂نگاشت  يکتايع يتوس ∗∗∗݂ان کرد. نگاشت يز بين

  که: ياست به طور
˝ݔ → ∗∗ܺ:(˝ݕ,˝ݔ)∗∗∗݂ → ܼ∗∗  

  
˝ݕ هر يبرا ∈ ˝ ݕ و  ܻ → ∗∗ݕ:(˝ݕ,ݔ)∗∗∗݂ →   ∗∗ݖ
∗ݓهر  يبرا ݔ،∗ݓ− ∈   وسته باشند. يپ ܺ
ش ينما (݂)ܼکه آن را با  ݂ يکيتوپولوژن مرکز ياول
˝ݔ يم برابر با همه عضوهايدهيم ∈ است که  ∗∗ܺ

˝ݕآن نگاشت  يبرا → ∗∗ܻ:(˝ݕ,˝ݔ)∗∗∗݂ → ܼ∗∗   
. ∗ݓ پيوسته باشد   ∗ݓ−

  
نرم دار  يفضاها ܼ وܻوܺم يفرض کن: ۲-۴ فيتعر

ܻ:௧݂م ين فرض کنيباشند. همچن × ܺ → ترانهاده  ܼ
ݔهر  يباشد که برا ݂نگاشت  ∈ ݕو  ܺ ∈ به  ܻ
,ݕ)௧݂صورت  (ݔ = ن  يشود. در ايف ميتعر (ݕ,ݔ)݂
ܻوسته از يپ  يک نگاشت دو خطي ௧݂صورت  × به  ܺ

توان آن را يم ميف قبل گفتياست و بنابر آنچه در تعر ܼ
∗∗ܺ:∗∗∗௧݂ به × ܻ∗∗ →   ع داد.يتوس ∗∗ܼ

∗∗ܺ:௧∗∗∗௧݂نگاشت  × ܻ∗∗ → را در نظر  ∗∗ܼ
˝ ݕ  د کهيريبگ → ݂௧∗∗∗௧(ݕ,˝ݔ˝):ܻ∗∗ → ܼ∗∗ 
˝ݔهر  يبرا ∈    و  ∗∗ܺ

˝ݔ  → ݂௧∗∗∗௧(ݕ,˝ݔ˝):ܺ∗∗ → هر  يبرا  ∗∗ܼ
ݕ ∈ ∗ݓ، ܻ   وسته هستند. يپ ∗ݓ−

 يش مينما (݂)(௧)ܼکه آن را با  ݂دوم  يمرکز توپولوژ
˝ݕ يم برابر با همه عضوهايده ∈  يااست که بر ∗∗ܻ

˝ ݔآن نگاشت  → ݂௧∗∗∗௧(ݔ,˝ݕ˝):ܺ∗∗ → ܼ∗∗ 
∗ݓ پيوسته باشد  که با  ن مجموعه برابر استيا ∗ݓ−

˝ݕ يمجموعه همه عضوها ∈ آن  ياست که برا  ∗∗ܻ
˝ݔنگاشت  → ݂௧∗∗∗௧(ݕ,˝ݔ˝):ܺ∗∗ → ܼ∗∗  

∗ݓ پيوسته باشد   .∗ݓ−
ܺ به وضوح ⊆ ܻو  (݂)ܼ ⊆ ܼ௧(݂)   را  ݂نگاشت

∗∗∗݂م، اگر ييمنظم گو -آرنز = ݂௧∗∗∗௧. ن شرط با يا
˝ݕ که نيا → ݂௧∗∗∗௧(ݕ,˝ݔ˝):ܻ∗∗ →  يبرا  ∗∗ܼ

˝ݔهر  ∈ ∗ݓ  پيوسته   باشد ، ∗∗ܺ −  يعني ∗ݓ
 ܼ(݂) =  و نگاشت  ∗∗ܺ

˝ݔ → ݂௧∗∗∗௧(ݕ,˝ݔ˝):ࣲ∗∗ → ܼ∗∗ 
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˝ݕهر  يابر ∈ ∗ݓ پيوسته ، ∗∗ܻ  يعنيباشد  ∗ݓ−
ܻ∗∗   ܼ(݂௧)   معادل است.، =

  م اگر ييچپ گو ينامنظم قو-را آرنز ݂نگاشت 
ܼ(݂) = م اگر ييراست گو ينامنظم قو-و آن را آرنز ܺ
ܼ(݂௧) = م ييگو ينامنظم قو-ن آن را آرنزي. همچنܻ

(݂)ܼاگر  = (௧݂)ܼو  ܺ = ܻ .  
 ࣛ−دوک ي ࣲ ک جبر باناخ و ي ࣛم ياکنون فرض کن 

  ميمدول باناخ باشد و فرض کن
ࣲ:ߨ × ܣ →   و ࣲ
ࣛ:ߨ × ࣲ → ࣲ    

  
  ن يباشند. در ا ࣲ يرو  ࣛچپ و راست  ياعمال مدول

  

مدول باناخ با اعمال  ∗∗ࣛ−دوک ي ∗∗ࣲصورت 
  ر است.يز يمدول

∗∗ࣲ:∗∗∗ߨ    × ࣛ∗∗ → ∗∗ࣛ:∗∗∗ߨ  و∗∗ࣲ ×
ࣲ∗∗ →  ࣲ∗∗  

  
 ∗∗ࣛ−دوک ير يز يبا اعمال مدول ∗∗ࣲبه طور مشابه 

 مدول باناخ است.
∗∗ࣲ:௧∗∗∗௧ߨو × ࣛ∗∗ →

∗∗ࣛ:௧∗∗∗௧ߨ ∗∗ࣲ × ࣲ∗∗ → ࣲ∗∗.  
  

ست چپ و را ياعمال مدول يکيتوپولوژ ياکنون مرکزها
  م:يکنيف مير تعريرا به صورت ز ࣲ يرو  ࣛ

شود عبارت ينشان داده م (∗∗ܺ)ܼࣛکه با  (ߨ)ܼز ين
˝ݔاست ها  ∈  که  يبه طور از مجموعه همه   ∗∗ࣲ

ܽ˝    ↦ ∗∗ࣛ        :(˝ܽ,˝ݔ)∗∗∗ߨ     → ࣲ∗∗  
 . ∗ݓ پيوسته باشد   ∗ݓ−

شود عبارت يز نشان داده مين (ߨ)ܼکه با  (∗∗ࣛ)ࣲܼ
˝ܽاست از مجموعه همه  ∈ که  يها به طور ∗∗ࣛ

˝ݔ نگاشت ↦ ,˝ܽ)∗∗∗ߨ ∗∗ࣲ:(˝ݔ → ࣲ∗∗  
 . ∗ݓ پيوسته  باشد −  ∗ݓ

مدول ک ي ݔد که اگر يتوجه کن  باناخ چپ (راست)  ࣛ−
ࣲ:π   باشد و × ࣛ → چپ  يک عمل مدولي  ࣲ

مدول -ࣛک ي ∗ࣲگاه باشد، آن ࣲ يرو  ࣛ(راست) 
 هر يراست برا يباناخ راست (چپ) است. عمل مدول

، ܽ ∈ ݔ  ࣛ ∈ ݔ́و  ࣲ ∈ ف  ي ر تعريبه صورت ز ∗ࣲ
  شود:يم

∗ࣲ:∗ߨ × ࣛ → ࣲ∗  
,(ܽ,ݔ)∗ߨ〉  ሖݔ 〉 = ,ܽ)ߨ,ݔ́〉   〈(ݔ

  
  توان آن را به صورت خلاصهيکه م

,ܽݔ́〉  〈ݔ = ز به يچپ ن ينوشت. عمل مدول  〈ݔܽ,ݔ́〉
  شود: يمف ير تعريصورت ز

ࣛ:௧∗௧ߨ  ×ࣲ∗ → ࣲ∗  
,ܽ)௧∗௧ߨ〉= ,(ݔ́ 〈ݔ =
,ܽ)௧ߨ,ݔ́ 〉〈ݔ,(ܽ,ݔ́)∗௧ߨ〉 〈(ݔ =
 〈(ܽ,ݔ)ߨ,ݔ́〉

  
ܽ، براي هر ∈ ݔ  ࣛ ∈ ݔ́و  ࣲ ∈ توان که مي  ∗ࣲ

,ݔ́ܽ〉ورت آن را به ص 〈ݔ = ,ݔ́〉 نوشت. به طور  〈ܽݔ
ࣛ:ߨتوان عمل يمشابه م × ࣛ → را با در نظر   ࣛ 
  مدول در نظر گرفت.  ࣛ−دوبه عنوان  ∗∗ࣛگرفتن  

مدول  ࣛ−دوک ي، به عنوان ࣛبا در نظر گرفتن 
ࣛ:ߨباناخ، عمل  × ࣛ → و  ∗∗∗ߨتوان به يرا م ࣛ
∗∗ࣛ يرو  ௧∗∗∗௧ߨ × ها به ع ين توس يع داد. ايتوس ∗∗ࣛ

ب، ضرب آرنز اول (چپ) و ضرب آرنز دوم (راست) يترت
شود. يک جبر باناخ مي، ∗∗ࣛ ينام دارد که با فضا

، در سه ∗∗ࣛاز  ˝ܽو  ˝ܾن ضرب آرنز اول (چپ) يبنابرا
 شود.يف مي ر تعريمرحله ز

〈ܽ́ ◊ ܽ, ܾ〉 = 〈ܽ́,ܽ ◊  و〈ܾ
〈ܾ˝ ◊ ܽ́,ܽ〉 = 〈ܾ˝, ܽ́ ◊ ܽ〉 و   
〈ܽ˝ ◊ ܾ˝, ܽ́〉 = 〈ܽ˝,ܾ˝ ◊ ܽ́〉  

  
́ܽهر  يبرا ∈ ,ܽو  ∗ࣛ ܾ ∈ . به طور مشابه، ضرب ࣛ

,˝ܽآرنز دوم   شود: يف مير تعريبه صورت ز ∗∗ࣛاز  ˝ܾ
〈ܽ□ܽ́,ܾ〉 =  و〈ܽ□ܾ,́ܽ〉
〈ܽ́□ܽ˝,ܽ〉 =  و〈́ܽ□ܽ,˝ܽ〉
〈ܽ˝□ܾ˝, ܽ́〉 = 〈ܾ˝, ܽ́□ܽ˝〉.  
 

́ܽهر  يبرا ∈ ,ܽو  ∗ࣛ ܾ ∈ ࣛ .  
ز به ي، ن∗∗ࣛ ياول و دوم معمول يهايکيمرکز توپولوژ

  شوند:يف مير تعريصورت ز
ܽ˝ ∈ است که  ييها(∗∗ࣛ)ܼ   مجموعه   همه ∗∗ࣛ

→      ˝ܾ، نگاشت  آن يبرا     ܽ˝ ◊ ܾ˝    
. ∗ݓ پيوسته باشد   ∗ݓ−



 

 ۵۷                                                                                          هاوابسته به همريختي  منظم بودن جبرهاي مثلثي -آرنز
 

   

 ܾ˝ ∈ که  است ييها(∗∗ࣛ)௧ݖ   مجموعه  همه  ∗∗ࣛ
˝ܽ ،اشت نگ آن يبرا → ܽ˝. ܾ˝   

. ∗ݓ پيوسته باشد   ∗ݓ−
 م، يکه داشت ييهايبا نمادگذار

(∗∗ࣛ)ܼو  = (ߨ)ܼ = ܼࣛ(ࣛ∗∗) 
ܼ௧(ࣛ∗∗) = ܼ௧(ߨ) = ܼ௧(ࣛ∗∗).  

  
(∗∗ࣛ)ܼم اگر ييرا آرنز منظم گو ࣛجبر باناخ  =

(∗∗ࣛ)௧ܼا به طور معادل، ي ∗∗ࣛ = ن ي. همچن∗∗ࣛ
  م اگرييگو يرا آرنز منظم قو ࣛ

ܼ(ࣛ∗∗) = ܼ௧(ࣛ∗∗) = ࣛ.  
  

ک ي ࣲو  دو جبر باناخ ℬ,ࣛم يفرض کن : ۳-۴هيقض
−(ࣛ,ℬ)م يمدول باشد. فرض کنσ:ࣛ → و  ࣛ
߬:ℬ → ℬ و  ࣛ يباشند. اعمال مدول يختيدو همرℬ 

هر   يبرا ∗∗ࣲ يرو  ∗∗ℬو  ∗∗ࣛرا به اعمال  ࣲ يرو 
˝ݔ ∈ ˝ܽ و ∗∗ࣲ ∈   :ميدهيع ميتوس ∗∗ܣ

˝ܽ˝ݔ =  و(˝ܽ,˝ݔ)∗∗∗ߨ
˝ݔ˝ܽ =  .(˝ݔ,˝ܽ )∗∗∗ߨ

  
  يجبر باناخ مثلث

࣮,ఛ = ቀࣛ ࣲ
0 ℬቁ 

  
م در نظر يف کرديد که در بخش دوم تعريرا با ضرب جد

  ن صورتيم. در ايريگيم
ܼ௧()൫ ఙ࣮,ఛ

∗∗൯ 

= ቆ
ܼ௧(ࣛ∗∗) ܼࣛ௧ (ࣲ∗∗)

0 ܼ௧(ℬ∗∗) ∩ ࣲܼ௧ (ℬ∗∗)
ቇ 

  
  :ميفرض کن : برهان

ʌଵ, ʌଶ ∈ ఙ࣮,ఛ
∗∗   ،Γଵ,߁ଶ ∈ ଶߎ وଵߎ،  ∗∗ࣛ ∈ ࣲ∗∗ و    

ଶߖ,ଵߖ ∈ ℬ∗∗  
  

ک ي ࣲکدار باشند و ي يبه طور ℬ و ࣛ باناخ يجبرها 
– (ࣛ,ℬ) ف ين صورت بنابر تعريمدول باشد. در ا

  ي هسته توپولوژ
ܼ௧()൫ ఙ࣮,ఛ

∗∗൯ = 
{ʌଵ ∈ ఙ࣮,ఛ

∗∗ : ʌଵ□ʌଶ = ʌଵ ◊ ʌଶ , ʌ ଶ ∈ ఙ࣮,ఛ
∗∗} 

ܼ௧()൫ ఙ࣮,ఛ
∗∗൯ = 

{ʌଵ ∈ ఙ࣮,ఛ
∗∗ : ʌଶ□ʌଵ = ʌଶ ◊ ʌଵ, ʌ ଶ ∈ ఙ࣮,ఛ

∗∗} 
  
  گر يد ييسوز ا

 ʌଵ□ʌଶ =

൬߁ଵ߁ଶ ଶߎ□(ଵ߁)∗∗ߪ + ଵ□߬∗∗(߰ଶ)ߎ
0 ߰ଵ□߰ଶ

൰  
  و 

ʌଵ ◊ ʌଶ  =

൬߁ଵ ◊ ଶ߁ ◊(ଵ߁)∗∗ߪ ଶߎ + ଵߎ ◊ ߬∗∗(߰ଶ)
0 ߰ଵ ◊ ߰ଶ

൰   
 

 نيبنابرا
ܼ௧

()൫ ఙ࣮,ఛ
∗∗൯ = { ଵ࣮ఙ,ఛ ∈ ఙ࣮,ఛ

∗∗ : 
ଶ߁□ଵ߁ = ଵ߁ ◊ ଶ,߰ଵ□߰ଶ߁ = ߰ଵ ◊ ߰ଶ, 
ଶߎ□(ଵ߁)∗∗ߪ + ଵ□߬∗∗(߰ଶ)ߎ =
◊(ଵ߁)∗∗ߪ  ଶߎ + ◊ଵߎ ߬∗∗(߰ଶ)‚ ʌଶ ∈ ఙ࣮,ఛ

∗∗}  
  

  جهيدر نت
ܼ௧()൫ ఙ࣮,ఛ

∗∗൯ 

= ൬
ܼ௧(ࣛ∗∗) ܼ௧(ࣲ∗∗)

0 ܼ௧(ℬ∗∗) ∩ ܼ௧(ℬ∗∗)
൰. 

  
௧()൫ܼدا کردن يپ ఙ࣮,ఛ

∗∗൯  ܼو൫ ఙ࣮,ఛ
∗∗൯  به طور مشابه

  است. 
  

 ۳-۲ه يم قضيتواني، م۳-۴ه يبنابر قض :۴-۴ملاحظه 
  م: يکن يسيصورت دوباره نون يرا به ا

࣮,ఛجبر باناخ  = ቀࣛ ࣲ
0 ℬቁ منظم است اگر و  -آرنز

ఙ௧ܼنها اگر ت (ࣛ∗∗) = ఙ௧ܼو  ∗∗ࣛ (ℬ∗∗) = ℬ∗∗  و
,ߪ)به صورت  ࣛ   اثر کنند.  ࣲ يمنظم رو  -(߬

  
منظم باشند، آنگاه   -آرنز ℬو  ࣛاگر : ۴-۵ملاحظه

Z௧(ࣛ∗∗) = Z௧(ℬ∗∗)و  ∗∗ࣛ = ℬ∗∗ن ي. بنابرا
 توان نوشتيم

Z௧൫ ఙ࣮,ఛ
∗∗൯ = ቀࣛ

∗∗ ࣛ∗∗ ∩ ℬ∗∗
0 ℬ∗∗

ቁ  
  

توان گفت يمنظم باشد آنگاه نم-آرنز ࣮,ఛد اگر يدقت کن
൫ܼکه  ఙ࣮,ఛ

∗∗൯ = ఙ࣮,ఛ
 ℬا ي ࣛ يچه که برا(مشابه آن ∗∗
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൫ܼرا اگريز م.)يگفته بود ఙ࣮,ఛ
∗∗൯ = ఙ࣮,ఛ

∗∗ آنگاه    
ܼ(ࣛ∗∗) = Z(ℬ∗∗)و  ∗∗ࣛ = ℬ∗∗ و  

=ࣲ∗∗ ࣛ∗∗ ∩ ℬ∗∗اما به عنوان مثال .  

 ࣮,ఛ = ቀܮ
 0
0 ܮ

ቁ  منظم است  -ک جبر باناخ آرنزي
 و 

∗∗(ܮ)  ∩ ∗∗(ܮ) = ܮ ≠ 0. 
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