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 ۱۲/۰۸/۹۸تاريخ پذيرش مقاله:  ۱۴/۱۰/۹۷تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
شوند. آناليز با انواع مختلف از نويزهاي محيطي آشفته مي هاي علوم و صنعت غالباًياري از شاخه سبهاي ديناميکي در سيستم 

باشند. در اين مقاله، ما روشي براي محاسبه جواب تقريبي يمابين پژوهشگران برخودار م يا ها از اهميت ويژهاين سيستم
دهيم.  مشتقات از مرتبه صل از حرکت برآوني را ارائه مياحمعادلات ديفرانسيل غير خطي تصادفي تاخيري از مرتبه کسري 

يابي اسپلاين دو خطي و تقريب تفاضلات کسري از نوع کاپوتو در نظر گرفته شده است. اساس روش محاسباتي بر پايه درون
روش از منظر  تباشد. مرتبه همگرايي روش پيشنهادي با استفاده از نرم ميانگين مجذور اثبات شده است و دقمتناهي مي

هاي هاي آماري در مدل ميانگين خطاي مطلق و مرتبه همگرايي تجربي آناليز شده است. روش ارايه شده براي تعيين شاخص 
گومبرتزيان  و نيکولسون  بکار گرفته شده است. معادله ديفرانسيل تاخيري و تصادفي گومبرتزيان از مرتبه کسري مدلسازي 

ند سرطان و معادله ديفرانسيل تاخيري و تصادفي نيکولسون از مرتبه کسري براي بيان يا شده است براي توصيف رشد فر
  ديناميک جمعيت آشفتگي هاي نيکولسون در محيط زيست، فرموله شده است.
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  مقدمه -۱
هاي تصادفي نقش مهمي در بسياري از علوم دارند و مدل

هاي اخير مورد توجه بسياري از محققان قرار در سال
اند. بسياري از مشاهدات در دنياي واقعي با تأثيرات گرفته 

شوند. يک مثال معروف، حرکت براوني تصادفي ظاهر مي
است که با استفاده از حرکت تصادفي ذرات گرده معلق در 

هاي مايع نمايش داده ات و در اثر برخورد با مولکولمايع
توان در ديناميک  ]. رفتار تصادفي را مي۱شده است [

]، ۴ها در بلورها []، حرکت يون۳]، اپيدمي [۲جمعيت [
گذاري بهينه در ] و قيمت۶]، قيمت سهام [۵نويز حرارتي [

] مشاهده کرد. مطالعه تصادفي اولين بار توسط ۷اقتصاد [
] بررسي شد ۱۰] و لانگوين [۹]، سمولچسکي [۸تن [انيش

] تعميم داده ۱۱و سپس توسط اورشتاي و اولنبک در [
  شد. 

اخيراً با تلفيق و بکارگيري نظريه مفاهيم بنيادي حسابان 
تصادفي و حسابان کسري، معادلات ديفرانسيل تصادفي 

اند که دسته مهمي از از مرتبه کسري معرفي شده
]. بنابراين، ۱۳و  ۱۲سيل تصادفي هستند [معادلات ديفران

شاهد گسترش مفاهيم و کاربردهاي معادلات ديفرانسيل 
سازي و انتگرال تصادفي از مرتبه کسري در مدل 

]، مسائل ۱۵و  ۱۴هاي پيچيده در امور مالي [دستگاه 
] و ۱۸]، حوزه هندسي [۱۷]، کنترل بهينه [۱۶فيزيک [

با اين وجود، اهميت ] هستيم. ۱۹هاي ديناميک [دستگاه 
هاي عددي جديد براي حل اين نوع توسعه الگوريتم 
  ] يافت.۲۰-۲۴توان در [معادلات را مي

يک دسته مهم از معادلات ديفرانسيل تصادفي، معادله 
ديفراسيل تصادفي تأخيري است که در حالت کسري و 

]، ۲۵غيرکسري، کاربردهاي زيادي در فيزيک [
]، ۲۷]، شبکه عصبي [۲۶ت [هاي مرتبط با جمعيسيستم 

] و غيره دارد. وجود و يکتايي ۲۹و  ۲۸کنترل بهينه [
معادلات ديفرانسيل تصادفي تأخيري از مرتبه کسري در 

] مورد بررسي قرار گرفته است، اما با توجه به ۳۴-۳۰[
دانش نويسندگان، تا کنون روش عددي براي حل آنها 

  ارايه نشده است. 
ديفرانسيل تصادفي تأخيري از   در اين مطالعه، معادله

  شود: يمرتبه کسري به صورت زير در نظر گرفته م

 
( )) ( , ( )) ( )

풟 , ( ) ( , ( ),
푡 ∈ [0,푇]

      ( ) ( ), 푡 ∈ [−훿, 0]
,    )۱ (  

  

 که 
1 12،:[ , ]f T  0 و

:[ , ]g T  0 پذير هستند،توابع اندازه 
) معرف زمان تأخيري است، )t  تابع سابقه تعريف

]شده در بازه  , ]t   )است، و 0 )W t دهنده  نشان
هاي معادلات ديفرانسيل تصادفي ب فرايند وينر است. جوا

هاي مارکوف پيروي  أخيري از مرتبه کسري از ويژگيت
تر کند. بنابراين شبيه سازي اين نوع معادلات پيچيدهنمي

از شبيه سازي معادلات ديفرانسيل تصادفي است. علاوه 
مرتبه  بر اين، جواب تحليلي مسأله تصادفي تأخيري از 

آورد، بنابراين براي توان بدست ) را نمي۱کسري (
ها لازم است که  اي جواب ار مسيرهاي نمونهبيني رفتپيش 

هاي تحليلي را با استفاده از بازه اطمينان جواب
  ].۳۰هاي عددي بررسي کنيم [سازي تقريب

دهي شده است: در ادامه اين مقاله به صورت زير سازمان
ياز شود که در ادامه مورد نارائه مي ، تعاريف اصلي۲بخش 

راي حل معادلات ، روش عددي را ب۳است. در بخش 
ديفرانسيل تصادفي تأخيري از مرتبه کسري تعميم داده و 
از آن براي حل فرايند مدل سازي رياضي در نظر 

هاي سرطاني هاي رشد سلول، مدل۴گيريم. در بخش مي
مرتبه کسري را   گومبرتزيان و تکثير حشرات نيکلسون از

ايج ، نت ۵مي دهيم. در خاتمه، در بخش مورد مطالعه قرار 
  شود.اصلي ارائه مي

  
  . پيشنيازها۲

] کنيمدر اين مقاله، فرض مي , ]T   و 0
( , , )t2   فضاي احتمال t پذير براي  اندازه
푢: Ωپذير توابع انتگرال → 푅   ،ور با نرم ميانگين مجذ

  :زير باشد
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)نرم اقليدسي استاندارد است.   . که , , )t2   
فضاي احتمال توليد شده با استفاده از فرايند وينر  

) استاندارد يک بعدي ) :W t    است که
  ] ۳۵هاي زير است [داراي ويژگي

١ . ( )W 0  ؛ 0
٢ .  ( )W t داراي نمو مستقل و مانا است؛ 
t به ازاي هر . ٣ s 0 توزيع ، ( ) ( )W t W s 

) يک توزيع نرمال با ميانگين صفر و واريانس )t s 
 است. 

  
۱سري کاپوتومشتق از مرتبه ک]. ۳۶. [۱تعريف 

سمت  ٢
m چپ از مرتبه m   10 که m  مرتبه

  شود:صحيح و دلخواه است به صورت زير تعريف مي
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m که m  1،,t   و ( )   معرف

  تابع گاما است.
  

 - مرتبه کسري ريمانانتگرال از ]. ۳۶. [۲تعريف 
۲ليوويل

 سمت چپ از مرتبه ٣   به صورت زير
  شود:تعريف مي

)۳(        
, ( ) ( )( ) .
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t

tu t u t d   
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  سازي. روش تقريب۳

در اين بخش، تحت فرضيات زير روش عددي براي 
  گردد:) ارائه مي۱تأخيري از مرتبه کسري ( مسأله تصادفي

) تابع الف)  , , )f t     نسبت به متغير دوم و سوم در شرط
  کنندشيتز صدق ميليپ

‖푓(푡,푢 , 푢 ) − 푓(푡, 푣 , 푣 )‖ ≤
퐿‖푢 − 푣 ‖+ 퐾‖푢 − 푣 ‖,  

  
)همچنين  , )g t  شيتز صدق يپ وم در شرط لدر متغير د

  .کندمي

 
1. Caputo 
2. Riemann-Liouville 

ˆ( , ) ( , ) ,g t u g t u L u u  1 2 1 2  
  

)ب)  , , )f   0، 2 -  پذير است، يعنيانتگرال  

( , , ) ,f d   
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)و  , )g    اساساً کراندار است، يعني 0
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jt کهکنيم فرض مي jh،

, , , , , , ,j r r n      1 1 ، نقاط 10
] الفاصله در بازهمتساوي , ]T  هستند به طوري  0

r که
h


 ، Tn
h

  و ,r n.  

  
  .شودنظر گرفته مي ) به صورت زير در۱بنابراين مسأله (

풟 , 푢(푡) = 푓(푡 ,푢 ,푢 ) +
푔(푡 ,푢 ).

ℎ
, )۴ (                              

  
، به محاسبه فرمول زير  ntدر نتيجه، به ازاي زمان

  نيازمنديم 
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 که 
1 12

، متغير کمکي متعلق به بازه 

[ , ]nt0  است. مشتق اول را با استفاده از اسپلاين دو
،jt شده در خطي با نقاط گرهي انتخاب

, ,...,j n 1 کنيم. اسپلاين ميسازي ريبتق، 10
( )ns  باشدبه فرم زير مي.  

)۶   (        
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n

n j n j
j

u s u t s  
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, که ( )n js  در هر بازه [ , ]j jt t 1  به ازاي 1

j n  1   .شودبه صورت زير ارائه مي 1
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},توابع  }n

n j js 0 کامل اي براي فضاي توابع پايه
اي هستند. بنابراين  ي دو خطي با نقاط گرهاهاسپلاين 

  .داريم
풟 , 푢(푡) =

( ) ∫ 푠 (휁)(푡 − 
 

휁) 푑휁 = ∑ 푢′ (푡 )∫ ( ) (푡 −

휁) 푠 , (휁)푑휁. )۷                    (                   
  

  شود.نتايج به لم زير منتهي مي
  

) فرض کنيم .۱لم  )u t تابعي متعلق به 
( , , )t2  بازه باشد و به ازاي هر زير

[ , ]j jt t t   1،( ) [ , ]j ju t C t t  2
1 

 

, , ,j n  1 ، که10 
1   . بنابراين12
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  بطوريکه 
푎 , = )۹   (                                                     

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ (푛 − 1)

−푛 (푛 − (2− 훽)),
푗 = 0

(푛 − 푗 + 1) − 2(푛 − 푗)
+(푛 − 푗 − 1) ,

1 ≤ 푗 ≤ 푛 − 1

1, 푗 = 푛
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استفاده از تابع ابتدا مشتق مرتبه اول را با  -اثبات
بر حسب اسپلاين دو خطي با  ياقطعه يخط يابيدرون

,،jt يانتخاب نقاط گره ,...,j n ، به صورت 10
  .کنيمسازي ميروبرو تقريب

푢′(휁) ≈ 푠 (휁) = ∑ 푢′ (푡 )푠 , (휁), =

∑ 푢′(푡 ) + 푢′(푡 ) .  
  

  مي، داريسازو پس از ساده ين با حل روابط انتگراليبنابرا

풟 , 푢(푡) ≈ ℎ
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فرض کنيم . ۲لم  1 12

  . همچنين فرض کنيم 

( )u t تابعي متعلق به( , , )t2    باشد و به ازاي
] هر زير بازه , ]j jt t t   1،
( ) [ , ]j ju t C t t  2

) و 1 )u t M ،
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, , ,j n  1 برشي  ي. بنابراين کران خطا10
عملگر مشتق از مرتبه کسري حاصل از اسپلاين دو خطي 

  .کنددر رابطه زير صدق مي
피 풟 , 푢(푡) − (풟 , 푢(푡)) ≤

퐶 ℎ ,   )۱۰   (                                           
  

بطوريکه 
( )n

MnC







 

3

3
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)فرض کنيم  -اثبات )js t تقريبي از تابع( )ju t  در

]بازه  زير , ] [ , ) [ , )j j nt t t T  1 10 0،
, , ,j n 10باشد و ،  

푒 (푡) = 푢′ (푡) − 푠 (푡) =
‴( )

!
(푡 −

푡 )(푡 − 푡 ),   
  

) مقدار دلخواه متعلق به jکه , )j jt t 1 .است  
) با فرض اين که )e t تابع خطا در بازه ( , ]nt0  ،باشد

  بنابراين
피 풟 , 푢(푡) − (풟 , 푢(푡)) =

피 ( )∫ (푡 − 휁) 푒(휁) 
  푑휁 =

피 ( )
∑ ∫ 푡 −

휁) 푒 (휁)  푑휁 = ( ) ××

피 ∑ ∫ (푡 − 휁)
‴

!
푡 −

푡 푡 − 푡 푑휁 ≤
( )

푀ℎ =

퐶 ℎ ,  
  

  بنابراين

, ,( ) ( .( ))
n n apt prt noxu tu t C h     

30 0    

  
 )، بايد روش ارائه۴لازم به ذکر است که براي حل مسأله (

را در ضلات متناهي ترکيب کنيم، زيشده را با روش تفا
  ح در دسترس نيستند. بنابراين، عمل مشتقات مرتبه صحي

  

سازي کنيم. در اينجا از لازم است اين مقادير را تقريب 
کنيم که در  روش تفاضلات متناهي پسرو استفاده مي 

  ]: ۳۷شود [حالت کلي به صورت زير تعريف مي
푢( )(푡) =

ℎ
∑ (−1) 푚

푠 푢(푡 −
푠ℎ) + 풪(ℎ),                                    )۱۱  (  

  
  معرف طول گام است. h و مرتبه صحيح دلخواه  m که
  

  تميالگور
) نريند و ي؛ فراو h،T،ر يمقاد: يورود )W t ؛
) توابع  , ( ), ( ))f t u t u t ، ( , ( ))g t u t و ( )t.  

rمحاسبه: ۱گام 
h


 وTn
h

.  

jt فيتعر :۲گام  jh،
, , , , , , ,j r r n      1 1 10.  

)ه محاسب :۳گام  ) ( )j jt u t  يبه ازا
, , , ,j r r     1 1 0.  

ي ) به ازا۹ب بر حسب رابطه (يمحاسبه ضرا  :۴گام 
, , ,j n 10.  

حاصل از گسسته   يرابطه بازگشت يريبکارگ :۵گام 
 ي) برا۸) و (۴) بر اساس روابط (۱شده معادله ( يساز

)تابع يبير تفريمحاسبه مقاد )u tدر نقاط ،jt.  
juر يمقاد: يخروج  1 يبه ازا, , ,j n 10.  

  
  . نتايج عددي۴

در اين بخش، دو مثال در نظر گرفته شده و با استفاده از 
منظور کنيم. به روش عددي پيشنهادي آنها را حل مي

کارايي محاسباتي روش ارائه شده، دادن دقت و نشان 
nميانگين خطاي مطلق مورد انتظار، 

ms
 و مرتبه ،

، که به صورت زير تعريف msECOهمگرايي تجربي،
  شوند:مي

)۱۲     (          ,
n

n n
n k kms

k
u u

n 

    
1

2 22
2

1

1   

  و 
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)۱۳       (                  log ,
n

ms
ms

n
ms

ECO
 
 
 
 

2
2



  

  
nبطوريکه 

ku وn
ku2

)سازي مقادير تقريب 2 )ku t  ،هستند

n معرف تعداد نقاط شبکه داخلي است، وTh
n

 

  معرف طول گام يکنواخت است. 
  

مسأله تصادفي تأخيري از مرتبه کسري رشد . ۱ل مد
هاي سرطاني گومبرتزيان به صورت زير بيان سلول 

  .شودمي
풟 , 푢(푡) =

( ) ( ),
( ) ( ) ( ( )) 푡 ∈ [0,푇]

푢(푡) = 23,                       푡 ∈ [−훿, 0]
, 

  
 بطوريکه 

1 12
، ( )u t   بيانگر مساحت سلول

نرخ رشد طبيعي سلول سرطاني  t ،rسرطاني در زمان
 bمي باشد که پارامتري از مقدار ميتوز اوليه است و 

ه فرايند شد است که مرتبط بعامل کاهش سرعت ر
معرف تأخير زماني به  آنژيوژنز مي باشد. همچنين،آنتي

ضريب نفوذ مي باشد.  منظور تنظيم ميزان توليد و 
] و تصادفي ۳۸هاي غيرتصادفي [) در حالت۱۴مسأله (

 ] به ازاي۳۹[ 1  .مورد مطالعه قرار گرفته است  
در اين مقاله، اين مسأله به ازاي مقادير

/r   38 93 10/b    32 89 10،  و 1
/   34 5 10   در نظر گرفته شده است.  0

هاي خطاي مطلق مورد  ، عملکرد شاخص ۱در جدول 
هاي تبه همگرايي تجربي را با طول گامانتظار و مر

} به ازاي h مختلف / , / , / }  55 75 950 0 در بازه 0
[ ,   شود.  ارائه مي 50[
سازي شده ميانگين، ميانه، چارک ، مقادير تقريب۲جدول 

اول، چارک سوم، کشيدگي، چولگي، انحراف استاندارد و 
سازي به ازاي مسير شبيه  ۱۰۰را براي  ٪۹۵زه اطمينان با

{ / , / , / }  55 75 950 0 T در 0    ارائه  5
  

دهد. برابر بودن مقدار ميانگين و ميانه (چارک دوم) به مي
} ازاي / , / }  55 950 دهنده آن است که نشان 0

سازي شده در مسير شبيه  ۱۰۰نمودار حاصل از ترسيم 
T  اي است متقارن است. چارک اول معرف نقطه 5

سازي شده کمتر مسير شبيه  ۱۰۰هاي اين جواب ٪۲۵که 
از اين مقدار هستند. به طور مشابه، چارک سوم معرف 

مسير   ۱۰۰اين  هايجواب ٪۲۵اي است که نقطه
مسأله،  سازي بيشتر از اين مقدار هستند. در اينشبيه 

} کشيدگي به ازاي / , / , / }  55 75 950 0 کمتر از   0
سازي مسير شبيه  ۱۰۰است، يعني، منحني حاصل از  ۳

شده نسبت به منحني نرمال، يک منحني گشيده تر است. 
مورد بررسي داراي   چولگي به ازاي هر سه مقدار

چارک دوم و اول  مقدار منفي است در نتيجه فاصله ميان
ست. در اين مدل بيشتر از فاصله ميان چارک سوم و دوم ا

، انحراف استاندارد بزرگتر ۱به سمت   با افزايش
مسير   ۱۰۰ها در اين شود، بنابراين تغييرپذيري جواب مي

 سازي شده به ازايشبيه  1 ر يابد. دافزايش مي
  ٪ ۹۵اي است که ، معرف بازه٪۹۵ينان خاتمه،  بازه اطم

سازي شده در آن هاي حاصل از مسيرهاي شبيه جواب 
رار دارند. بنابراين، با افزايش انحراف استاندارد به بازه ق
 ازاي 1شود. ، بازه اطمينان بزرگتر مي  

سيل تصادفي ، تأثير فرايند تصادفي معادله ديفران۱شکل 
هاي ان را به ازاي مرتبه تأخيري از مرتبه کسري گومبرتزي

} کسري / , / , / }  55 75 950 0 امو طول گ 0
/h  10 ] در بازه 0 ,   دهد. نشان مي 50[

 ۱۰۰سازي شده عددي (سمت چپ) نتايج شبيه  ۲شکل 
يک خودرو را براي سازي شده ديناميک ترافمسير شبيه 

( )u t دهد. به علاوه، خطوط سياه در نمودار ارائه مي
دهنده ناحيه  بازه اطمينان نشان ۲سمت راست شکل 

سازي شدي مسير شبيه ۱۰۰هاي عددي ، جواب۹۵٪
/ ) به ازاي۱۴براي مسأله (  h/و  750  10 0 

ين  کمرنگ بيانگر ميانگ يخاکستر يانيم . خط تندهس
  ي اي نقطه به نقطه مسيرها و خطوط خاکسترنمونه

  هاي اول و سوم هستند. پررنگ بيانگر چارک
  

)۴۱(  
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 . مقايسه ميانگين خطاي مطلق، ۱جدول 
s

n
m

، ،و مقايسه مرتبه همگرايي تجربي msECO) مقادير  ازاي ) به ۱۴، مسأله

}  هاي مختلفو طول گام  مختلف / , / , / }h  2 1 50 0 0 0 0 ]در بازه  00 , ]t 50.  
   طول گام  

s
n

m
  

msECO  

  /h  20 0  /  21 1688 10  /1 137  
/  550  /h  10 0  /  38 5136 10  /1 350  

  /h  50 00  /  36 888 10 0  / 9630  
  /h  20 0  /  34 9682 10  /1 356  

/  750  /h  10 0  /  33 3 24 10 0  /1 240  
  /h  50 00  /  32 14 8 10 0  /1 160  
  /h  20 0  /  46 1512 10  /1 890  

/  950  /h  10 0  /  43 9388 10  /1 7 20  
  /h  50 00  /  42 4 86 10 0  /1 573  

  
 سازي شده به ازايمسير شبيه ۱۰۰هاي آماري سازي شده شاخص : مقادير تقريب ۱. مدل ۲جدول 

{ / , / , / }  55 75 950 0 h/  با طول گام 0  10 Tدر 0  5  .  
/  هاي آماري شاخص   550  /  750  /  950  
  ۰۳/۲۵  ۵۸/۲۴  ۲۰/۲۴  ميانگين 

  ۰۳/۲۵  ۶۱/۲۴  ۲۰/۲۴  ميانه 
  ۸۷/۲۴  ۴۵/۲۴  ۰۵/۲۴  چارک اول 
  ۱۷/۲۵  ۶۸/۲۴  ۳۱/۲۴  چارک سوم 

  ۲/ ۶۴۶  ۲/ ۵۷۳  ۲/ ۳۲۵  کشيدگي 
  -   ۰/ ۲۷۳  – ۰/ ۲۲۵  -   ۰/ ۰۵۲  چولگي

    ۰/ ۲۱۷  ۰/ ۱۶۷  ۰/ ۱۷۵  انحراف استاندارد 
]  %  ۹۵بازه اطمينان  / , / ]23 85 24 5340  [ / , ]/24 245 24 9 10  [ / , / ]24 6 1 24 4510  

  

  

  

  
شده به ازاي) با استفاده الگوريتم ارائه۱۴نتايج عددي مسأله (. ۱شکل   / (سمت چپ) و 0   34 5 10 (سمت   0

}  هاي کسري ه راست)، از مرتب / , / , / }  55 75 950 0 h/و طول گام  0  10 0.  
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مسأله تصادفي تأخيري از مرتبه کسري تکثير  .۲مدل 
هاي مدل  ترينحشرات نيکلسون که يکي از معروف

  .شوداکولوژي است، به صورت زير ارائه مي

풟 , 푢(푡) =
( ) ( ) ( ),

( ) / ( )
푡 ∈ [0,푇]

푢(푡) = 4,                    푡 ∈ [−훿, 0]
, 

)۱۵          (          
  

 بطوريکه 
1 12

 ،( )u t   بيانگر اندازه جمعيت در

ميزان مرگ  cحداکثر توليد تخم در هر روز، t،rزمان
ضريب نفوذ  زمان تأخير و  حشرات بالغ در هر روز، 

 ] به ازاي۴۰) در [۱۵مي باشد. مسأله ( 1  مورد
r. در اين مسأله به ازايمطالعه قرار گرفته است  2،

/c  1750،/  /و 150  50 در نظر  0
  گرفته شده است. 

، خطاي مطلق مورد انتظار و مرتبه همگرايي ۳جدول 
ر مختلفيبه ازاي مقادهاي مختلف تجربي را با طول گام

 در بازه [ , دهد. نتايج عددي نشان ارائه مي 50[
، خطاهاي  دهد که به ازاي مقادير مختلفمي

يابند.  علاوه سازي با کاهش طول گام کاهش مي تقريب
هاي سازي شده شاخصتقريبمقادير  ۴بر اين، جدول 

هاي سازي شده را به ازاي مرتبه مسير شبيه  ۱۰۰آماري 
Tکسري مختلف در   ، ۳دهد. شکل نشان مي  5

) را به ازاي مرتبه هاي ۱۵هاي عددي مسأله (سازي شبيه 
 کسري مختلف و مقادير مختلف نويز،  و 0

/  50 h/ ، و طول گام0  10 را نشان  0
 ۱۰۰سازي شده (سمت چپ) نتايج شبيه ۴دهد. شکل مي

دهد. در نمودار سمت راست ) را نشان مي۱۵مسير از (
، ٪۹۵، خطوط سياه بيانگر ناحيه بازه اطمينان ۴شکل 
مسأله  سازي شده برايمسير شبيه  ۱۰۰هاي عددي جواب 

نگ نشانگر کمر يخاکستر يانيم باشند. خط) مي۱۵(
اي نقطه به نقطه مسيرها و خطوط ميانگين نمونه

  هاي اول و سوم هستند.پررنگ بيانگر چارک  يخاکستر 

  
  
  

  

  

  
  

خاکستري کمرنگ، بيانگر ميانگين   مياني به رنگ  مسير. (راست) خط  ۱۰۰) در ۳۸-۳. (چپ) جواب عددي مسأله (۲شکل 
/ خاکستري معرف چارک به ازاي بازه اطمينان و خطوط  ٪ ۹۵دهنده نواحي حسابي فرايند، خط سياه نشان   و طول   750

h/گام   10 0  
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  . مقايسه ميانگين خطاي مطلق، ۳ جدول 
s

n
m

،و مقايسه مرتبه همگرايي تجربي ،  msECO) ر ) به ازاي مقادي۱۵، مسأله  

}  هاي مختلف و طول گام    مختلف / , / , / }h  2 1 50 0 0 0 0 ]در بازه  00 , ]t 50.  
  طول گام  

s
n

m
  

msECO  
  /h  20 0  /  22 75 6 10 0  / 9180  

/  550  /h  10 0  /  21 9929 10  / 850 0  
  /h  50 00  /  21 5463 10  / 7580  
  /h  20 0  /  39 1 24 10 0  /1 2 10  

/  750  /h  10 0  /  36 13 8 10 0  /1 1 60  
  /h  50 00  /  35 6694 10  / 9770  
  /h  20 0  /  31 4335 10  /1 673  

/  950  /h  10 0  /  46 5288 10  /1 592  
  /h  50 00  /  42 3781 10  /1 576  

  
 سازي شده به ازايمسير شبيه ۱۰۰هاي آماري سازي شده شاخص : مقادير تقريب ۲مدل . ۴جدول 

{ / , / , / }  55 75 950 0 h/  با طول گام 0  10 T  در 0  5 .  
/  هاي آماري شاخص   550  /  750  /  950  
6/  ميانگين  525  /6 628  /7 480  

6/  ميانه  221  /6 646  /7 440  
5/  چارک اول  891  /6 416  /6 849  
6/  چارک سوم  593  /6 873  /7 229  

2/  کشيدگي  435  /2 200  /2 453  
/  1270/  چولگي 170 0  / 210 0  

/  انحراف استاندارد  4310  / 2890  / 2790  
]  بازه اطمينان  ۹۵٪ / , / ]5 4 9 7 10 00  [ ,/ ]/76 62 1950  [ / , / ]6 5 1 7 5950  

  
  

      
  

شده به ازاي ) با استفاده الگوريتم ارائه۱۵نتايج عددي مسأله (. ۳شکل   /(سمت چپ) و   0  50 (سمت   0
}هاي کسري راست)، از مرتبه  / , / , / }  55 75 950 0 h/  و طول گام 0  10 0.  
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  گيري. نتيجه۵
ه، روش عددي براي حل معادلات ديفرانسيل در اين مقال

تصادفي تأخيري از مرتبه کسري حاصل از حرکت برآوني 
مورد بررسي قرار گرفت. با در نظر گرفتن فرمول  

يابي اسپلاين دو خطي، سازي با بکارگيري درونتقريب
اي از معادلات روشي صريح براي حل عددي دسته 

مان تأخيري غيرخطي با زديفرانسيل از مرتبه کسري 
هاي حاصل شد. چندين مدل از مرتبه کسري با ديناميک 

غيرخطي با روش ارائه شده حل گرديدند و دقت و 

همگرايي روش پيشنهادي مورد بررسي قرار گرفت. نتايج  
نشان مي دهند با کاهش طول گام، خطا به ازاي هر  

د  افته است که تاييياي انتخابي کاهش پارامتر و مرتبه 
روش پيشنهادي است. همچنين،  ييو همگرا  کننده دقت

هاي آماري مورد مطالعه قرار گرفتند و تأثير تأخير شاخص
هاي ها آناليز شدند و بازهو فرايند تصادفي در اين مدل

هاي تصادفي تأخيري به طور کارا مدل ٪۹۵اطمينان 
  مورد ارزيابي و گزارش شده اند.

  
  

    
انگر ميانگين  ي کمرنگ، ب يبه رنگ خاکستر  يانيم  مسير. (راست) خط  ۱۰۰) در ۱۵(چپ) جواب عددي مسأله (. ۴شکل 

/ معرف چارک به ازاي يوط خاکستر بازه اطمينان و خط  ٪۹۵دهنده نواحي حسابي فرايند، خطوط سياه نشان   و   950
h/ طول گام   10 0 .  
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