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  چکيده
 ݅ در تکرار نياُم-݅ آن در که باشنديم يخط معادلات يهادستگاه  حل يبرا ميقتمس و يتکرار يروش ،ABS يهاروش
 ٢٠٠٤ يهاسال در. شوديم حل ABS گام ݉ حداکثر در معادله ݉ با دستگاه کي نيبنابرا. کنديم صدق دستگاه اول لهمعاد

ቂ(௠ାଵ) حداکثر در يسطر  رتبه تمام يخط دلات امع يهادستگاه  حل يبرا  ABSيدوگام يهاروش ،ي لاديم ٢٠٠٧ و 
ଶ

ቃ گام 
  دستگاه کهيهنگام نيهمچن. از دارندين يکمتر يفضا به و  ترفشرده  متناظر هوانگ روش با سهيمقا در هاروش نيا. شد هئارا

 حداکثر در که ميدهيم ارائه ديجد يگامسه روش ،مقاله نيا در. رددا يکمتر ضرب اتيعمل تعداد به ازين دوشيم يمربع
ቂ(௠ାଶ)

ଷ
ቃ سه با روش يدر مقا يمحاسبات يدگيچ يپ. دينماي م ياقتصاد و  فشرده را يمحاسبات يفضا و  رسديبه جواب م گام

 نيشده است.همچن هيارا يمثال عدد کيادعا  نيا يبرا .است ملاحظهقابله ياول يدوگام يهاهوانگ متناظر و روش
 .ميينمايمملاحظه  ياصل يپارامترها ريو سا يآباف  سيماتر يرا  برا يخاص يريپذانعطاف

  
  

م مات يمعادلات خط يهادستگاه ،يگامسه ABS روش ،يدوگام ABS يها، روشABS يهاروش هاي کليدي:واژه
  .محاسبات يفضا يفشردگ ،يرتبه سطر

 
  paripour@hut.ac.ir :Email                                                                                                                 دار مکاتبات:  عهده .*
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  مقدمه -۱
هستند   ها تمي از الگور يعيوس يخانواده  ، ABS يهاروش

با  يرخطيغو  يمعادلات خط يهاحل دستگاه  يکه برا
بار  نياول يبرا هاروش نيکاربرد دارند. ا اريبس بالا اسيمق

 يهاحل دستگاه  يو اسپِدِکاتو برا دنيبرو  ،يتوسط آباف
 نيارائه شدند. ا نيو تحتِ مع نيمع يمعادلات خط

معادلات  ،ي حل حداقل مربعات خط يبرا هاتم يلگورا
توسعه  نيوفانتيو معادلات د يسازنهيبهمسائل  ،يرخطيغ
حل   يبرا ABS يها]. روش۱و ۲[ اندداکرده يپ

از  نيچن کاربرد دارد. هم  زين يفاز يخط يهادستگاه 
که  آمدهدست به يديجد ي هاروش ABS يهاروش

 هياول کيکلاس يهاروشبهتر از  طيشرا يتحتِ برخ
  .]۱۰و ۹ ،۳[ باشنديم

معادلات  يهاحل دستگاه  يبرا ييها] روش۵و ۴[ در
 نياُم-i است که در آن  شدهارائه  يتمام رتبه سطر  يخط

. دينمايمعادله اول دستگاه را حل م 2iتکرار از دستگاه، 
] ۸و ۷، ۶در [ يدوگام يهاوشورد ردر م ديمطالعات جد

 ائهرا ار يديجد ي، ما فضامقاله نياست. در ا شدهيمعرف
سه  زمانهمحلِ  يها را براروش نيا ميتا بتوان مينمود

 ي. براميارتقاء ده  يدستگاهِ تمام رتبه سطر  کيمعادله از 
و  ميداد رييرا تغ ياساس ياز پارامترها يمنظور برخ نيا

هر گام انجام  يدر دو فاز برا يآباف سيرتکردن ما بهنگام
دوم   فاز و  ماُ-i از تکرار  ي. فاز اول منجر به جوابشوديم

. ساختار مقاله شودياُم م-i تکرار يمنجر به جواب عموم
   :است ليذ صورتبهما 
 يدوگام تميالگور و  هياول ABS تميالگور ۲بخش  در
 تمي الگور ک يمراحل ساخت  سپس  و  يمعرف ABS هياول

لازم  يهاه يقض  نيچناست. هم شدهارائه ديجد يگامسه
، ۳. در بخش اندشده  اثباتو  انيمنظور ب نيا يبرا

با  يتمام رتبه سطر يهاحل دستگاه  يبرا ديجد تميالگور
ቂ(௠ାଶ)  در حداکثر تمي الگور نياست. ا شدهارائه  گامسه

ଷ
ቃ 

عملگر که   کيه از با استفاد، در ضمن . استگام همگرا 
 يفضا ،کنديرا حذف م يآباف سيصفرِ ماتر يسطرها

 در .ميکرد  يمحاسبات را تا حد امکان فشرده و اقتصاد
 شده يبررس يمحاسبات يدگيچ يو پ يعدد جي، نتا۴بخش 

  هياول يدوگام ABSبا روش  جينتا نيا سهي. در مقااست
  

 ملاحظهقابلا م ياوردها، دستو روش متناظر هوانگ
 يبندجمع کار خود را  جينتا ۵است. سرانجام در بخش 

  .ميينمايم
  
 يگامسه ABSمُدلِ  کيساخت  -۲

 کار ريز شکل به يدستگاه يرو  هياول ABS تميالگور
   .کنديم
ݔܣ  )١( = ܾ, 

  
  :ميدار فوق هرابط در که

ܣ = [ܽଵ,⋯ ,ܽ௠]்,       ܽ௜ ∈ ℝ௡,  
1 ≤ ݅ ≤ ݉,    ݉ ≤ ݔ    ,݊ ∈ ℝ௡, ܾ ∈ ℝ௠ .  

  
 در را) ۱( معادله از يجواب عَدَم اي جواب هياول ABS روش

 بردار کي با روش نيا. کنديم مشخص تکرار ݉ حداکثر
଴ݔ هياول دلخواه ∈ ℝ௡  دلخواه نامفرد سيماتر کي و 

଴ܪ ∈ ℝ௡×௡ )آغاز را خود کار) کاتوداسپ پارامتر 
 دستگاه  اولله معاد ݅ از يجواب ௜ݔ روش نيا در. دينمايم

  ]۵و ۴ ،۲: [ديفرمائ ملاحظه را ريز يهاگام. است
 کهيطوربه را) دنيبرو  پارامتر(  ௜ݖکن مشخص -۱

௜ܽ௜ܪ௜்ݖ ≠ ௜݌ بده قرار و  0 =  .௜ݖ௜்ܪ
௜ାଵݔرابطه از را جواب -۲ = ௜ݔ +  کن بهنگام  ௜݌௜ߙ

௜ߙ رابطه از و  است گام طول ௜ߙ آن در که = ௕೔ି௔೔
೅௫೔

௔೔
೅௣೔

 
 .ديآيم به دست

 :کن بهنگام ريز رابطه از را ௜ܪ يآباف سيماتر -۳

௜ାଵܪ = ௜ܪ −
ு೔௔೔௪೔

೅ு೔
೅

௪೔
೅ு೔௔೔

  
  
௜ݓ کهيطوربه ∈ ℝ௡ انتخاب  ي) طوري(پارامتر آباف
௜ܽ௜ܪ௜்ݓشود که يم ≠ 0 .  

 ملاحظه را ]۴و ۵در [ شدهارائه يدوگام تمي الگور خلاصه
  :ديفرمائ

݉ ميکن فرض = 2݈ = rank(ܣ). )باشد فرد ݉ اگر 
 قرار. )کرد اضافه دستگاه به يهيبد همعادل کي توانيم

  : ديده

ܿ௜ = ൜ ܽଵ, ݅ = 1,
ܽ௜ − ܽ௜ିଵ, ݅ > 1.  

(ݔ)௜ݎ = ܽ௜்ݔ − ܾ௜ , ܿ௝̅ = ௜ܪ ௝ܿ , തܽ௝ = ௜ܪ ௝ܽ.  



 

 ۷                                                                               ي تمام رتبه سطر ي معادلات خط ي هاحل دستگاه ي برا  يگامسه  ABS د يمدل جد کي
 

   

଴ݔ دلخواه بردار) ۰( ∈ ℝ௡ س نامنفرد دلخواه يو ماتر
෡଴ܪ ∈ ℝ௡×௡ تخاب کرده و قرار بِدِهان ار  ݅ = 1 .  

۱- (a)  ߙمحاسبه کنଵ = ଵߚ و  (଴ݔ)ଵݎ =   (଴ݔ)ଶݎ
(b)  ߚاگرଵ ≠ ଵߙو  0 =   قرار بده: 0

ଵߙ = ଵ,   ܽଵߚ = ܽଵ + ܽଶ,ܾଵ = ܾଵ + ܾଶ.  
  

ଵߚاگر  = ଵߙو  0 ≠   قرار بده: 0
ଵߚ = ଵ,     ܽଶߙ = ܽଵ + ܽଶ, ܾଶ = ܾଵ + ܾଶ.  

  
ଵߚଵߙاگر  ≠   قرار بده: 0

൜ܽଵ = ,ଵܽଵߚ
ܾଵ = ,ଵܾଵߚ             ቄ

ܽଶ = ,ଵܽଶߙ
ܾଶ =   .ଵܾଶߙ

 
۲- (a)  ܿقرار بدهଵ = ܽଵ  ܿوଶ = ܽଶ − ܽଵ .  

(b)  يعدبُ-݊محاسبه کن بردار ܿଶ̅ = و  ෡଴ܿଶܪ
଴ܪس يماتر = ଴݆ک بردار ي ෠଴ܩکه  ෡଴ܪ෠଴ܩ × ݊ 
  :کنديم صدق ريز طيشرا در و  است يبُعد

ݔ෠଴ܩ = 0 ⇔ ݔ =   ଶ̅ܿߣ
 

  ک اسکالر دلخواه است. ي ߣ
)c (ݖ଴ ∈ ܴ௝బ م يانتخاب کن که داشته باش يرا طور

଴ܽଵܪ଴்ݖ ≠   ر را محاسبه کن: يو سپس روابط ز 0

଴ߛ =
ଵߚଵߙ
଴ܽଵܪ଴்ݖ

, ଵݔ = ଴ݔ −  .଴ݖ଴்ܪ଴ߛ

 
݅) که يزمان تا -۳ < ௠

ଶ
 .بده انجام را ۸-۴ يهاگام (

௜ାଵߙمحاسبه کن  -۴ = ௜ାଵߚ  و (௜ݔ)ଶ௜ାଵݎ =
   .(௜ݔ)ଶ௜ାଶݎ

௜ାଵߚاگر  -۵ ≠ ௜ାଵߙو  0 =   آنگاه قرار بده: 0
α୧ାଵ = β୧ାଵ, aଶ୧ାଵ = aଶ୧ାଵ +
aଶ୧ାଶ, bଶ୧ାଵ = bଶ୧ାଵ + bଶ୧ାଶ.  

  
௜ାଵߚاگر  = ௜ାଵߙو  0 ≠   آنگاه قرار بده: 0

௜ାଵߚ = ௜ାଵߙ ,ܽଶ௜ାଶ = ܽଶ௜ାଵ +  
ܽଶ௜ାଶ, ܾଶ௜ାଶ = ܾଶ௜ାଵ + ܾଶ௜ାଶ.  

  
௜ାଵߚ௜ାଵߙاگر  ≠   آنگاه قرار بده: 0

൜ܽଶ௜ାଵ = ,௜ାଵܽଶ௜ାଵߚ
ܾଶ௜ାଵ =   ,௜ାଵܾଶ௜ାଵߚ

ቄ
ܽଶ௜ାଶ = ,௜ାଵܽଶ௜ାଶߙ
ܾଶ௜ାଶ =   .௜ାଵܾଶ௜ାଶߙ

ଶ௜ାଶܿبردار  -۶ = ܽଶ௜ାଶ − ܽଶ௜ାଵ .را محاسبه کن  
ଶ௜ିଵܿ يبُعد-௜ିଵ݆ يبردارها نک محاسبه -۷ =

ଶ௜ାଵܿو  ௜ିଵܽଶ௜ିଵܪ =  سپس و  ௜ିଵܿ2݅ାଶܪ
  :کن محاسبه

௜ܪ =  ,௜ିଵܪ௜ିଵܩ
  

௜݆بردار کي  ௜ିଵܩکه ×  ݆௜ିଵ -ُشرط در و است يعدب 
   :دينمايم صدق ريز

ݔ௜ିଵܩ = 0 ⟺ ݔ = ଵܿଶ̅௜ିଵߣ +   ଶܿଶ̅௜ାଶߣ
= ଵߣ തܽଶ௜ିଵ +   ,ଶܿଶ̅௜ାଶߣ
 

௜ݖانتخاب کن  -۸ ∈ ℝ௝೔  کهيطوربهرا 
௜ܽଶ௜ାଵܪ௜்ݖ ≠   باشد و محاسبه کن: 0

௜ߛ = ఈ೔శభఉ೔శభ
௭೔
೅ு೔௔మ೔శభ

௜ାଵݔ    , = ௜ݔ − ௜ݖ௜்ܪ௜ߛ .  

  
݅قرار بده  = ݅ + 1.  

  ان حلقه.يپا
  
  ک جواب است.)ي ௟ݔتوقف. ( -۹

 سه آن در که ميده ارائه را يروش ميخواهيم اکنون
 را يسطر رتبه تمام يخط معادلات دستگاه کي از معادله

 روش از ساده ميمعت کي روش نيا. کند حل زمانک ي در
  ي فضا ديبا بلکه. ستين] ۴و ۵[ در شدهارائه يگام دو 

 يپارامترها از يبرخ و ميده رييتغ يحدود تا را محاسبات
 در. باشد مقدور ميتعم نيا که ميبساز ياگونهبه را ياساس

 يعني ،است يسطر رتبه تمام  Aديکن فرض) ۱( دستگاه
rank(ܣ) = ݉و  ݉ ≤   م يخواه ملاحظه ادامه در. ݊

 در باشد داشته يجواب و باشد سازگار) ۱( دستگاه اگر نمود
ቂ(௠ାଶ) حداکثر

ଷ
ቃ ديکن فرض. ميرسيم جواب به گام 

  م: يباش داشته
ଷ௜ܣ = [ܽଵ,⋯ ,ܽଷ௜]்,    
ܾଷ௜ = [ܾଵ,⋯ , ܾଷ௜]்,   
(ݔ)௝ݎ = ௝ܽ

ݔ் − ௝ܾ,  
  

௜ݔଷ௜ܣ از يجواب  ௜ݔ،ميباش تکرار نيماُ-݅ در هرگاه =
ܾଷ௜ ܪ. است௜ ∈ ℝ௡×௡ ،ݖ௜ ∈ ܴ௡  ߣو௜ ∈ ℝ  را
௜ݔ م کهينمائين مييتع يطور = ௜ିଵݔ −  ௜ݖ௜்ܪ௜ߣ
  م: ين داري) باشد. بنابرا۱معادله اول دستگاه ( 3݅از  يجواب
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(௜ݔ)௝ݎ = 0,     ݆ = 1,⋯ ,3݅.  
  

݆با فرض  = 3݅ − 2,3݅−   م:يدار 1,3݅

൞
ܽଷ௜ିଶ் ൫ݔ௜ିଵ − ௜൯ݖ௜்ܪ௜ߣ − ܾଷ௜ିଶ = 0,
ܽଷ௜ିଵ் ൫ݔ௜ିଵ − ௜൯ݖ௜்ܪ௜ߣ − ܾଷ௜ିଵ = 0,
ܽଷ௜் ൫ݔ௜ିଵ − ௜൯ݖ௜்ܪ௜ߣ − ܾଷ௜ = 0.

  

  
  : داشت ميخواه معادل طوربه اي

)٢(  ቐ
௜ݖ்(௜ܽଷ௜ିଶܪ)௜ߣ = ,(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଶݎ
௜ݖ்(௜ܽଷ௜ିଵܪ)௜ߣ = ,(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଵݎ
௜ݖ்(௜ܽଷ௜ܪ)௜ߣ =         .(௜ିଵݔ) ଷ௜ݎ

  

  
(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଶݎنکه يبا فرض ا ≠

0, (௜ିଵݔ)ଷ௜ିଵݎ ≠ (௜ିଵݔ)ଷ௜ݎ ,0 ≠  ريغ ௜ߣ، 0
  :ميباش داشته اگر فقط و  اگر است سازگار )۲( و  صفر

)٣(  
௜ߣ = ௥̅య೔షమ(௫೔షభ)

(ு೔௔య೔షమ)೅௭೔
= ௥̅య೔షభ(௫೔షభ)

(ு೔௔య೔షభ)೅௭೔
=

௥̅య೔(௫೔షభ)
(ு೔௔య೔)೅௭೔

  
  

  :ميدار رابطه قبل در که
(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଶݎ̅ = (௜ିଵݔ)ଷ௜ିଵݎ̅ = (௜ିଵݔ)ଷ௜ݎ̅ =
  (௜ିଵݔ)ଷ௜ݎ(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଵݎ(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଶݎ

  
 ما. دارد وجود يمتفاوت يهاروش )۳( رابطه يبرقرار يبرا

   :مينمائيم شنهاديپ را ليذ روش
 که مينمائيم ابانتخ يطور را ௜ܪ بهنگام سيماتر -۱

  : ميباش داشته
௜ܽଷ௜ܪ = ௜ܽଷ௜ିଵܪ = ௜ܽଷ௜ିଶܪ ≠ 0  
 

௜ݖ بردار -۲ ∈ ܴ௡ داشته  که مينمائيم انتخاب يطور را
௜ܽଷ௜ܪ௜்ݖم يباش ≠  .باشد 0
از روابط  تکرار هر در يافبآ سيماتر کردن بهنگام يبرا
 تکرار از يجواب به )۴( رابطه. ميينمايه م) استفاد۵) و (۴(
. شوديم منجر اُم-݅ تکرارِ يعموم جوابِ به) ۵( و  اُم-݅

 ريز صورتبه تکرار نياُم-݅ يبرا ௟೔ܪ و ௜ܪ يهاسيماتر
 :شونديم يمعرف

௜ܽଷ௜ିଶܪ  )٤( = ௜ܽଷ௜ିଵܪ = ௜ܽଷ௜ܪ ≠ 0,   
݅ = 1,⋯ , ݈.  

௟೔ܪ  )٥( ௝ܽ = 0, ݆ = 1,⋯ ,3݅.  
  

  : ميدهيم قرار حال

)٦(  ௝ܿ = ൜
ܽଷ௜ − ௝ܽ, ݆ ≠ 3݅,
ܽଷ௜ , ݆ = 3݅.  

  
 صورتبه بيترت به )۵( و  )۴( معادلات ،)۶( از استفاده با

  :شونديم ارائه )۸( و  )۷( يهافرمول 
௜ܪ  )٧( ௝ܿ = 0, ݆ = 1,⋯ ,3݅ − 1,  
௟೔ܪ  )٨( ௝ܿ = 0, ݆ = 1,⋯ ,3݅.  

  
 ௟೔ܪرا از  ௜ାଵܪ)، ۸) و (۷( روابط از استفاده با حال

 قرارو  ميرو يم شيپ استقراء بام. ينمائيمحاسبه م
  :ميدهيم

௜ାଵܪ = ௟೔ܪ + ݃ଷ௜ାଵ݀ଷ௜ାଵ் + ݃ଷ௜ାଶ݀ଷ௜ାଶ் ,  
݃ଷ௜ାଵ,݀ଷ௜ାଵ,݃ଷ௜ାଶ,݀ଷ௜ାଶ ∈ ℝ௡ .  

  
  :ميباش داشته را ريز رابطه است يکاف

  
௟೔ܪم يداشته باش و  ௝ܿ = 0, ݆ = 1,⋯ . قرار 3݅,
ଷ௜ାଵ݀م يدهيم = ௟೔ܪ

ଷ௜ାଶ݀ و  ଷ௜ାଵݓ் =
௟೔ܪ
ଷ௜ାଶݓ,ଷ௜ାଵݓ( ଷ௜ାଶݓ் ∈ ℝ௡ .(به توجه با 

݆هر  يبرا )۹( رابطه  استقراء فرض ≤  3݅ −  برقرار  1
݆ دادن قرار با. است = 3݅ + 1،݆ = 3݅ + ) ۹( در  2

 :ميدار

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧൫݀ଷ௜ାଵ

் ܿଷ௜ାଵ൯݃ଷ௜ାଵ +                    
൫݀ଷ௜ାଶ் ܿଷ௜ାଵ൯݃ଷ௜ାଶ = ௟೔ܿଷ௜ାଵܪ−
൫݀ଷ௜ାଵ் ܿଷ௜ାଶ൯݃ଷ௜ାଵ +                     
൫݀ଷ௜ାଶ் ܿଷ௜ାଶ൯݃ଷ௜ାଶ = ௟೔ܿଷ௜ାଶܪ−

  

  
  :مينمائيف مي ر را تعريز يحال، پارامترها

݃ଷ௜ାଵ = ௟೔ܿଷ௜ାଵ ,݃ଷ௜ାଶܪ− =   ௟೔ܿଷ௜ାଶܪ−
  

 :ميباش داشته را ريز رابطه ميتوانيم نيبنابرا

ቊ
݀ଷ௜ାଵ் ܿଷ௜ାଵ = 1,
݀ଷ௜ାଵ் ܿଷ௜ାଶ = 0,

       ቊ
݀ଷ௜ାଶ் ܿଷ௜ାଵ = 0,
݀ଷ௜ାଶ் ܿଷ௜ାଶ = 1.

  

  

)٩(  
௟೔ܪ ௝ܿ + ൫݀ଷ௜ାଵ்

௝ܿ൯݃ଷ௜ାଵ  
+൫݀ଷ௜ାଶ்

௝ܿ൯݃ଷ௜ାଶ = 0,  
 ݆ = 1,⋯ ,3݅ + 2  



 

 ۹                                                                               ي تمام رتبه سطر ي معادلات خط ي هاحل دستگاه ي برا  يگامسه  ABS د يمدل جد کي
 

   

ଷ௜ାଶݓ,ଷ௜ାଵݓ اکنون ∈ ℝ௡ فيرعت يطور را 
 :ندينما صدق ليذ رابطه در که مينمائيم

)١٠(  
ቊ
ଷ௜ାଵ்ݓ ௟೔ܿଷ௜ାଵܪ = 1,
ଷ௜ାଵ்ݓ ௟೔ܿଷ௜ାଶܪ = 0,

    

ቊ
ଷ௜ାଶ்ݓ ௟೔ܿଷ௜ାଵܪ = 0,
ଷ௜ାଶ்ݓ ௟೔ܿଷ௜ାଶܪ = 1.

  

  
 يبردارها اگر فقط و  اگر دارد جواب )۱۰( دستگاه ميدانيم

 ادامه در. باشند يخط مستقل ௟೔ܿଷ௜ାଶܪو  ௟೔ܿଷ௜ାଵܪ
  دستگاه  که گرفت ميخواه  جهينت ۳.۲ هيقض از فصل نيا
ن ياست. بنابرا فيتعرخوش ௟೔ܪ و  دارد جواب )۱۰(
  :ميده ارائه ريز صورتبه را ௜ܪم فرمول بهنگام يانتويم

௜ାଵܪ  )١١( = ௟೔ܪ ଷ௜ାଵݓ௟೔ܿଷ௜ାଵܪ−
்   ௟೔ܪ

ଷ௜ାଶݓ௟೔ܿଷ௜ାଶܪ−
் ௟೔ܪ .  

  
 يدلخواه بردار هر تواننديم ଷ௜ାଶݓ,ଷ௜ାଵݓ يبردارها
 کامل يبرا حال. ندينما صدق )۱۰( هبطرا در که باشند
 رابطه در که شود انتخاب يطور ديبا ଵܪ ،استقراء کردن

 :ميباش داشته زين و  دينما صدق) ۱۱(
ଵ ௝ܿܪ  )١٢( = 0,   ݆ = 1,2. 

  
 را ଵܪ. باشد دلخواه نامنفرد سيماتر  کي  ଴ܪد يکن  فرض

 به دست دو  رتبه بهنگام فرمول کي و ଴ܪ از استفاده با
  :ديده قرار ؛ميآوريم

ଵܪ = ଵ்ݒଵݑ−଴ܪ − ଶ்ݒଶݑ ,  
  

,ଵݑکه  ଶݑ,ଵݒ , ∋,ଶݒ ℝ௡ که شونديم انتخاب يطور 
  :ميباش داشته يعني ،ندينما صدق )۱۲( رابطه در

଴ܪ ௝ܿ − ൫ݒଵ் ௝ܿ൯ݑଵ − ൫ݒଶ் ௝ܿ൯ݑଶ = 0, ݆ = 1,2.  
  
  : ميده قرار ديبا قبل رابطه يبرقرار يبرا

)١٣(  ቊݓଵ
଴ܿଵܪ் = 1,

଴ܿଶܪଵ்ݓ = 0,
        ቊ

଴ܿଵܪଶ்ݓ = 0,
଴ܿଶܪଶ்ݓ = 1.

  

  
ଵݓ مناسب يبردارها انتخاب با )۱۳( دستگاه ଶݓ, ∈ ℝ௡ 
,ଵܿهرگاه ،تسا برقرار ܿଶ  نيبنابرا. باشند يخط مستقل 

 : ميدار را ريز دو  رتبه بهنگام فرمول

ଵܪ  )١٤( = ଴ܪ ଴ܪଵ்ݓ଴ܿଵܪ− −
଴ܪଶ்ݓ଴ܿଶܪ .  

 سيماتر ،تکرار هر در يعموم جواب محاسبه يبرا حال
  :ميئنمايم شنهاديپ يژگيو  نيا با را ௟೔ܪ

௟೔ܪ ௝ܿ = ௟೔ܪ ௝ܽ = 0,    ݆ = 1,⋯ ,3݅.  
  
 رابطه از بهنگام کي رتبه کي با ௟೔ܪ سيماتر نيرااببن
 :شوديم محاسبه ريز

௟೔ܪ  )١٥( = ௜ܪ − ௜ܪଷ௜்ݓ௜ܽଷ௜ܪ    
= ௜ܪ ଷ௜்ݓ௜ܿଷ௜ܪ− ௜ܪ ,     ݅ = 1,⋯ , ݈.  

  
ଷ௜ݓ بردار فوق رابطه در ∈ ℝ௡ ليذ يژگيو  يدارا 

 :است
௜ܽଷ௜ܪଷ௜்ݓ  )١٦( = ௜ܿଷ௜ܪଷ௜்ݓ = 1.  

  
 از را تکرار نياُم-݅ يعموم جواب ميتوانيم جهينت در

 :مينمائ محاسبه )۱۷( رابطه
௟೔ݔ  )١٧( = ௜ݔ ௟೔ܪ−

  ,ݏ்
  

ݏ بردار که ∈ ℝ௡ ܪ سيماتر نيهمچن. است دلخواه௟భ 
  :شودي مف ير تعريمانند ز کي رتبه بهنگام رابطه کي از

௟భܪ = ଵܪ   ଵܪଷ்ݓଵܽଷܪ−
= ଵܪ ଵܪଷ்ݓଵܿଷܪ− ,  

  
ଷݓ که ∈ ℝ௡ ليذ شرط در و است دلخواه بردار کي 

  :دينمايم صدق
ଵܽଷܪଷ்ݓ = ଵܿଷܪଷ்ݓ = 1.  

  
⋯,ଵܽ يبردارها .۲. ۱ مل ,ܽ௠ هستند  يخط مستقل  

⋯,ଵܿ يبردارها اگر فقط و  اگر , ܿ௠ يخط مستقل 
 .باشند

  .مينمائ ارائه را ريز هيقض ميتوانيم حاتيتوض نيا با
  

݉ که ديکن فرض .۲. ۲ه يقض =  مستقل بردار 3݈
⋯,ଵܽ يخط ,ܽ௠ ∈ ℝ௡ اهدلخو نامنفرد سيماتر و 

଴ܪ ∈ ℝ௡×௡ ديکن  فرض زين و  م؛يباش  داشته را 
 آن در که، باشد آمدهدستبه )۱۴( رابطه از ଵܪ سيماتر

ଶݓ,ଵݓ ∈ ℝ௡ دنباله. ندينمايم صدق )۱۳( رابطه در 
݅ ،௜ܪ يهاسيماتر = 2,⋯ ,  فيتعر ليذ رابطه از را ݈

  :مينمائيم
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)١٨(  
௜ܪ = ௟ܪ ௜ିଵ −
ଷ௜ିଶݓ௟௜ିଵܿଷ௜ିଶܪ

் ௟ܪ ௜ିଵ  
௟ܪ− ௜ିଵܿଷ௜ିଵݓଷ௜ିଵ

் ௟ܪ ௜ିଵ,  
  
ଷ௜ିଵݓ,ଷ௜ିଶݓ و  ∈ ℝ௡ صدق ريز رابطه در 
  :ندينمايم

)١٩(  
ቊ
ଷ௜ିଶ்ݓ ௟೔షభܿଷ௜ିଶܪ = 1,
ଷ௜ିଶ்ݓ ௟೔షభܿଷ௜ିଵܪ = 0,

      

ቊ
ଷ௜ିଵ்ݓ ௟೔షభܿଷ௜ିଶܪ = 0,
ଷ௜ିଵ்ݓ ௟೔షభܿଷ௜ିଵܪ = 1.

  

  
௟భܪ يهاس يماتر دنباله ديکن فرض نيهمچن ,⋯  ௟೗ܪ,
ଷ௜ݓ آن در که را )۱۵( رابطه توسط ∈ ℝ௡ رابطه در 

 نياُم-݅ در هرگاه. ديريبگ نظر در ندينمايم صدق )۱۶(
݅ هر يبرا ليذ روابط م،يباش تکرار = 1,⋯ ,  .برقرارند ݈

௜ܽଷ௜ିଶܪ (1) = ௜ܽଷ௜ିଵܪ = ௜ܽଷ௜ܪ ≠ 0  
݆ = 1,⋯ ௟೔ܪ (2)  ,3݅, ௝ܽ = 0,  
݆ = 1,⋯ ,3݅ − ௜ܪ (3)  ,1 ௝ܿ = 0, 
݆ = 1,⋯ ௟೔ܪ (4)  .3݅, ௝ܿ = 0, 

  
⋯,ଵܽ ديکن فرض .۲ .۳ه يقض ,ܽ௠ ∈ ℝ௡ 

଴ܪ و باشند يخط مستقل ييبردارها ∈ ℝ௡×௡ کي 
 )۱۴( رابطه از ଵܪ باشد؛ دلخواه نامنفرد سيماتر

ଶݓ,ଵݓباشد و  آمدهدست به ∈ ℝ௡ ۱۳( در رابطه (
݅ يبراکنند و  صدق = 2,⋯ ,  ௜ܪ يهاسيدنباله ماتر ݈

که در آن  دنباش آمدهدستبه )۱۸( رابطه از
ଷ௜ିଵݓ,ଷ௜ିଶݓ ∈ ℝ௡ ) صدق کنند. ۱۹در رابطه (

1، ݅ هر يبرا آنگاه ≤  ݅ ≤ 3݅،݆ هر و ݈  ≤  ݆ ≤  ݉، 
௜ܪ  يبردارها ௝ܽ دنايخط مستقل و  صفر ريغ.  
݅ يبرا. ميرو يم ش يپ استقراء بااثبات.  =  هيقض 1
∑ ميده  قرار اگر را يز است، درست ଵܪ ௝ߙ ௝ܽ

௠
௝ୀଷ = 0 

  :داشت ميخواه 
∑ ଴ܪ)௝ߙ ଴ܪଵ்ݓ଴ܿଵܪ− −௠
௝ୀଷ

(଴ܪଶ்ݓ଴ܿଶܪ ௝ܽ = 0,  
∑ ଴ܪ௝ߙ ௝ܽ
௠
௝ୀଷ − ൫∑ ଴ܪଵ்ݓ௝ߙ ௝ܽ

௠
௝ୀଷ ൯ܪ଴ܿଵ  

−൫∑ ଴ܪଶ்ݓ௝ߙ ௝ܽ
௠
௝ୀଷ ൯ܪ଴ܿଶ = 0,  

  
   :ميباش داشته نکهيا فرض با

ଵߚ = ∑ ଴ܪଵ்ݓ௝ߙ ௝ܽ
௠
௝ୀଷ ,   

ଶߚ = ∑ ଴ܪଶ்ݓ௝ߙ ௝ܽ
௠
௝ୀଷ ,  

  
   :ميباش داشته را ليذ رابطه ميتوانيم

଴ܽଵܪଵߚ + ଴ܽଶܪଶߚ − ଵߚ) + ଶߚ −
  ଴ܽଷܪ(ଷߙ
+∑ ଴ܪ௝ߙ ௝ܽ = 0௠

௝ୀସ .  
  

⋯,ଵܽ يبردارها يخط استقلال به توجه با حال ,ܽ௠ و 
 يبرا گرفت جهينت توانيم ଴ܪ سيماتر بودن نامنفرد

1 ≤  ݆ ≤ و مستقل  صفر ريغ ଴ܽ௝ܪ يبردارها ،݉ 
  م:يجه دارياند و در نتيخط

ଵߚ = ଶߚ = ଷߙ = ସߙ = ⋯ = ௠ߙ = 0.  
  

3 يبرا ଵܽ௝ܪ يبردارها نيبنابرا ≤  ݆ ≤  صفر ريغ ݉
   يبرا هيقض ميکنيم فرض حال. انديخط مستقل و 

1 ≤  ݅ ≤ ݈ −  هيقض مينکيم ثابت درست باشد؛ 1
݅ يبرا +    يبرا )۱۱( رابطه از. است برقرار زين 1

3݅ + 3 ≤  ݆ ≤  :ميردا ݉

)٢٠(  
௜ାଵܪ ௝ܽ = ௟೔ܪ ௝ܽ −
൫ݓଷ௜ାଵ் ௟೔ܪ ௝ܽ൯ܪ௟೔ܿଷ௜ାଵ  
−൫ݓଷ௜ାଶ் ௟೔ܪ ௝ܽ൯ܪ௟೔ܿଷ௜ାଶ.  

  
 رابطه ميده ننشااست  يکاف

)٢١(  ∑ ௜ାଵܪ௝ߙ ௝ܽ
௠
௝ୀଷ௜ାଷ = 0,  

  
3݅ ،݆ هر يبرا دهديم نشان + 3 ≤  ݆ ≤  ݉، 

௝ߙ =  رابطه ميتوانيم )۲۰( رابطه از استفاده با. است 0
  :ميسيبنو ريز صورتبه را )۲۱(

∑ ௟೔ܪ௝ߙ ௝ܽ
௠
௝ୀଷ௜ାଷ − ௟೔ܿଷ௜ାଵܪଵᇱߚ −

௟೔ܿଷ௜ାଶܪଶᇱߚ = 0,  

 
  :شونديم فيتعر ليذ تصوربه فوق روابط در ଶᇱߚو  ଵᇱߚ

ᇱଵߚ = ∑ ଷ௜ାଵ்ݓ௝ߙ ௟೔ܪ ௝ܽ
௠
௝ୀଷ௜ାଷ ,  

ଶ′ߚ = ∑ ଷ௜ାଶ்ݓ௝ߙ ௟೔ܪ ௝ܽ .௠
௝ୀଷାଷ   

  
  :ميباش داشته ميتوانيم جهينت در

∑ ௟೔ܪ௝ߙ ௝ܽ
௠
௝ୀଷ௜ାଷ − ௟೔(ܽଷ௜ାଷܪଵᇱߚ − ܽଷ௜ାଵ)  

௟೔(ܽଷ௜ାଷܪଶᇱߚ− − ܽଷ௜ାଶ) = 0,  



 

 ۱۱                                                                               ي تمام رتبه سطر ي معادلات خط ي هاحل دستگاه ي برا  يگامسه  ABS د يمدل جد کي
 

   

  : داشت ميخواه معادل طوربه اي

)٢٢(  
∑ ௟೔ܪ௝ߙ ௝ܽ
௠
௝ୀଷ௜ାସ +   ௟೔ܽଷ௜ାଵܪଵᇱߚ

  ௟೔ܽଷ௜ାଶܪଶᇱߚ+
ଵᇱߚ)− + ଶᇱߚ − ௟೔ܽଷ௜ାଷܪ(ଷ௜ାଷߙ = 0.  

  
   يبرا ௜ܽ௝ܪ يبردارها استقراء، فرض از استفاده با

3݅ ≤  ݆ ≤  با حال. انديخط مستقل و  صفر ريغ ،݉
௟೔ܪ يبردارها ميدهيم نشان استقراء فرض از استفاده ௝ܽ 

3݅ يبرا + 1 ≤  ݆ ≤ . انديخط مستقل و  صفر ريغ ݉
 :ميدار )۱۵( رابطه از استفاده با
௟೔ܪ  )٢٣( ௝ܽ = ௜ܪ ௝ܽ − ௜ܪଷ௜்ݓ௜ܽଷ௜ܪ ௝ܽ.  

  
  ليذ رابطه ميده نشان ديبا حال

)٢٤(  ∑ ௟೔ܪ௝′ߙ ௝ܽ
௠
௝ୀଷ௜ାଵ = 0,  

  
݆ يبرا که کنديم انيب ≥  3݅ + ௝ᇱߙ ،1 =  با. است 0

 ارائه ليذ صورتبه )۲۴( رابطه ،)۲۳( رابطه  از استفاده
  :ميدهيم

∑ ௜ܪ௝′ߙ ௝ܽ
௠
௝ୀଷ௜ାଵ −

൫∑ ଷ௜்ݓ௝′ߙ ௜ܪ ௝ܽ
௠
௝ୀଷ௜ାଵ ൯ܪ௜ܽଷ௜ = 0,  

  
௜ܪ يرهابردا يخط استقلال از ௝ܽ، 3݅ ≤  ݆ ≤  ݉، 
݆ يبرا شوديم جهينت ≥  3݅ + ௝ᇱߙ ،1 = . است 0

  :ميدار )۲۲( رابطه در پس
ଵᇱߚ = ଶᇱߚ = ଷ௜ାଷߙ =  ଷ௜ାସߙ
= ⋯ = ௠ߙ = 0 

  
௜ାଵܽ௝، 3݅ܪ يبردارها جهينت در + 3 ≤  ݆ ≤  ݉ 
  ■.باشنديم يخط مستقل و  صفر ريغ
  
 قبل، هيقض دو  مفروضات گرفتن نظر در با .۲. ۴جه ينت

  :برقرارند ريز يهاگزاره 
  :ميدار  ميهست اُم-݅ تکرار در کهيهنگام(الف) 

௜ܽଷ௜ିଶܪ = ௜ܽଷ௜ିଵܪ = ௜ܽଷ௜ܪ ≠ 0 ،  
  

௜ݖ  يبردارها نيبنابرا ∈ ℝ௡ 3݅ݓ و ∈ ℝ௡  وجود دارند
௜ܽଷ௜ܪ௜்ݖ کهيطوربه ≠ ௜ܽଷ௜ܪଷ௜்ݓو  0 ≠ 0.  
  

  .دارند جواب )۱۹( و  )۱۳( يهادستگاه (ب) 
݅ هر يبرا) (ج = 1,⋯ ,  خوش ௟೔ݔ و  ௜ݔ ،௟೔ܪ ،௜ܪ ،݈
  .فنديتعر
  
 توسط دشدهيتول ௜ܪ يهاسيماتر يبرا .۲. ۵جه ينت

 از آمدهدست به ௟೔ܪ يهاسيماتر و  )۱۸( و  )۱۴( روابط
  :ميدار) ۱۵( رابطه

1 ≤ ݅ ≤ ݈, 
1 ≤ ݅ ≤ ݈, 
1 ≤ ݅ ≤ ݈, 
1 ≤ ݅ ≤ ݈, 

dimܴ(ܪ௜) = ݊ − 3݅ + 1, 
dimܰ(ܪ௜) = 3݅ − 1, 
dimܴ൫ܪ௟೔൯ = ݊ − 3݅, 
dimܰ(ܪ௟೔) = 3݅, 
dimܴ൫ܪ௟೗൯ = ݊ −݉, 
dimܰ(ܪ௟೗) = ݉. 

  
 روابط توسط دشدهيتول يهاسيماتر يبرا .۲. ۶تذکر 

  :ميدار) ۱۸( و  )۱۴(
௜ݔ = ௜ିଵݔ − ௜ݖ௜்ܪ௜ߣ ,       ݅ = 1,⋯ , ݈.  

  
 اول همعادل 3݅ از يجواب ௜ݔ که مينمائيم يادآوري

 ،۱ تمي رالگو در که است گام طول ௜ߣ و  دستگاه
  .است شدهيبررس آن مختلفِ يهاحالت
⋯,ଵܽ يبردارها  ميکن فرض حال ,ܽ௠ يخط مستقل 

(௜ܪ)dimܰم يدار ،۲.۵ جهينت طبق. باشند = 3݅ − 1 
(௟೔ܪ)dimܰو  = 3݅ نيبنابرا. است 3݅ −  از سطر 1

 ௜ܪ يسطرها گريد به يخط يوابستگ ௜ܪ يهاسيماتر
 وابسته ௟೔ܪ يهاسيماتر از سطر 3݅ نطوريهم و  دارند
. باشندي م سيماتر نيا يسطرها  گريد به يخط

 فيتعر يطور را ௟೔ܪ و  ௜ܪ يهاسيماتر کهييازآنجا
 يخط وابسته يسطرها از مقدار نيا که ميبود کرده
 عملگر کي از استفاده با ميتوانيم بودند، صفر يهمگ

 حد تا روش نيا با تا مينمائ حذف را سطرها نيا مناسب
  .مينمائ ياقتصاد و  فشرده را فضا امکان

  
  ABS يگامسه ديجد تميالگور کي -۳
  شد  داده قبل يهابخش در که يحاتيتوض  به توجه با

 لح يبرا يگامسه  ديجد  تميالگور  کي تا مياآماده  اکنون
 ارائه سازگار يسطر رتبه متما يخط معادلات يهادستگاه 

  . ميده
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  ۱تم يالگور
 يسطر رتبه تمام سيماتر کي ௠×௡ܣ ديکن فرض -۰

݉ که باشد = ݔܣ و 3݈ =  .باشد سازگار ܾ
ܣ) = [ܽଵ,ܽଶ,⋯ ,ܽ௠]்,ݔ ∈ ℝ௡, ܾ ∈ ℝ௠)  
 

଴ݔ دلخواه بردار -۱ ∈ ℝ௡  دلخواه نامنفرد سيماتر و 
଴ܪ ∈ ℝ௡×௡ ديده قرار و ديريبگ نظر در را  ݅ = 1.  

  
۲- (a) کن محاسبه:  

ቐ
(଴ݔ)ଵݎ = ܽଵ்ݔ଴ − ܾଵ,
(଴ݔ)ଶݎ = ܽଶ்ݔ଴ − ܾଶ,
(଴ݔ)ଷݎ = ܽଷ்ݔ଴ − ܾଷ.

   

 
(b) ،ݎ اگرଵ(ݔ଴)ݎଶ(ݔ଴)ݎଷ(ݔ଴) ≠  قرار گاهنآ 0
 : ديده

൜ܽଵ = ,ଵܽ(଴ݔ)ଷݎ(଴ݔ)ଶݎ
ܾଵ =    ,ଵܾ(଴ݔ)ଷݎ(଴ݔ)ଶݎ

൜ܽଶ = ,ଶܽ(଴ݔ)ଷݎ(଴ݔ)ଵݎ
ܾଶ =   ,ଶܾ(଴ݔ)ଷݎ(଴ݔ)ଵݎ

൜ܽଷ = ,ଷܽ(଴ݔ)ଶݎ(଴ݔ)ଵݎ
ܾଷ =   .ଷܾ(଴ݔ)ଶݎ(଴ݔ)ଵݎ

 
(c) ݎ اگرଵ(ݔ଴)ݎଶ(ݔ଴)ݎଷ(ݔ଴) =  تمام کهيدرحال 0

 از بدون ستند،ين صفر تکرار نيا در ماندهيباق يبردارها
 مخالف (଴ݔ)ଷݎ ميکني م فرض مسأله تي کل دادن دست
 .باشد صفر
(ݔ)ଷݎ اگر ≠ (଴ݔ)ଵݎ و  0 = (଴ݔ)ଶݎ =  قرار 0
  : ديده

൜
ܽଵ = ܽଵ + ܽଷ,
ܾଵ = ܾଵ + ܾଷ,      

൜
ܽଶ = ܽଶ + ܽଷ,
ܾଶ = ܾଶ + ܾଷ,  

൜
ܽଷ = ܽଷ,
ܾଷ = ܾଷ.  

  
(଴ݔ)ଷݎ اگر ≠ (଴ݔ)ଶݎ و 0 ≠ (଴ݔ)ଵݎو  0 = 0 
  : ديده قرار

൜ܽଶ = ,ଶܽ(଴ݔ)ଷݎ
ܾଶ =   ,ଶܾ(଴ݔ)ଷݎ

൜ܽଷ = ,ଷܽ(଴ݔ)ଶݎ
ܾଷ =   ,ଷܾ(଴ݔ)ଶݎ

൜
ܽଵ = ܽଵ + ܽଷ,
ܾଵ = ܾଵ + ܾଷ.  

(଴ݔ)ଷݎ اگر ≠ (଴ݔ)ଶݎ و 0 = (଴ݔ)ଵݎو  0 ≠ 0 
  : ديده قرار

൜ܽଵ = ,ଵܽ(଴ݔ)ଷݎ
ܾଵ =   ,ଵܾ(଴ݔ)ଷݎ

൜
ܽଷ = ,ଷܽ(଴ݔ)ଵݎ
ܾଷ = ,ଷܾ(଴ݔ)ଵݎ

  

൜
ܽଶ = ܽଶ + ܽଷ,
ܾଶ = ܾଶ + ܾଷ.   

  
 ديجد يهادهنمايباق و ଵ,ܽଶ,ܽଷܽ ديجد يبردارها حال

ܾଵ,ܾଶ, ܾଷ کن مرتب را.  
  

(d) ݎ اگرଵ(ݔ଴) = (଴ݔ)ଶݎ = (଴ݔ)ଷݎ =  ଵݔ ،0
  .و بر )۵( گام به و  بود خواهد ଴ݔ همان

  
)۳ ((a) کن محاسبه را ليذ يبردارها:  

ܿଵ = ܽଷ − ܽଵ,            ܿଶ = ܽଷ − ܽଶ.  
 

(b)  ݓ يبردارهاଵ,ݓଶ ∈ ℝ௡ که کن اريتخا يطور را 
  :کنند صدق ليذ دستگاه در

ቊݓଵ
଴ܿଵܪ் = 1,

଴ܿଶܪଵ்ݓ = 0,
                  ቊ

଴ܿଵܪଶ்ݓ = 0,
଴ܿଶܪଶ்ݓ = 1.

  

  
 :کن محاسبه ليذ رابطه از را ଵܪ  سيماتر سپس

ଵܪ = ଴ܪ)ܦ ଴ܪଵ்ݓ଴ܿଵܪ− −   .(଴ܪଶ்ݓ଴ܿଶܪ
 

  .)است  صفر يسطرها حذف عملگر فوق رابطه در ܦ (
 

(c) ݓ بردارଷ ∈ ℝ௡ିଶ داشته که کن انتخاب يطور را 
ଵܽଷܪଷ்ݓ ميباش =   را  ريز رابطه سپس  و  شود 1

  :کن محاسبه
௟భܪ = ଵܪ)ܦ   .(ଵܪଷ்ݓଵܽଷܪ−
 

(d) ݖଵ ∈ ℝ௡ିଶ ميباش داشته که کن انتخاب يطور را 
ଵܽଷܪଵ்ݖ ≠   :کن محاسبه را ريز ريمقاد سپس و  0

م يداشته باشمخالف صفر  يماندهيا سه بردار باقيدو  اگر
  قرار بده:

ଵߣ =
مانده يباق مخالف صفر حاصلضرب بردارهاي 

ଵܽଷܪଵ்ݖ
, 



 

 ۱۳                                                                               ي تمام رتبه سطر ي معادلات خط ي هاحل دستگاه ي برا  يگامسه  ABS د يمدل جد کي
 

   

م يمانده مخالف صفر داشته باشيک بردار باقياگر فقط 
  ار بده:قر

ଵߣ =
مانده يباق مخالف صفر  بردار 

ଵܽଷܪଵ்ݖ
, 

 
)۴ ((a) محاسبه کن:   

ଵݔ = ଴ݔ − ଵݖଵ்ܪଵߣ .  
 

݅) قرار بده ۵( =   .) برو ۶و به ( 2
  
݅که  ي) تا زمان۶( ≤ ௠

ଷ
را  ۸(b)تا  ۶(a) يهاگام  است 

  انجام بده. 
  

(a) کن محاسبه را ريز يبردارها:  
(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଶݎ = ܽଷ௜ିଶ் ௜ିଵݔ − ܾଷ௜ିଶ,  
(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଵݎ = ܽଷ௜ିଵ் ௜ିଵݔ − ܾଷ௜ିଵ,  
(௜ିଵݔ)ଷ௜ݎ = ܽଷ௜் ௜ିଵݔ − ܾଷ௜ .  

 
(b)  ݎاگرଷ௜ିଶ(ݔ௜ିଵ)ݎଷ௜ିଵ(ݔ௜ିଵ)ݎଷ௜(ݔ௜ିଵ) ≠ 0 ،
  :کن محاسبه را ريز ريمقاد

൜ܽଷ௜ିଶ = ,ଷ௜ିଶܽ(௜ିଵݔ)ଷ௜ݎ(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଵݎ
ܾଷ௜ିଶ =   ,ଷ௜ିଶܾ(௜ିଵݔ)ଷ௜ݎ(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଵݎ

൜ܽଷ௜ିଵ = ,ଷ௜ିଵܽ(௜ିଵݔ)ଷ௜ݎ(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଶݎ
ܾଷ௜ିଵ =   ,ଷ௜ିଵܾ(௜ିଵݔ)ଷ௜ݎ(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଶݎ

൜ܽଷ௜ = ଷ௜ܽ(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଵݎ(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଶݎ ,
ܾଷ௜ = ଷ௜ܾ(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଵݎ(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଶݎ .

  

 
(c)  ݎاگرଷ௜ିଵ(ݔ௜ିଵ)ݎଷ௜ିଶ(ݔ௜ିଵ)ݎଷ௜(ݔ௜ିଵ) = 0 

 صفر تکرار نيا در ماندهيباق يبردارها يتمام کهيدرحال
 ميکنيم فرض مسأله تيکل دادن دست از بدون ستند،ين

  .باشد صفر مخالف (௜ିଵݔ)ଷ௜ݎ
(௜ିଵݔ)ଷ௜ݎ اگر ≠ (௜ିଵݔ)ଷ௜ିଶݎ و 0 =

(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଵݎ =   : ديقرار ده 0

൜
ܽଷ௜ିଶ = ܽଷ௜ିଶ + ܽଷ௜ ,
ܾଷ௜ିଶ = ܾଷ௜ିଶ + ܾଷ௜ ,

       

൜
ܽଷ௜ିଵ = ܽଷ௜ିଵ + ܽଷ௜ ,
ܾଷ௜ିଵ = ܾଷ௜ିଵ + ܾଷ௜ ,

   

ቄ
ܽଷ௜ = ܽଷ௜ ,
ܾଷ௜ = ܾଷ௜ .   

  
(௜ିଵݔ)ଷ௜ݎاگر  ≠ (௜ିଵݔ)ଷ௜ିଵݎو  0 ≠ و  0

(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଶݎ =   : ديقرار ده 0

൜ܽଷ௜ିଵ = ଷ௜ିଵܽ(௜ିଵݔ)ଷ௜ݎ ,
ܾଷ௜ିଵ =   ,ଷ௜ିଵܾ(௜ିଵݔ)ଷ௜ݎ

൜ܽଷ௜ = ଷ௜ܽ(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଵݎ ,
ܾଷ௜ = ଷ௜ܾ(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଵݎ ,

  

൜
ܽଷ௜ିଶ = ܽଷ௜ିଶ + ܽଷ௜ ,
ܾଷ௜ିଶ = ܾଷ௜ିଶ + ܾଷ௜ .

   

  
(௜ିଵݔ)ଷ௜ݎاگر  ≠ (௜ିଵݔ)ଷ௜ିଵݎو  0 = و  0

(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଶݎ ≠   : ديقرار ده 0

൜ܽଷ௜ିଶ = ଷ௜ିଶܽ(௜ିଵݔ)ଷ௜ݎ ,
ܾଷ௜ିଶ =   ,ଷ௜ିଶܾ(௜ିଵݔ)ଷ௜ݎ

൜ܽଷ௜ = ଷ௜ܽ(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଶݎ ,
ܾଷ௜ = ଷ௜ܾ(௜ିଵݔ)ଷ௜ିଶݎ ,

  

൜
ܽଷ௜ିଵ = ܽଷ௜ିଵ + ܽଷ௜ ,
ܾଷ௜ିଵ = ܾଷ௜ିଵ + ܾଷ௜ .

   

  
و  ଷ௜ିଶܽو  ଷ௜ ،ܽ3݅ିଵܽ ديجد يبردارها حال

  .را مرتب کن ଷ௜ିଶܾو  ଷ௜ ،ܾଷ௜ିଵܾد  يجد يهاماندهيباق
  

(d)  ݎاگرଷ௜ିଶ(ݔ௜ିଵ) = (௜ିଵݔ)ଷ௜ିଵݎ =
(௜ିଵݔ)ଷ௜ݎ = خواهد بود و به  ௜ିଵݔهمان  ௜ݔ، 0

(b)۸  .برو  
  
)۷ ((a) ر را محاسبه کنيز يبردارها:  

ܿଷ௜ିଶ = ܽଷ௜ − ܽଷ௜ିଶ,  
 ܿଷ௜ିଵ = ܽଷ௜ − ܽଷ௜ିଵ .  
 

(b) ݓ يبردارهاଷ௜ିଵ,ݓଷ௜ିଶ ∈ ℝ௡ି(ଷ௜ିଷ)  را
  :نديل صدق نمايانتخاب کن که در دستگاه ذ يطور

ቊ
ଷ௜ିଶ்ݓ ௟೔షభܿଷ௜ିଶܪ = 1,
ଷ௜ିଶ்ݓ ௟೔షభܿଷ௜ିଵܪ = 0,

   

ቊ
ଷ௜ିଵ்ݓ ௟೔షభܿଷ௜ିଶܪ = 0,
ଷ௜ିଵ்ݓ ௟೔షభܿଷ௜ିଵܪ = 1.

  

  
  :کن محاسبه سپس

௜ܪ = ௟೔షభܪ൫ܦ − ଷ௜ିଶݓ௟೔షభܿଷ௜ିଶܪ
் ௟೔షభܪ −

ଷ௜ିଵݓ௟೔షభܿଷ௜ିଵܪ
்   .௟೔షభ൯ܪ

 
(c) ݓ اربردଷ௜ ∈ ℝ௡ି(ଷ௜ିଵ) کن انتخاب يطور را 
௜ܽଷ௜ܪଷ௜்ݓ ميباش داشته که =  رابطه سپس و  شود 1

  :کن محاسبه را ريز
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௟೔ܪ = ௜ܪ൫ܦ   .௜൯ܪଷ௜்ݓ௜ܽଷ௜ܪ−
 

(d)  ݖبردار௜ ∈ ℝ௡ି(ଷ௜ିଵ) که کن انتخاب يطور را 
௜ܽଷ௜ܪ௜்ݖ ميباش داشته ≠  را ريز ريمقاد سپس و  0

  :کن محاسبه
م، يمانده مخالف صفر داشته باشيا سه بردار باق ياگر دو 
   :قرار بده

௜ߣ =
حاصلضرب بردارهاي باقيمانده  مخالف صفر

௜ܽଷ௜ܪ௜்ݖ
 

  
م، قرار  يمانده مخالف صفر داشته باشيک بردار باق ياگر 
  بده:

௜ߣ =
 بردار باقيمانده  مخالف صفر

௜ܽଷ௜ܪ௜்ݖ
 

 
)۸ ((a)  :محاسبه کن  

௜ݔ = ௜ିଵݔ − ௜ݖ௜்ܪ௜ߣ .  
 

(b)  ݅قرار بده = ݅ + 1.  
  ان حلقه.يپا
  
  از دستگاه است.)  يبجوا ௟ݔ) توقف. (۹(

دستگاه را بعد از  يم جواب عموميتواني) م۱۷از رابطه (
  م:يآور به دستر ي با استفاده از فرمول زن تکرار يآخر

௟೗ݔ = ௟ݔ ௟೗ܪ−
ݏ              ,ݏ் ∈ ℝ௡ିଷ௜   براي  هر   

  
کاهش حجم محاسبات استفاده از  يبرا. ۳. ۱تذکر 
  :شوديشنهاد ميل پينکات ذ

3݅ିଵݓ,ଷ௜ିଶݓ يمحاسبه يبرا -۱ ∈ ℝ௡ି(ଷ௜ିଷ) 
݊ ميتوانيم −  را بردارها نيا از هرکدام متناظر هيادر 2

  هر  در هامؤلفه هيبق محاسبه يبرا و  داده قرار صفر برابر
. کرد استفاده دو  مرتبه بهنگام رتبه دو از توانيم تکرار

 بهنگام ۳رتبه  از يخاص حالت روش نيا دو  رتبه بهنگام
ها متفاوت حجم محاسبات آن ياست ول روش نيهم

  ].۸و  ۷[ است
ଷ௜ݓمحاسبه  يبرا -۲ , ௜ݖ ∈ ℝ௡ି(ଷ௜ିଵ) ميتوانيم 

    د يده قرار. مينمائ فيتعر را ريز  يپارامترها
௝݀ =   و سپس:  ௜ܽଷ௜ܪ

ଷ௜ݓ = ௜ݖ = ൝
ଵ

ௗೕಾ
, ݅ = ݆ெ ,

0, ݅ ≠ ݆ெ ,
  

  
  که در آن

|݀௝ಾ | = max ቄห ௝݀ห: ݆ ∈ {1,⋯ ,݊ −

(3݅ − 1)}ቅ .  
  
   يعدد يهاحجم محاسبات و مثال -۴

 ارائه را ۱ تميالگور يبرا لازم يهاضرب  تعداد اکنون
  .ديمائفر ملاحظه را ۱ جدول. ميدهيم

 ريز صورتبه تکرار ݈ يبرا لازم يهاضرب کل تعداد پس
  :است

ܰ = ∑ ൥
3݊ + 2 + 3n + 3

+2(3݊ + 2)(݊ − 3݅ + 3)
+(2݊ + 1)(݊ − 3݅ + 1) + 2݊

൩௟
௜ୀଵ   

ܰ = ଼
ଷ
݉݊ଶ − ସ

ଷ
݉ଶ݊ + ܱ(݉݊)−

ܱ(݉ଶ) + ܱ(݉)  
  

  
  ي اساس يپارامترها يتکرار برا  m/3در  ي معادله خط mحل  ي لازم برا  يهاتعداد ضرب ): ۱جدول (

  منابع  طبقه
  مانده ي باق ي بردارها 3݊
  مانده   يباق  يبردارها  حاصلضرب 2

3݊ ܽଷ௜ିଶ,ܽଷ௜ିଵ,ܽଷ௜ 
3 ܾଷ௜ିଶ, ܾଷ௜ିଵ,ܾଷ௜ 

2(3݊ + 2)(݊ − 3݅ +  ௜ܪ (3
(2݊ + 1)(݊ − 3݅ +  ௟೔ܪ (1

 ௜ݔ 2݊
  مانده  ي باق ي بردارها 3݊

  



 

 ۱۵                                                                               ي تمام رتبه سطر ي معادلات خط ي هاحل دستگاه ي برا  يگامسه  ABS د يمدل جد کي
 

   

 شدهارائه متناظر يدوگام روش يم که برايکنيتوجه م
لازم  يهاضرب تعداد همکارانشان و  ينيام دکتر توسط

  برابر است با: 

 3݉݊ଶ −
7
4
݉ଶ݊+

1
6
݉ଷ + ܱ(݉݊) 

+ܱ(݉ଶ) + ܱ(݊ଶ)  
 

ଷ يمتناظر دارا هوانگ روش نيهمچن. است
ଶ
݉݊ଶ +

و  شوديم يمربع دستگاه يوقت که است ضرب (݊݉)ܱ
 روش يبرا هاضرب  تعداد نيا شوديم کينزد ݊به  ݉

ଷبرابر  هوانگ
ଶ
݊ଷ در شدهائهار يدوگام روش يبرا و 

ଵ଻برابر  ]۵و ۴[
ଵଶ
݊ଷ روش ما  يو براସ

ଷ
݊ଷ ن ي. بنابرااست

  است. ملاحظهقابلار يج کار ما بسينتا
  

ܣس يماتر. ۴. ۱مثال  = ൭
0 0 3 0
2 0 0 0
0 −1 0 0  

൱ ک  ي

ܾو بردار  يس تمام رتبه سطريماتر = ൭
3
0
−1

൱  را در نظر

آوردن بردار جواب با توجه به  به دست يم؛ برايريگيم
  م. يرو يش ميپ شدهارائه يگامسه تم يالگور

଴ݔبا انتخاب  = ቌ
0
0
0
0

ቍ  ܪو଴ = ቌ
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

ቍ 

  م: يدار
(଴ݔ)ଵݎ = (଴ݔ)ଶݎ      ,3− = (଴ݔ)ଷݎ     ,0 = 1   

൜ܽଵ = ଵܽ(଴ݔ)ଷݎ
ܾଵ = ଵܾ(଴ݔ)ଷݎ

,   

 ൜ܽଷ = ଷܽ(଴ݔ)ଵݎ
ܾଷ = ଷܾ(଴ݔ)ଵݎ

,     ൜
ܽଶ = ܽଶ + ܽଷ
ܾଶ = ܾଶ + ܾଷ

  

ܽଵ = ቌ
0
0
3
0
ቍ ,       ܽଷ = ቌ

0
3
0
0
ቍ,      

ܽଶ = ቌ
2
0
0
0
ቍ+ ቌ

0
3
0
0
ቍ = ቌ

2
3
0
0
ቍ  

ܿଵ = ܽଷ − ܽଵ = ቌ
0
3
0
0
ቍ −ቌ

0
0
3
0
ቍ = ቌ

0
3
−3
0
ቍ  

⇒ ଴ܿଵܪ = ቌ
0
3
−3
0
ቍ  

⇒ ଵ்ݓ = ቀ0 ଵ
ଷ

0 0ቁ  

ܿଶ = ܽଷ − ܽଶ = ቌ
0
3
0
0
ቍ −ቌ

2
3
0
0
ቍ = ቌ

−2
0
0
0
ቍ  

⇒ ଴ܿଶܪ = ቌ
−2
0
0
0
ቍ  

⇒ ଶ்ݓ = ቀ− ଵ
ଶ 0 0 0ቁ  

ଵܪ = ଴ܪ)ܦ ଴ܪଵ்ݓ଴ܿଵܪ− − (଴ܪଶ்ݓ଴ܿଶܪ =
ቀ0 1 1 0

0 0 0 1ቁ  

ଵܽଷܪ = ቀ3
0ቁ ⟹ ଷ்ݓ = ଵ்ݖ = ቀଵ

ଷ
0ቁ  

௟భܪ = −ଵܪ)ܦ   (ଵܪଷ்ݓଵܽଷܪ
= (0 0 0 1)  
ଵߣ = ௥భ(௫బ)௥య(௫బ)

௭భ೅ுభ௔య
= −3  

ଵݔ = ଴ݔ −   ଵݖଵ்ܪଵߣ

= ቌ
0
0
0
0
ቍ − (−3)ቌ

0 0
1
1

0
0

0 1
ቍቆ

ଵ
ଷ
0
ቇ = ቌ

0
1
1
0
ቍ  

  
از دستگاه  يجواب ଵݔد ينمائيطور که ملاحظه مهمان
  م: يدستگاه دار يجواب عموم ي. حال برااست

௟೗ݔ = ௟ݔ ௟೗ܪ−
ݏቀ     ,ݏ் ∈ ℝ(௡ିଷ௜)    ي برا هر ቁ   

௟భݔ = ቌ
0
1
1
0
ቍ− ቌ

0
0
0
1
ቍݏ)        ݏ ∈ ℝ)  

  
قبل را با استفاده از  م مثاليحال اگر بخواه .۴. ۲مثال 

 ياز به دو تکرار برايم، نيه حل نمائياول يروش دو گام
ک رتبه دوبهنگام  ي. در تکرار اول از استحل دستگاه 

از يک بهنگام نيک رتبه يدوم به  استفاده نموده و تکرار
  م داشت: يدارد. در تکرار اول خواه

ଵߙ = (଴ݔ)ଵݎ = ଵߚ    ,3− = (଴ݔ)ଶݎ = 0,       

଴ݔ = ቌ
0
0
0
0
ቍ ෡଴ܪ     , = ቌ

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

ቍ  

  
  م: يدهيه قرار مياول يتم دوگاميطبق الگور

ଵߚ = ଵ,       ܽଶߙ = ܽଵ + ܽଶ,     
ܾଶ = ܾଵ + ܾଶ,     ܿଵ = ܽଵ,     ܿଶ = ܽଶ − ܽଵ  

⟹ ܽଵ = ቌ
0
0
3
0
ቍ ,       ܽଶ = ቌ

2
0
3
0
ቍ,        
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ܿଶ = ቌ
2
0
0
0
ቍ  

଴ܪ = ෡଴ܪ෠଴ܩ و    ܿଶ̅ = ෡଴ܿଶܪ = ቌ
2
0
0
0
ቍ   

 
  د)يآ به دسته ياول يتم دو گامي، الگور۲(b)از گام  ෠଴ܩ(

଴ܪ⟹ = ൭
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൱,      

଴ܽଵܪ = ቌ
0
0
3
0
ቍ ଴ݖ      , = ቌ

0
ଵ
ଷ
0
ቍ  

 
ه محاسبه شده ياول يتم دو گاميالگور ۲(c)ز از گام ين ଴ݖ

  م:ياست. حال دار
ଵݔ = ଴ݔ − ଴ߛ      ,଴ݖ଴்ܪ଴ߛ = ఈభఉభ

௭బ೅ுబ௔భ
,    

ଵߚ =   ଵߙ

⟹ ଵݔ = ቌ
0
0
0
0
ቍ − (ିଷ)(ିଷ)

ଵ
ቌ

0 0 0
1 0 0
0
0

1
0

0
1

ቍቌ
0
ଵ
ଷ
0
ቍ =

ቌ
0
0
−3
0
ቍ  

  
ه در دو ياول يشود روش دوگاميطور که ملاحظه مهمان

ن روند در يادامه ا د و باينمايمعامله اول دستگاه صدق نم
م شد. با اصلاح طول يز با خطا مواجه خواهيتکرار دوم ن
  م: يرحات آن آمده داي] به طور کامل توض۶گام که در [

଴ߛ = ఈభ
௭బ೅ுబ௔భ

ଵݔ     , = ቌ
0
0
1
0
ቍ  

  
کند. البته لازم ياول دستگاه صدق م ير معادلهد ଵݔکه 

]، سرشار از ۴و ۵ه [ياول يش دوگامبه ذکر است که رو 
بود که طول گام آن در دو حالت خاص  يجالب يهاده يا
 يرفتن از روش دوگاماز به اصلاح داشت. ما با الهام گين

م ي] ارائه کرد۷و ۸را در [ يد دوگاميجد يهاه، روشياول
مذکور، رقابت قابل  يهات رقابت با روشيبلکه ضمن قا

  س را دارد. گاو  يبا روش حذف يتوجه
  

  گيرينتيجه
 يابر ABS ديجد يگامسه روش کي ،قيتحق نيا در

 ارائه يسطر رتبه تمام يخط معادلات يهادستگاه  حل
را در هر گام در دو  يس آبافيبهنگام کردن ماتر. ميداد

  ي ک عملگر مناسب فضايفاز انجام داده و با استفاده از 
سه با يم. در مقاينمود يمحاسبات را فشرده و اقتصاد

ه به ياول يدوگام يهاروش هوانگ متناظر و روش
 انعطافدِ ما يم. روش جديديرس يخوب يدستاوردها

  .است ساخته فراهم يآباف سيماتر يبرا را يخاص يريپذ
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