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 چکیده

با  لیفرانسیمعادلات، در حل معادلات د نیاز پژوهشگران قرار گرفته است. ا یاریمورد توجه بس یمعادلات انتگرال ر،یاخ ی: در سالها

ولترا است که در  یمعادلات انتگرال ،ینوع خاص از معادلات انتگرال کیشوند.  یاستفاده م یمعمول لیفرانسیو معادلات د یمشتقات چزئ

 الاتیس کیو در مکان دیتجد معادله قیاز طر یدر علم اکچوئر ک،یسکوالاستیبه عنوان معادله انتگرال لوتکا، مطالعه مواد و یشناس تیجمع

معادلات  یحل عدد ینو برا یکردیمقاله رو نیکنند. در ا یم دایبا اندازه محدود کاربرد پ یمرزها یکیدر نزد انیرفتار جر فیتوص یبرا

. سپس، با شوندیم لیتبد یمسئله گشتاور با بعد نامتناه کیولترا به  یروش، ابتدا معادلات انتگرال نیولترا ارائه شده است. در ا یانتگرال

محاسبات قابل  یکه خطا یشود به گونه ا یم لیبه مسئله گشتاور با بعد محدود تبد یمسئله گشتاور با بعد نامتناه ،یبیروش تقر کی

 یخط یزیشود. پاسخ مسئله برنامه ر یم لیتبد یخط یزیمسئله برنامه ر کیبا بعد محدود به  اوراست. در ادامه، مسئله گشت یچشم پوش

ولترا بدست  یاز جمله متلب بدست آورد که با حل آن، پاسخ معادلات انتگرال یمختلف یتوان با استفاده از نرم افزارها یم یرا به سادگ

عملکرد  یشنهادیدهد که روش پ ینشان م هایساز هیشده است. شب یبررس یشنهادیپ تمی. با استفاده از دومثال، عملکرد الگوردیآ یم

 .دارد یقابل قبول

مسئله گشتاور با بعد  ،یخط زیپرنامه ر ه،یفور یهایسر  کلمات کلیدی:

 ولترا و فردهولم یمعادله انتگرال ،ینامتناه

 

 : دریافت مقاله

 پذیرش مقاله: 

 

 

 

 

 

 

 



   پیشگفتار

 معادله قرار دارد. ارتباط نزدیکی بین انتگرال ها تابع مجهول زیر نماددر آن که هستند معادلات آن دسته از عادلات انتگرالیم

با مشتقات دیفرانسیل  معادلات توان برخی ازوجود دارد و می انتگرال وبا مشتقات جزئی یا معادلات دیفرانسیل معمولی دیفرانسیل 

 ،یانتگرال معادلات انواع ترین رایج از یکی .[1-4] بندی کردرمولی فمعادلات انتگرال را به صورتمعادلات دیفرانسیل معمولی  اجزئی ی

 ادامه در که شود می تقسیم دوم و اول نوع ولترا انتگرال معادلات دسته دو به ولترا انتگرال معادله[. 5] است ولترا یانتگرال معادله

 . است شده آورده معادلات این

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
       (1)  

𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
      (2)  

,𝑓(𝑥) معادلات، این در 𝑘(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2[𝑎, 𝑏] هستند فوریه سری دارای که شوند می گرفته نظر در معلوم توابعی. 𝑎   و𝜆  مقادیری

,𝑘́(𝑥 فرض کنید .فرض شده است مجهول تابع یک 𝑦 ومعلوم  𝑡) [ 4-6به صورت زیر تغریف شوند:] 

𝑘́(𝑥, 𝑡) = {
𝑘(𝑥, 𝑡)     𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥
0              𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

           (3)  

 :می شوند تبدیلبه صورت زیر ( 2) و( 1) انتگرال معادلات اساس، این بر

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑘́(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
       (4)  

𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑘́(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
      (5)  

 و  a = 1 مسئله، کلیت دادن دست از بدون مقاله این در. نامیده می شوند دوم و اول نوع فردهولم یانتگرال معادلات ،معادلات این

0 ≤ 𝑥 ≤  .است( 2) و( 1) یانتگرال معادلات حلبا  معادل( 7) و( 6) یانتگرال معادلات حل بنابراین. ندا شده گرفته نظر در  1

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
1

0
       (6)  

𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
1

0
      (7)  

 

  انتگرالی ولترا معادلات حل برای فوریه سری از استفاده .1

,𝑘(𝑥و  𝑓(𝑥) توابع دامنه نیم فوریه یکسینوس سری. بگیرید نظر در را( 6) یانتگرال معادله 𝑡) است زیر شرح به: 



𝑓(𝑥) = ∑ 𝑎𝑘 cos(𝑘𝜋𝑥)+∞
𝑘=0       𝑥 ∈ [−1,1]       (8)  

𝑘(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑏𝑘(𝑡) cos(𝑘𝜋𝑥)+∞
𝑘=0       𝑥 ∈ [−1,1], 𝑡 ∈ [0,1]      (9)  

 :شود می نتیجه( 6) یانتگرال معادله در( 9) و( 8) جایگزینی با

∑ 𝑎𝑘 cos(𝑘𝜋𝑥)+∞
𝑘=0 = ∑ (∫ 𝑏𝑘(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡

1

0
)+∞

𝑘=0 cos(𝑘𝜋𝑥)     (10)  

𝑎𝑘 و 𝑏𝑘(𝑡) مجهول توابع همه برای( 10) معادله و هستندی معلوم مقادیر y اگر ،است برقرار: 

𝑎𝑘 = ∫ 𝑏𝑘(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
1

0
      𝑘 = 0,1,2, …      (11)  

 هم اکنون پیشنهاد می شود:

𝑦(𝑥) = ∑ 𝐶𝑘 cos(𝑘𝜋𝑥)+∞
𝑘=0          (12)  

𝐶𝑘 که شود می نتیجه ،(7) یانتگرال معادله در( 12) و( 9) ،(8) جایگزینی با. هستندمجهول  یمقادیر: 

∑ 𝐶𝑘 cos(𝑘𝜋𝑥)+∞
𝑘=0 = ∑ 𝑎𝑘 cos(𝑘𝜋𝑥)+∞

𝑘=0 + 𝜆 ∑ (∫ 𝑏𝑘(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
1

0
)+∞

𝑘=0 cos(𝑘𝜋𝑥)   (13)  

 :اگر است صادق 𝑥 مقادیر تمام برای( 13) معادله

𝐶𝑘 = 𝑎𝑘 + 𝜆 ∫ 𝑏𝑘(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
1

0
      𝑘 = 0,1,2, …      (14)  

با  گشتاور مسائل به معادلات این باید معادلات این جواب یافتن برای. هستند نامتناهی ابعاد با گشتاور مسائل( 14) و( 11) معادلات

 .دشون تبدیل محدود بعد

 محدود با بعد گشتاور مسئله به بی نهایت گشتاور با بعد مسئله تبدیل .2

 :ثابت L یک برای و هستندمرزدار  پیوسته توابع 𝑓̈(𝑥)و  𝑓̇(𝑥) کنید فرض

|𝑓̈(𝑥)| ≤ 𝐿           (15)  

 :بگیرید نظر در را 𝑓(𝑥) دامنه نیم یکسینوس فوریه سری ضرایب

𝑎𝑘 = ∫ 𝑓(𝑥) cos(𝑘𝜋𝑥) 𝑑𝑥
1

0
      𝑘 = 1,2,3, …      (16)  

 که داد نشان توان می جبری عمل چندین انجام با



𝑎𝑘 = −
1

𝑘2𝜋2 ∫ 𝑓̈(𝑥) cos(𝑘𝜋𝑥) 𝑑𝑥
1

0
       (17)  

 :کهنتیجه می شود  فوق رابطه از

|𝑎𝑘| =
1

𝑘2𝜋2 |∫ 𝑓̈(𝑥) cos(𝑘𝜋𝑥) 𝑑𝑥
1

0
| ≤

𝐿

𝑘2𝜋2
      𝑘 = 1,2,3, …    (18)  

 بنابراین

|𝑓(𝑥)| = |∑ 𝑎𝑘 cos(𝑘𝜋𝑥)+∞
𝑘=0 | ≤   ∑

𝐿

𝑘2𝜋2
+∞
𝑘=0 =

𝐿

𝜋2
∑

1

𝑘2
+∞
𝑘=0 =

𝐿

𝜋2

𝜋2

6
=

𝐿

6
< ∞   (19)  

 پارسوال معادله از. است اختیاری مثبت عدد یک 𝜀 کنید فرض. شود می همگرا[ 0،1] بازه در یکنواخت طور به( 8) سری نتیجه، در

 :که نتیجه می شود

  ∑ 𝑎𝑘
2+∞

𝑘=0 = ∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
+1

0
< ∞         (20)  

𝑀 یک = 𝑀(𝜀) که طوری به دارد وجود 

  ∑ 𝑎𝑘
2+∞

𝑘=𝑀+1 <
𝜀2

4
          (21)  

 :شود می تعریف زیر صورت به 𝑓(𝑥) از تقریبی

𝑓𝑀(𝑥) = ∑ 𝑎𝑘 cos(𝑘𝜋𝑥)𝑀
𝑘=0           (22)  

 :که شود میه نتیج پارسوال معادله به توجه با

| 𝑓(𝑥) − 𝑓𝑀(𝑥)|2 = ∑ 𝑎𝑘
2+∞

𝑘=𝑀+1          (23)  

 𝑀 :به گونه ای انتخاب می شود که 

 ∑ 𝑎𝑘
2+∞

𝑘=𝑀+1 <
𝜀2

4
          (24)  

 :شوند می تبدیل زیرتناهی م بعدیبا  گشتاور مسائل به( 14) و( 11)نامتناهی  بعدیبا  گشتاور مسائل اساس، این بر

𝑎𝑘 = ∫ 𝑏𝑘(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
1

0
      𝑘 = 0,1,2, … , 𝑀        (25)  

𝐶𝑘 = 𝑎𝑘 + 𝜆 ∫ 𝑏𝑘(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
1

0
      𝑘 = 0,1,2, … , 𝑀  𝑓𝑀(𝑥) = ∑ 𝑎𝑘 cos(𝑘𝜋𝑥)𝑀

𝑘=0   (26)  

   xy)(تعیین تابع مجهول  .3



 :شود می تبدیل زیر سازی بهینه مسئله به( 25)تناهی م بعدبا  گشتاور مسئله ،(6) یانتگرال معادله در 𝑦(𝑥) یافتن برای

𝐽 = ∑ |𝑎𝑘 − ∫ 𝑏𝑘(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
1

0
|𝑀

𝑘=0         (27)  

 :زد تقریبتوان  می زیر صورت به را انتگرال ،(27) در

∫ 𝑏𝑘(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
1

0
≅

1

𝑛
∑ 𝑏𝑘 (

𝑖

𝑛
) 𝑦 (

𝑖

𝑛
)𝑛−1

𝑖=0          (28)  

𝑛 اگر. است مثبت صحیح عدد یک 𝑥 مانند اعدادی باشد،( صفر یا منفی مثبت،) آزاد عدد یک A≥0 و B≥0 به گونه  دارند وجود

 :کهای 

𝑥 = 𝐴 − 𝐵
|𝑥| = 𝐴 + 𝐵

           (29)  

𝑦 گرفتن نظر در با و( 29) و( 28) از استفاده با (
𝑖

𝑛
) = 𝑦𝑖 و 𝑏𝑘 (

𝑖

𝑛
) = 𝑏𝑘𝑖، شود می تبدیل زیر صورت به( 27) رابطه. 

𝐽 = 𝑀𝑖𝑛 ∑ (𝐴𝑘 + 𝐵𝑘)𝑀
𝑘=0      

𝑎𝑘 −
1

𝑛
∑ 𝑏𝑘𝑖𝑦𝑖

𝑛−1
𝑖=0 =𝐴𝑘 − 𝐵𝑘      𝑘 = 0,1,2, … , 𝑀        (30)  

𝐴𝑘 , 𝐵𝑘 ≥ 0     𝑘 = 0,1,2, … , 𝑀     

 بهینه مسئله به توان می را( 7) انتگرال معادله حل مشابه، روشی به. آید می دست به 𝑦(𝑥)، (30) خطی ریزی برنامه مسئله حل با

 :کرد تبدیل زیر سازی

𝐽 = 𝑀𝑖𝑛 ∑ (𝐴𝑘 + 𝐵𝑘)𝑀
𝑘=0      

𝐶𝑘 − 𝑎𝑘 −
1

𝑛
∑ 𝑏𝑘𝑖𝑦𝑖

𝑛−1
𝑖=0 =𝐴𝑘 − 𝐵𝑘      𝑘 = 0,1,2, … , 𝑀       (31)  

𝑦𝑖 = ∑ 𝐶𝑘 cos (
𝑘𝜋𝑖

𝑛
)𝑀

𝑘=0                         𝑖 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1   

𝐴𝑘 , 𝐵𝑘 ≥ 0     𝑘 = 0,1,2, … , 𝑀     

 مثالها .4

 (، فرض کنید:6: در معادله انتگرالی )1مثال 

𝑓(𝑥) = 𝑥

𝑘(𝑥, 𝑡) = 𝑡 sin(𝑥𝑡)
          (32)  



0 در آن که ≤ 𝑥 ≤ 𝑛 کنید فرض .1 = 𝜀 و 300 = 𝑀 ،(24)معادله  از استفاده با در این صورت، 0.001 =  𝑦(𝑥) .شود می 30

𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟 حاصله خطایو ( 1-1) شکل در( 30) خطی ریزی برنامه مسئله از آمده بدست = 𝑓(𝑥) − ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
1

0
بر حسب  

𝑥 است 9−10از مرتبه  آن تغییرات که نشان داده شده است (2-1) شکل در.  

 

پیشنهادی روش خطای -2-1 شکل  از آمده بدست 𝑦(𝑥) -1-1 شکل 

  خطی ریزی برنامهمسئله 

 : کنید فرض، (7) یانتگرال معادله در: 2 مثال

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥

𝑘(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥−𝑡

𝜆 = −1

              (33)  

0 در آن که ≤ 𝑥 ≤ 𝑛 کنید فرض .1 = 𝜀 و 300 = 𝑀 ،(24)معادله  از استفاده با در این صورت، 0.001 =  𝑦(𝑥) .شود می 40

از مرتبه  آن تغییرات که نشان داده شده است (2-2) شکل درو ( 1-2) شکل در( 31) خطی ریزی برنامه مسئله از آمده بدست

  .است 10−5



 

پیشنهادی روش خطای -2-2 شکل  از آمده بدست 𝑦(𝑥) -1-2 شکل 

  خطی ریزی برنامهمسئله 

 نتایج  .5

 توابع فوریه سری ضرایب دانستن با پیشنهادی، روش در. گردید ارائه ولترا انتگرال معادلات حل برای جدیدی روش مقاله این در

,𝑘(𝑥 و 𝑓(𝑥)معلوم  𝑡)، مجهول تابع 𝑦(𝑥) و تبدیل خطی ریزی برنامه مسئله یک به یانتگرال معادله. آید می بدست راحتی به 

 .می باشد دقیق کافی اندازه بهتعیین می گردد که این پاسخ،  𝑦(𝑥) پاسخسپس، با حل مسئله برنامه ریزی خطی، 
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