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 اصلاح شده یولترا  به روش تکرار پارامتر یخط ریغ یمعادلات انتگرال یحل عدد

 1 محمدرضا تمامگر

 
 

 چکیده

 ندیاست. فرآ کیولترا با اصلاح روش تکرار پارامتر یرخطیحل معادلات انتگرال غ یبرا دیجد یعدد کردیرو کیکار ارائه  نیا یهدف اصل

نشان دهنده  جیانجام شده است. نتا قیو جواب دق کیروش و روش تکرار پارامتر نیا نیب سهیحل با چند مثال نشان داده شده است. مقا

 شده است. یمطالعه بررس نیروش در ا نیا ییهمگرا ن،یاصلاح شده است. همچن یتکرا پارامتر وشر ییو کارا یسادگ

 

، حل  ی، معادلات انتگرال یروش تکرار پارامتر کلمات کلیدی:

 یعدد

 : دریافت مقاله

 پذیرش مقاله: 
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مقدمه. 1  

های  شوند و یا بسیاری از مدل بسیاری از مسائل فیزیکی و یا مهندسی به صورت غیر خطی و پیچیده ظاهر می

پس لازم است که برای تعیین جواب  ،آنها غیر خطی هستند که در اغلب موارد جواب واقعی آنها قابل تعیین نیست

توسعه علم منجر به شکل گیری بسیاری از قوانین فیزیکی شده  .های عددی استفاده کنیم تقریبی آنها از روش

است که وقتی به شکل ریاضی بیان می شوند اغلب به صورت معادلات دیفرانسیل ظاهر می شوند. مسائل مهندسی 

معادلات انتگرال ولترا  را می توان به شکل معادلات دیفرانسیل توصیف کرد. این معادلات دیفرانسیل را می توان به

گرما و انتشار به وجود می آیند.  ،تبدیل کرد. معادلات انتگرال ولترا در مسائلی مانند، نظریه سیستم ها، رسانش

ها را به صورت ساده، سریع و با دقت  فنون محاسبات عددی به گونه ای طراحی می شوند که در حد امکان جواب

های تاکنون روش ا به صورت الگوریتمی در یک دستگاه محاسباتی به کار گرفتدست آورند و بتوان آنها ره بالا ب

میان آنها می توان به روش تکرار که از  ،عددی مختلف برای حل معادلات انتگرال ولترا استفاده شده است

که این روشها لازم به ذکر است  اًعموم .اشاره کرد ]4و3[راتیی، روش تکرار تغی]2[روش آنالیز هموتویی ،]1[پیکارد

ها است. یکی از  ها رفع این محدودیت هدف ما از طراحی این روش های خاص خود را دارند و معمولاً محدودیت

روش تکرار پارامتری در واقع که  ،های تکراری هستند روش ،های عددی معمول ترین و پر کاربردترین روش

 ه معرفی می کنیم.ر خلاصق است. در ابتدا این روش را به طوتعمیم روشهای فو

 

. روش تکرار پارامتری2  

  :برای معرفی روش تکرار پارامتری ابتدا یک معادله انتگرالی را به شکل زیر در نظر می گیریم

                  (1)                                                                                     0)()(  uNuL          

)(0با خاصیت  Lکه در آن  fL  0وقتیf ، یک عملگر خطی کمکی نسبت بهu  وN  یک عملگر غیر

 به صورت می سازیم:  یک خانواده از فرآیندهای تکراری حال .یک تابع تحلیلی است gو  uخطی نسبت به 

        (2 )                                                              )]([)()]()([ 1 tuAthHtutuL kkk            

])[(یک تابع کمکی است و  H(t)یک پارامتر کمکی ،  0hکه در آن  tuA k :عبارتست از 

        (3)                                                                        0)()]([)]([  tgtuNtuL kk     
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0)(که در آن  tu  یک تقریب اولیه است و می تواند به صورت آزادانه انتخاب شود. شکل کلی تر خانواده تکراری

 ( به صورت زیر است:1-2)

         (4  )                                             ,1,0,)]([)()()]()([ 1  ktuAtHthtutuL kkk     

به نحوه تعیین آن اشاره   ]5[در  نشان دهنده یک ضربگر )معمولا ضربگر لاگرانژ( می باشد که t)(که در آن    

هایی ساده قابل تعیین هستند که  عوامل معرفی شده در این فرمول تکراری به طور موثر و به روش .ه استشد

-1( و )2-1) پس می توانیم این عوامل را طوری انتخاب کنیم که .این خود از مزایای روش تکرار پارامتری است

0)(اگر  .( جواب داشته باشند4 tu آنگاه جواب واقعی معادله عبارتست از: ،یک تقریب اولیه مناسب باشد     




k

k xuxu )(lim)(  

 خطی ولترا استفاده کرده است.از روش تکرار پارامتری در حل معادلات انتگرالی غیر   ]6[مرجع  

 

 . روش تکرار پارامتری اصلاح شده2

گاهی اوقات استفاده از روش تکراری پارامتری برای حل معادلات انتگرال بخصوص نوع غیر خطی آن به آسانی 

برای رفع  .دلیل افزایش حجم محاسبات حتی استفاده از نرم افزارهای قوی کار ساز نیسته ت و بنیسامکان پذیر 

 م که حتی الامکان از محاسبه جملات غیر ضروری پرهیزیاین مشکل سعی می کنیم روش را طوری اصلاح کن

 را به صورت زیر در نظر می گیریم: ی غیر خطیولترا یکنیم. یک معادله انتگرال

(5 )                                                                      

x

dttuFtxkxgxu

0

))((),()()(  

 که طرح تکرار پارامتری برای آن به صورت زیر است:

(6       )                  .1,0,))((),()()()1()(

0

1 













  kdttuFtxkxghxuhxu

x

kkk  

 

 یعنی:، دارای بسط تیلور باشد0tو 0xتابع زیر علامت انتگرال حول  می کنیمفرض 

 

)()(),())((),( 11   NN
N xototxFtuFtxk 

 ( به صورت زیر خواهد بود:6پس طرح تکرار )
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       (7         )                                         .1,0,),()()1(

0

1   kdttxFhxhguhu

x
k

Nkk 

 

12در آن که  kN آنرا روش تکرار پارامتری اصلاح شده می نامیم.  و 

 

 . همگرایی روش تکرار پارامتری اصلاح شده:3

}){(به منظور اثبات همگرایی دنباله  xuk یک سری به روش تکرار پارامتری اصلاح شده.تولید شده توسط

 صورت زیر می سازیم:

      (8                                       )...)]()([...)]()([)( 1010   xuxuxuxuxu kk

 
 توجه داریم که 

      (9)                          )()]()([...)]()([)( 10101 xuxuxuxuxuxus kkkk  

 
}){(پس دنباله xuk .همگراست اگر سری فوق همگرا باشد 

))(( فرض کنیم:  قضیه: tuF در بازه],[ ba پیوسته لیپشیتس باشد و],[)( baCxg و
MN

1
  که در

 (  همگراست.8)ثابت لیپشیتس است آنگاه سری  Nاعداد حقیقی مثبتی هستند و در آن  M,N آن

 ( داریم:6از طرح تکرای )اثبات: 

     (10      )  rhb
N

L
qhdttuFtxkxgxuhxuxu

x









  )(

2
))((),()()()()(

0 0001 
 

 بطوریکه

)(: b
N

L
qr       )()(max 0 xgxuq

bxta



,  )((max 0 tuFL

bxta 
,),(max txkM

bxta 
, 

 ثابت لیپشیتس است به عبارت دیگر  0Nکه در آن 
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kkkk uuNuFuF   11 )()(  

 ( نتیجه می گیریم:10(و )6از )

     (11  )                         
 

  hbhrh

uFuFtxkhuuhuu
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       (12   )
 

     nnn

n

bhh
n

rhbhbhhbhrh

uFuFtxkhuuhuu

)(1
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)()(),())(1(

2
2

0

222

12

1

1
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
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








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


 




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    (13                                                         )  nnk
k

n

kk bhh
n

k
rhuu





 







  1

0

1

  

11بنابراین اگر   h ( و بنابراین دنباله8سری ))}({ xuk  به جواب معادله برای],[ bax  همگرا خواهد

 تقریبا یکسان هستند. (7)و  (6) توجه داریم طرحهای تکراربود.

 . حل عددی معادله غیر خطی ولترا با روش تکرار پارامتری اصلاح شده:4

 در این قسمت با ارائه مثال نحوه عملکرد روش اصلاح شده را نشان می دهیم.

 معادله انتگرالی ولترای غیر خطی نوع دوم زیر را در نظر می گیریم :1 مثال

      (14                             )             10,)()(
18

1

24

1
3)(

0

24   xdttutxxxxu

x

 

xxuکه جواب واقعی آن تابع  3)(   است. با در نظر گرفتن)()( 10 xxu    و استفاده از اینکه 

    )()( xguL      

xxuنتیجه می شود  3)(0  حال طبق فرآیند روش پارامتری و با فرض .)()( xuuL   طرح تکراری حل

 این مساله به صورت زیر است:
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      (15      )                10,)()(
18

1

24

1
3)1(

0

24
1 














  xdttutxxxhuhu

x

kkk  

 ( به شکل زیر اصلاح می شود:15(، فرمول )7حال با توجه به رابطه)

    (16               )            10,),(
18

1

24

1
3)1(

0

4
1 














  xdttxFxxhuhu

x
k

Nkk 

 که در آن 

      (17                    )                                       )()(),()()( 112   NN
Nk xototxFtutx 

,1,0,12به طوری که   kkN. 

 داریم: 0kبا شروع از 

10,),(
18

1

24

1
3)1(

0

0
1

4
01 














  xdttxFxxhuhu

x

 

 که

0),(1 txF 

 داریم: 1hبنابراین برای 

2
1

24

1
3 xxu  

 :1kو برای 

10,),(
18

1

24

1
3)1(

0

1
3

4
22 








  xdttxFxxhuhu

x

 

 به طوری که

23
3 99),( xtttxF  

 نتیجه می شود: 1hبنابراین برای 
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xu 32  

xxukبا ادامه این روند در سایر تکرارها نیز تابع  3)(   بدست می آید، یعنی جواب واقعی معادله حاصل می

کاهش حجم محاسبات و افزایش شود. بنابراین می توان با استفاده از روش تکرار پارامتری اصلاح شده باعث 

در  در تکرار هشتم و حل شده که نتایج حاصل ]6[این مساله با روش تکرار پارامتری در مرجع .دقت گردید.

 مقایسه با جواب دقیق به صورت جدول زیر است.

  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 معادله انتگرالی ولترای غیر خطی نوع دوم زیر را در نظر می گیریم :2 مثال

                              

10,)()(
5

2

2

1
21)(

0

35432   xdttutxxxxxxxu
x

      

(18                    )                                        

xxuکه جواب واقعی آن تابع  21)(   است. با در نظر گرفتن)()( 10 xxu    و استفاده از اینکه 

    )()( xguL      

ix  )(8 xu  )(xuexact  

0 0 0 

0.125 0.374999 0.375 

0.25 0.749999 0.75 

0.375 1.124999 1.125 

0.5 1.499997 1.5 

0.625 1.874987 1.875 

0.75 2.249955 2.25 

0.875 2.624869 2.625 

1 2.999668 3 
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xxuنتیجه می شود  21)(0  حال طبق فرآیند روش پارامتری و با فرض .)()( xuuL   طرح تکراری

 حل این مساله به صورت زیر است:

  (19 )   10,)()(
5

2

2

1
21)1(

0

35432
1 








  xdttutxxxxxxhuhu

x

kkk  

( به شکل زیر اصلاح می شود:19(، فرمول )7حال با توجه به رابطه)
 

 

  (20 )          10,),(
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1
21)1(
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
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
  xdttxFxxxxxhuhu
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Nkk  

 که در آن 

      (21  )                                                            )()(),()()( 112   NN
Nk xototxFtutx 

,1,0,12به طوری که   kkN. 

 داریم: 0kبا شروع از 
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  xdttxFxxxxxhuhu
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 که

txtxF ),(1 

 داریم: 1hبنابراین برای 
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1
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2
21 xxxxu  

 

 :1kو برای 

10,),(
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12 
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  xdttxFxxxxxhuhu
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 به طوری که
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xtxttxtttxF  661212),( 223
3 

 نتیجه می شود: 1hبنابراین برای 

5
2

5

2
21 xxu  

 :2kو برای 

10,),(
5

2

2

1
21)1(

0

2
5

5432
23 








  xdttxFxxxxxhuhu

x

 

 کهبه طوری 

xtxttxttxtttxF  66121288),( 22334
5 

 نتیجه می شود: 1hبنابراین برای 

 

xu 213  

xxukبا ادامه این روند در سایر تکرارها نیز تابع  21)(   بدست می آید، یعنی جواب واقعی معادله حاصل

 می شود.

 نتیجه گیری:

. میاستفاده کرد لتراو یرخطیغ الحل معادلات انتگر یبرا تکرار پارامتری اصلاح شدهروش  مقاله، ما از نیدر ا

 ینشان م قیدق جواببا  سهیدر مقا حاصل از روش  جی. نتاکردیمحل   مثال دوروش، کارایی نشان دادن  یبرا

بیشتراست و استفاده از  ر پارامتری و سایر روشهای مشابهبه روش تکرااین روش نسبت  و دقت سرعتدهد که 

اهش چشمگیر حجم محاسبات می شود. همچنین نشان دادیم دنباله حاصل از این روش به جواب آن منجر به ک

 .واقعی همگراست
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