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1-Scale change Bias 

�,)-.��%�� ������ �	
�� G)H#
H� #�� qL��� R�%0�

�	�J#)@/+���'5��
����&�%�4��c]�d��

)4,3,2,1(
log

log
==

∂

∂
= i

SQ

S
N

i

Qii

i

γ
�cfd���� �

Ni�
��� W�#�� 2��������i� � �Q�/1��� T	
���� W�%


� ��
��i� $� '�()�� #�'��� $�Si� ��
��� ������ K�+�i�i��

���'5
	� >� %8�Ni<0�%��l�� �	� D)	%�� W�#�� '5
	�

�
��� �%�*�� /��� #�� �
�����<�i'5
	� ���� >�%8�

Ni=0��
���<�%	��
����%��l���	�D)	%��W�#��'5
	�� 

i�#�'���)�$��>%8� Ni>0�%��l���	�D)	%��W�#��'5
	�

��
���4����
Y�+��/���#���
���i ����'5
	>��

�����#)@�#���/E.��/	
y����4
	�'�()��<k)()�L����

'5
	���5����
�����	��	�2
8$���������	
���J#)@ 

C(Q, P)=Q H(P)�� �)	� '��)*c[b� $�[^�>d

��	
�� ��
�����	�/E.��/	
y� ��4
	�/(
M�#��A��%	
�	

� '�
	�#�'��� ����3�� $� ��)	� !$�� ��#�� 4�� AQ1�

��
���W+
�����'�()��#�'���#��<'��
1������3���	� 
�

�/	
y�����V+)���������$���%8�%;�����'�
��>�A��%	
�	

��
���4��X��%��������K�+��'�()���
����%��l��4�� 
�

�%�O&�%�yx��'�
E����	���#
EC��Qi=0�$���)	�2 �4��
�����

�-C�V+)�����������/+��/	
y�'�()��67+�%��l��KP#

3� T�
C�8'������0�� V+)��� ������ �8'��
�� 
���

(logQ)
2�)5�9OM�'�
	��>�2)�4 �<�%	�W��%��A�'	

�
�����	�/E.����4
	�2�)	�/	
y�}%3��}%3�'�
	�

�Qi=�QQ=0��/+#�� %U��'M� �#
� � 4�� ��
Y�+�� 
	

�%�8�#�%��2)�4 ��#)����
1��>2
�H�����4
	�}%3��H

.��/	
y��3%@��)5��#�'�()��'���%3�#���
�����	�/E

�3%@� i'C� 
�� ��)����)�$� �
���� �	� /E.�� ��)�

/5���'��)*�>�	�������K�+�#��%��l��%Q���J#
EC��
�

�)	�'��)*�W+
���
��'�()��67+�$�>�J#)@�A���#�



��

��������	
���
��������������������������������� ���!"# #

����3%@�/�0
$�2�)���#���#��
����4��T@
M���)�

�	�'�()��'���%3��)1���E+
F��%�4�J#)@���

SCE== )log/log/(1 QC ∂∂  c`�d����������������� �

2
�H��HSCE>1��	� /E.�� �'���%3� ���4
	� '5
	�

�#��� �)�$� �
���� >��#)@#��� ��SCE=1�'5
	�

���4
	�/+��/	
y��
���� �	�/E.�� >� %8�SCE<1�

�#����)�$��
�����	�/E.���'��
�����4
	�'5
	>��

���9$%0�� 4�� �L��$#� 2
�	� #�� ��� �0	�)�� A�%��V	�

��5O8�4��'�()��<#
�*
+��#�%����
Y�+���#)��#$��<
�

G
���	
���/+����3%8_����:8����'5
	�c`d�>�	��T�(�

2 ���8��$� �	
�� A��� ������#��� <#
�.	� G)-7�� <
�

��� }%3� W-P���J�)�F�� '�()�� #
�*
+� ��� �)5

	
��TL5��	�<4#$
����S	��G
���/+���:8����>

�� '�()�� �	
�� R�%0�� A��%	
�	��%Q��� TL5� �	� !)�F

�
	� $� ��)	� /+#�
�� <#
�� �,)-.��%�� !
U�� <�%	

/+�� ��%1�� �'���� ��%18� �;�
��� >�X�� ������ �	
�

� G
�� TL5� �	� <'�()�� '���%3���)*� �:8���� �

G
�� TL5� �	� ���_� �:8���� ��)	�	� $��J#)@

C(Q,P)= Q.C(P)��5)�������)5� >��8��$� A��

����/+��2 �i�-�.���)�� �ij =�Qi=�QQ=0��	
��%	�

�)5�!
1C��,)-.��%��������>���W��%��A�'	��
	�2�)�

���
%3� ��
1�� /+#�� /E.�� �#
� � 4�� ��
Y�+�� �

G
�_�2)�4 ��#)�� �#��������	
��i%3�2�)	��:8���

���� #�%��c[^� >d��#)@� #����#� ~)3� ��
%3� ��� �

�)�����
��� ������ K�+��'��.�� ��	
y� ��'C�� 
��

c
ii

Pi

C
S γ=

∂

∂
=

log

log>d���#�� %��l�� J#)@� A��� #

��
���������K�+�%	�<%y������'�()���
�����#�'��
�>��

2)�4 �i
;��� 4��q&�~)3�<
���4��2
��1=��!)�M�
	�

��� �	
S���� !'�� /F@�Z*
5� 2�)��� i4�� <
���#

�/����0(
7��'�()��#
�*
+�+#%	�)1��� >���)��'�
	

� /5��� ����
��� ������ K�+� J��
0�� �H%8���<
�

�	
���'�()���
����'5�?����<


����	�)�����'��.��
�

J$
Y��AL�(���)�$��(�
0��w)��$��A���2
���������
�

�#��� >J$
Y��4���L��K���<
���2�)	�%�.Y��T	
��%�P�

/+�� 
�� ��
��� ������K�+�J��
0�� #��W��%
� >��O(

���� ��)5� ��
Y�+�� �Q�
8$�� ��%I�� 4�� �
8%���<
�

��
�����1���$������
���'�()��<
��%�.Y��
	�$��E+
F�

2 ����'�()��'���%3���
+
�5�#���0+�
���)5�>��

�������� $� �$�4$�� A( � �����
�� <
�����1��� <
�




��<��
�����	� ,)-.��%�� ������ �	
�� #�� 
���J#)@

����#$ %	�T	
��%�4�'�5
	�c[b�$�[^�d��

2

2

i

iiii

ii

ji

jiij

ij

s

ss

ss

ss

++
=

+
=

δ
σ

δ
σ

                                 c^d                               �

������ �����
�� ����A( � �_�$�4$��cijσd�$�� 2
��

���
��i,j/+��� >��
���A�	�/EU�������
�������<
�

��
��� A��� �����
�� i)�Y�� �	� '�()��/+�� 
�� >�#�

�(
M��/�0��$� A��� A�E�� �Y��� �����
�� ���� ��

��
������/+��'��.��%Q�'L��T1L��
�>��

J'�%	� �$$� $�c[ao`� d��	
�� #�� ��� '����� 2
��

���� �,)-.��%�� ������<
���1��� �)*�cEiid�$�

�=
���cEijd����
	�


�����VE�%��A( ������
��<
�

�)	�cad�E+
F��T	
��%�4�V	�$#�4����
Y�+��
	�$��'�����

ijjij

iiiii

sE

sE

σ

σ

=

=
co��������������������������������������������d �

2 � 4���� 
��<


��� J��
0�� T��.�� <
�%�l��� �

��
������ 2
.L�� 
�����
1�� w)1;�� A��%	
�	� �'�5
	

�'��� �#�$� !'�� #�� ��� ��
�%�l���'����J:1�� #��

'5�%�
��!:*��K��J:1��A���A�	�$����
;����Q�.	

'5�'��)*�>K��A����	�%I��A��H��������K�+��1����

��
���+�� X�� %	�%	� �'�
��� %�� <�%	� '�()�� <
�/ 

c�
=

=
4

1

1
i

iSd��
	��#�


���J��
0���H�/1+�%8���K�



��

���1������19�%���P�89�12���$��%&�'()*�+,-�.���/0������67PPP "

�)5�X��
	�%	�%	�'�
	��1��A���K�����1����;����#��$

�K�+� J��
0�� �	� D)	%�� !:*�� J:1�� �1�

��
���<


����'�
	�J�'�
���4��X��%��<�%	������
�

� %Y@� %	�%	�'5
	�c
� =0iu

cd[o� >dA��%	
�	��L�4���

"$#�<
��'5��
��J��
0��K�.�+��#$ %	�W+
�����

�	� J��
0�� K�.�+� "$#�VE�%�
�� %�
�<#�%L��[��

�	� G).���%�(4�c[a^gd�/+�� >�A��� <#
� � T�-F�

�X��!:*��J:1��A�	����/+��}%3�A���%	�"$#

K�� �)*� ��(�
0���J:1��A��� $� �#�'�� �)�$��Q�.	

���2
.1��q�
�#�$�<�#���'�5
	� >:1��
���!:*��J

�2
.1�
�� q�
�#�$� <�#��� J$
Y��� J��
0�� #�

���'�5
	� >K�� %Q��� 9%=� 4��K�� �Q�.	��A�	� 2
�4

� �#��� �)�$� J$
Y��� J��
0�� !:*�� J:1��
��

K��K�%�P� �Q�.	��J$
Y��� !:*�� J:1�� A�	� 2
�4

�#�'�� �)�$� >"$#� A��� #�L���� 4��� J��
0��K�+

������#�K�.�+�4����)S(���	�J��
0���9OM����)1��

�q�+� $� �'5� �#$ %	� J��
0�� %�
+� <
�%���#
&

(�
0�� �	� D)	%�� <
�%���#
&��W.M%	� �'5� 9OM�

��� �E+
F�� 
�%���#
&� %�
+��)5c�[^d>�"$#�A��� #��

A��� 4�� %yx��� �'5� �#$ %	� <
�%���#
&���(�
0�� i�'�� ��

�)	� '���)S�� �/+�� �'5� 9OM� K�.�+� 4�� 


���>

A�'	�
0��%

M��0(
7��#��W��%����
���������K�+��(�

�|	�h
�E.�� K�+� WE+� �	� ��
��)Q(�� 4�� ������� %�1��

/+���'5�9OM>��

����
���K�+�<


����	
��9OM�
	��<�4���'5�9OM�

�	��#$ %	��#)��<)Q(��K�.�+����#��%�4�J#)@�'� ����

    

 

                                           
1-�Iterative Seemingly Unrelated Regression 
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1- OLS 

2-�Generalized Least Squares (GLS) 

3-�Wald Test  
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