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 مقدمه -4

ها نه تنها باشد. یافتن این مدلهای ریاضی رشد تومورها میایجاد و گسترش مدلهای مهم محققان سرطان، یکی از خواسته

1]برای محققان پزشکی بلکه برای ریاضیدانان نیز از اهمیت بالایی برخوردار است. در مراجع  − های متنوعی توان مثال، می[5

ی سه بعدی مدل ریاض شد و ضریب انتشار در، برگس و همکاران، ارتباط میان نرخ ر[5]ها را دید. در از این دسته از مدل

و   (𝑝)آنها یک مدل مبتنی بر انتشار را معرفی کردند که شامل یک تومور کروی با نرخ گسترش  اند.گلیوماس را بررسی کرده

 باشد. می (𝑘)نرخ زوال 

 . [2]شوده صورت معادله زیر توصیف میاین مدل ب
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷

1

𝑥2
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥2

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
) + 𝑃𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑘𝑢(𝑥, 𝑡)،           (1) 

,𝑢(𝑥که در آن  𝑡) های سرطانی در مکان ، غلظت سلول𝑥  و زمان𝑡  را نشان داده و𝐷 باشد. حالت یک بعدی ضریب انتشار می

,𝑘(𝑥متغیر نرخ زوال  این مدل با 𝑡)باشده صورت زیر می، ب 

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡) −

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 0،                                  (2) 

,𝑘(𝑥که در آن  𝑡)باید دقت کنیم که  دهد.های سرطانی نشان می، نقش زمانی درمان را در حذف سلول𝑘(𝑥, 𝑡) تواند می

اران و همک یعل تابعی هم برحسب مکان و هم برحسب زمان باشد و نیازی نیست که لزوما ثابت و یا فقط بر حسب زمان باشد.

 یهااز غلظت سلول یتابع زوال،انتشار و نرخ  بید و فرض کردند که هر دو ضرنمطالعه کرد یمدل را در مختصات کرو نیا  [3]

قرار دادند، از مدل  یمورد بررس یموارد مختلف یمدل و نظارت بر آن را برا نیا ،و همکاران یبخار ن،یهمچن هستند. یتومور

 تها اسوابسته به غلظت سلول یسرطان یهاسلول زوالکه در آن نرخ  یتا مدل بدون تقارن شعاع یتقارن شعاع یبرا یاساده

[4]. 

های سرطانی فقط وابسته . در مدل اول، نرخ خالص زوال سلولشوددر این مقاله، دو مدل متفاوت نرخ زوال در نظر گرفته می

 صورت زیر استه به زمان بوده و ب

{

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
−
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑡2𝑢(𝑥, 𝑡) = 0

𝑢(𝑥, 0) = 𝑒𝑘𝑥
                                (3) 

 شوده صورت زیر در نظر گرفته میها بوده و بهای سرطانی وابسته به غلظت سلولدر مدل دوم، نرخ خالص زوال سلول

{
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
−
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+
2

𝑥

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝑢2(𝑥, 𝑡) = 0

𝑢(𝑥, 0) = 𝑥𝑝
                               (4) 

، 2شوند. در قسمت ل فوق با روش موجک هار محاسبه میهای عددی دو مدجواب 2411افزار میپل در این مقاله با کمک نرم

، روش موجک هار 1کنیم. در قسمت را بیان می ها و تقریب توابع با کمک آنهامروری بر موجک هار داشته و انتگرال موجک

بیان شده و در پایان، نتایج را  0شود. همگرایی روش موجک هار در قسمت ای رشد تومورهای سرطانی ارائه میهحل مدل برای

 کنیم.بیان می 5در قسمت 

 موجک هار-8

عنوان حالت خاص موجک دوبشی از مرتبه اول در ه توان بباشد. این موجک را میترین نوع موجک، موجک هار مییکی از ساده

موجک  ر،یاخ یها. در سالندشدفی ، آلفرد هار، معرنیتوسط ریاضیدان مجارستا 1141هار اولین بار در سال توابع  گرفت.نظر 

 ،یمختلف از جمله مهندس یهانهیدر زم یو جزئ یمعمول لیفرانسیقدرتمند در حل معادلات د یاضیابزار ر کیهار به عنوان 

 دایپ یاستردهکوانتوم، کاربرد گ کیمکان نور و لیزر و الات،یس کیمکان ک،یمکان ،مریپل کیزیف ک،یمکان یمهندس ،یمیش ک،یزیف

-، معادله کان[6] و معادله سینوسی گوردن گوردون-نیحل معادله کلا یروش موجک هار را برا هارانی. هار[6-18]است کرده 
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ردهلم، معادلات انتگرالی نوع اول و دوم ف . عزیز و همکاران موجک هار را جهت حلکرد یمعرف  [8]و معادله فیشر  [7]آلن 

. اسلام و همکاران، حل عددی معادلات انتگرالی غیرخطی و معادلات [9]کار گرفتند ه بعدی بولترا غیرخطی دو-ولترا و فردهلم

خطی فردهلم لی غیرهایی برای معادلات انتگراجواب. عزیز و اسلام، [10]مشتقی مرتبه اول و مراتب بالاتر را ارائه دادند -انتگرال

    .مراجعه نمود [18-12]توان به مراجع برای مطالعه بیشتر می. [11]و ولترا را با استفاده از موجک هار بیان کردند

𝑥برای  ∈ 𝑖=1{ℎ𝑖(𝑥)}خانواده موجک هار  (0,1]
ℎ𝑖(𝑥)کنیم که در آن را به صورت زیر تعریف می ∞ = 𝜓𝑗,𝑘(𝑥) =

𝜓(2𝑗𝑥 − 𝑘)   و 

 . بنابراین [9]موجک مادر هار است ψتابع 

ℎ1(𝑥) = {
1       𝑥 ∈ [0,1)
0    𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

                               (5) 

 و

ℎ𝑖(𝑥) = {

1                                          𝑥 ∈ [𝜀1, 𝜀2)
−1       𝑥 ∈ [𝜀2, 𝜀3)                                
0                                         𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

 

𝜀1به طوری که   =
𝑘

𝑚
  ،𝜀2 =

𝑘+0.5

𝑚
  ،𝜀3 =

𝑘+1

𝑚
𝑚و   = 2𝑗  برای𝑗 = 1,2 , … , 𝐽  عدد صحیح .𝑗  را سطح موجک و

𝑘 = 0,1, … ,𝑚 − 𝑖نیز از رابطه  𝑖. شاخص  [12]نامیمرا پارامتر انتقال می 1 = 𝑘 + 𝑚 +  آید.ه دست می، ب 1

𝑢(𝑥)هر تابع انتگرال پذیر  ∈ 𝐿2([0,1)) صورت زیر نوشته توان برا می 

𝑢(𝑥) =∑𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑥)                                (6)

∞

𝑖=1

 

 شونده صورت زیر محاسبه میب 𝑎𝑖که در آن ضرایب 

𝑎𝑖 = 2𝑗∫ 𝑢(𝑥)ℎ𝑖(𝑥)𝑑𝑥
1

0

                                       (7) 

𝑀دهیم ر میرا ماکزیمم سطح وضوح نامیده و قرا 𝐽عدد صحیح  = 2𝐽پذیر مربعی . . بنابراین هر تابع انتگرال𝑢(𝑥)   تعریف

 صورت زیر تقریب زده شوده های هار بتواند با یک مجموع متناهی از موجک، می(0,1]شده روی 

𝑢(𝑥) =∑𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑥)                                (8)

2𝑀

𝑖=1

 

𝑖حال برای هر  >  کنیم، نمادهای زیر را تعریف می 1

𝑃𝑖,1(𝑥) = ∫ ℎ𝑖(𝑥)
𝑥

0
𝑑𝑥,                    (9) 

𝑃𝑖,𝑛+1(𝑥) = ∫ 𝑃𝑖,𝑛

𝑥

0

𝑑𝑥,       𝑛 = 1,2, . . .           (10) 

 ( داریم14( و )1( ، )5با کمک معادلات )

𝑃𝑖,1(𝑥) = {

𝑥 − 𝜀1                                       𝑥∈[𝜀1,𝜀2)
𝜀3 − 𝑥     𝑥 ∈ [𝜀2, 𝜀3)                  (11)
0                               𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

 و
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𝑃𝑖,𝑛(𝑥) =

{
 
 
 

 
 
 

0              𝑥 < 𝜀1
(𝑥 − 𝜖1)

𝑛

𝑛!
             𝑥 ∈ [𝜀1, 𝜀2)

(𝑥 − 𝜀1)
𝑛

𝑛!
− 2

(𝑥 − 𝜀2)
𝑛

𝑛!
            𝑥 ∈ [𝜀2, 𝜀3)

(𝑥 − 𝜀1)
𝑛

𝑛!
− 2

(𝑥 − 𝜀2)
𝑛

𝑛!
+
(𝑥 − 𝜀3)

𝑛

𝑛!
               𝑥 > 𝜀3

 

  

𝑥با متغیر  𝑢(𝑥)رای تقریب موجک هار یک تابع ب ∈  را با کمک نقاط هم محلی (0,1]، بازه (0,1]

𝑥𝑚 =
𝑚−0.5

2𝑀
 ,     𝑚 = 1,2, … , 2𝑀       (13) ، 

ه (، سیستم خطی از معادلات جبری ب8با جایگزین کردن این نقاط هم محلی در ) کنیم.تقسیم می 2𝑀هایی با طولبه بازه

 شودمیصورت زیر حاصل 

𝑢(𝑥𝑚) =∑𝑎𝑖

2𝑀

𝑖=1

ℎ𝑖(𝑥𝑚),      𝑚 = 1,2, … , 2𝑀      (14) 

 محاسبه شوند. 𝑎𝑖که در آن باید ضرایب موجکی 

 کاربردهای عددی  3- 

 شوند.کمک موجک هار ارائه میبه  [19]های تومورهای سرطانی در مرجع های عددی مدلدر این قسمت جواب

 کاربرد روش موجک هار در مدل اول 3-4 

 های سرطانی فقط وابسته به زمان است. معادله فتد که نرخ خالص از بین رفتن سلولااین مدل زمانی اتفاق می

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
−
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑡2𝑢(𝑥, 𝑡) = 0            (15) 

 با شرایط اولیه و مرزی

{
𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 ,       

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥

𝑢(0, 𝑡) = 𝜑(𝑡) = 𝑒𝑡−
𝑡3

3 ,      
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 𝜓(𝑡) = 𝑒𝑡−

𝑡3

3

                  (16) 

 را در نظر بگیرید. فرض کنید 

𝑢."(𝑥, 𝑡) =∑𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑥)

2𝑀

𝑖=1

             (17) 

𝑎𝑖  ،، 𝑖است. بردار سطری   𝑥و  𝑡گیری نسبت به نده مشتقدهترتیب نشانکه در آن نقطه و پریم به  = 1,2, … , 2𝑀  ضرایب

 ، خواهیم داشت𝑡تا  𝑡𝑠از  𝑡( نسبت به 11گیری از معادله )با انتگرال محاسبه شوند.هار هستند که باید 

𝑢"(𝑥, 𝑡) = (𝑡 − 𝑡𝑠)∑𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑥) + 𝑢
"(𝑥, 𝑡𝑠)

2𝑀

𝑖=1

              (18) 

 ، خواهیم داشت𝑥تا  4از  𝑥(نسبت به 18گیری از )باشد. حال با انتگرال، زمان اولیه می𝑡𝑠که در آن 

𝑢′(𝑥, 𝑡) = (𝑡 − 𝑡𝑠)∑𝑎𝑖𝑃𝑖,1(𝑥) + 𝑢
′(𝑥, 𝑡𝑠) − 𝑢

′(0, 𝑡𝑠) + 𝑢
′(0, 𝑡)     (19)

2𝑀

𝑖=1

 

 خواهیم داشت 𝑥( نسبت به 11گیری از )مجددا با انتگرال
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𝑢(𝑥, 𝑡) = (𝑡 − 𝑡𝑠)∑𝑎𝑖𝑃𝑖,2(𝑥0 + 𝑢(𝑥, 𝑡𝑠) + 𝑥(𝑢
′(0, 𝑡) − 𝑢′(0, 𝑡𝑠) + 𝑢(0, 𝑡)

2𝑀

𝑖=1

− 𝑢(0, 𝑡𝑠).  (20) 
 شودحاصل می، رابطه زیر 𝑡( نسبت به 24گیری از)حال با مشتق

𝑢.(𝑥, 𝑡) =∑𝑎𝑖𝑃𝑖,2(𝑥) + 𝑥𝑢
.(0, 𝑡) + 𝑢.(0, 𝑡)

2𝑀

𝑖=1

          (21) 

𝑥( ، 15با فرض آنکه در معادله ) → 𝑥𝑙  و𝑡 → 𝑡𝑠+1  ( 18( در معادلات )10و با قردادان شرایط)-(و با کمک نماد 21 )∆t =

𝑡𝑠+1 − 𝑡𝑠  داریم 

𝑢"(𝑥𝑙, 𝑡𝑠+1) = ∆𝑡∑𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑥𝑙) + 𝑓"(𝑥𝑙)                (22)

2𝑀

𝑖=1

 

𝑢′(𝑥𝑙, 𝑡𝑠+1) = ∆𝑡∑𝑎𝑖𝑃𝑖,1(𝑥𝑙) + 𝑓
′(𝑥𝑙) + 𝜓(𝑡𝑠+1) − 𝜓(𝑡𝑠)              (23)

2𝑀

𝑖=1

 

𝑢(𝑥𝑙 , 𝑡𝑠+1) = Δ𝑡∑𝑎𝑖𝑃𝑖,2(𝑥𝑙) + 𝑓(𝑥𝑙) + 𝑥𝑙(𝜓(𝑡𝑠+1) − 𝜓(𝑡𝑠)) + 𝜑(𝑡𝑠+1) − 𝜑(𝑡𝑠)   (24)

2𝑀

𝑖=1

 

𝑢.(𝑥𝑙, 𝑡𝑠+1) =∑𝑎𝑖(𝑥𝑙) + 𝑥𝑙𝜓
.(𝑡𝑠+1) + 𝜓(𝑡𝑠+1).             (25)

2𝑀

𝑖=1

 

𝑥حال با فرض  → 𝑥𝑙   و𝑡 → 𝑡𝑠+1  ( 15، در معادله ،).داریم 

𝑢.(𝑥𝑙, 𝑡𝑠+1) − 𝑢"(𝑥𝑙, 𝑡𝑠+1) + 𝑡
2𝑢(𝑥𝑙 , 𝑡𝑠+1) = 0.             (26) 

𝑥𝑚(و با جایگذاری نقاط هم محلی 20( در معادله )25)-(22با قرار دادن معادلات ) =
𝑚−0.5

2𝑀
   ،𝑚 = 1,2,… , 2𝑀  اهیم خو

 داشت

∑𝑎𝑖 (𝑃𝑖,2(𝑥𝑙) − ∆𝑡ℎ𝑖(𝑥𝑙) + 𝑡
2∆𝑡𝑃𝑖,2(𝑥𝑙)) + 𝑥𝑙𝜓

.(𝑡𝑠+1) + 𝜓(𝑡𝑠+1) − 𝑓"(𝑥𝑙) + 𝑡
2(𝑓(𝑥𝑙)

2𝑀

𝑖=1

+ 𝑥𝑙(𝜓(𝑡𝑠+1) − 𝜓(𝑡𝑠) + 𝜑(𝑡𝑠+1) − 𝜑(𝑡𝑠)) = 0       (27) 
در   𝑎𝑠(𝑖)ی شوند. با قرار دادن ضرایب موجککه با حل آن ضرایب موجکی حاصل میدستگاه بالا یک دستگاه جبری بوده 

 آید.ه دست می، جواب عددی مدل اول ب(24معادله )

𝑡 = 3 𝑡 = 2 𝑡 = 1 𝑡 = 0.5 𝑡 = 0.1 𝑥 
0.0025165 

0.0027539 

0.0029948 

0.0031946 

0.0032738 

0.0029683 

0.0005891 

0.0004010 

0.0002200 

0.0001750 

0.0001382 

0.5215016 

0.5727619 

0.6291407 

0.6913192 

0.7601614 

0.8642118 

0.9532259 

1.0535450 

1.1672804 

1.2969975 

1.4458097 

1.9784076 

2.1728690 

2.3865014 

2.6213178 

2.8796091 

3.2650568 

3.5888355 

3.9461667 

4.3409666 

4.7776546 

5.2612156 

1.6063408 

1.7642246 

1.9376245 
2.1280624 
2.3372079 
2.6483601 

2.9085891 
3.1943524 
3.5081444 
3.8527016 

4.2310260 

1.222008 

1.2324970 

1.3536309 

1.4866612 

1.6327463 

1.8500398 

2.0317163 

2.2311429 

2.4500152 

2.6901776 

2.9536326 

0.01 
0.1 
0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1 
  اول مدل عددی حل -4جدول
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 اول مدل عددی حل نمودار -4 شکل

 

,𝑘(𝑥( با توجه به نقش درمانی تابع 1در شکل ) 𝑡) ( که نشان2در معادله )باشد با ده نرخ زوال در مدل رشد تومور میدهن

نیز با بررسی  (1رسد. در جدول )های سرطانی به صفر میلشود که تعداد سلومشاهده میگذشت زمان و طی شدن دوره درمان 

شود و به های سرطانی کمتر میتعداد سلول𝑥 توان نتیجه گرفت که با گذشت زمان برای مقادیر مختلف هر سطر از جدول می

 شوند.صفر نزدیک می

 کاربرد روش موجک هار در مدل دوم 3-8

ر باشد را در نظها میهای سرطانی فقط وابسته به تمرکز سلولدر این قسمت، مدلی که در آن نرخ خالص از بین رفتن سلول

 گیریم. معادلهمی

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
−
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+
2

𝑥

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝑢2(𝑥, 𝑡) = 0                     (28) 

 با شرایط اولیه و مرزی 

{
𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) = 𝑥2                                  

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥) = −2

𝑢(0, 𝑡) = 𝜑(𝑡) = −2𝑡                               
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 𝜓(𝑡) = 0

                     (29) 

 

 حال فرض کنید

𝑢̇′′(𝑥, 𝑡) =∑𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑥) 

2𝑀

𝑖=1

                                        (30) 

𝑎𝑖   ،𝑖است. بردار سطری   𝑥و   𝑡دهنده مشتق نسبت به ترتیب نشانکه در آن نقطه و پریم به  = 1,2, … , 2𝑀   ضرایب

 مجهول هار هستند.

 ، خواهیم داشت 𝑡تا   𝑡𝑠از  𝑡( نسبت به 14گیری از معادله )انتگرالحال با 
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𝑢"(𝑥, 𝑡) = (𝑡 − 𝑡𝑠)∑𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑥) + 𝑢"(𝑥, 𝑡𝑠)                        (31)

2𝑀

𝑖=1

 

t∆زمان اولیه و   𝑡𝑠که در آن  = t − 𝑡𝑠  ( نسبت به11گیری از )باشد. حال با انتگرالبازه اولیه می𝑥   تا  4از𝑥 ،  خواهیم

 داشت

𝑢′(𝑥, 𝑡) = (𝑡 − 𝑡𝑠)∑𝑎𝑖𝑃𝑖,1(𝑥) + 𝑢
′(𝑥, 𝑡𝑠) − 𝑢

′(0, 𝑡𝑠) + 𝑢
′(0, 𝑡)                     (32)

2𝑀

𝑖=1

 

 آوریمه دست می، ب 𝑥( نسبت به 12گیری از معادله )و مجددا با انتگرال

𝑢(𝑥, 𝑡) = (𝑡 − 𝑡𝑠)∑𝑎𝑖𝑃𝑖,2(𝑥) + 𝑢(𝑥, 𝑡𝑠) + 𝑥(𝑢
′(0, 𝑡) − 𝑢′(0, 𝑡𝑠)) + 𝑢(0, 𝑡)

2𝑀

𝑖=1

− 𝑢(0, 𝑡𝑠).                              (33) 
 ، منجر به معادله زیر خواهد شد𝑡( نسبت به 11گیری از معادله )مشتق 

𝑢̇(𝑥, 𝑡) =∑𝑎𝑖𝑃𝑖,2(𝑥) + 𝑥𝑢̇
′(0, 𝑡) + 𝑢̇(0, 𝑡).          (34)

2𝑀

𝑖=1

 

𝑥با فرض آنکه  → 𝑥𝑙   و𝑡 → 𝑡𝑠+1  ( 11( در معادلات )21و جایگذاری شرایط اولیه)-(و با استفاده از نماد 10 )∆t =

𝑡𝑠+1 − 𝑡𝑠 داریم ، 

𝑢"(𝑥𝑙, 𝑡𝑠+1) = ∆𝑡∑𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑥𝑙) + 𝑢"(𝑥𝑙, 𝑡𝑠)                        (35)

2𝑀

𝑖=1

 

𝑢′(𝑥𝑙, 𝑡𝑠+1) = ∆𝑡∑𝑎𝑖𝑃𝑖,1(𝑥𝑙) + 𝑢
′(𝑥𝑙, 𝑡𝑠) + 𝜓(𝑡𝑠+1) − 𝜓(𝑡𝑠)                        (36)

2𝑀

𝑖=1

 

𝑢(𝑥𝑙, 𝑡𝑠+1) = Δ𝑡∑𝑎𝑖𝑃𝑖,2(𝑥𝑙) + 𝑢(𝑥𝑙, 𝑡𝑠) + 𝑥𝑙(𝜓(𝑡𝑠+1) − 𝜓(𝑡𝑠)) + 𝜑(𝑡𝑠+1)

2𝑀

𝑖=1

− 𝜑(𝑡𝑠)             (37) 

𝑢̇(𝑥𝑙 , 𝑡𝑠+1) =∑𝑎𝑖𝑃𝑖,2(𝑥𝑙) + 𝑥𝑙𝜓
.(𝑡𝑠+1) + 𝜓(𝑡𝑠+1).                   (38)

2𝑀

𝑖=1

 

 شودرت زیر نوشته میه صو( ب18خطی )سازی، معادله غیرحال با کمک روش شبه خطی

𝑢̇(𝑥𝑙 , 𝑡𝑠+1) − 𝑢"(𝑥𝑙 , 𝑡𝑠+1) +
2

𝑥
𝑢′(𝑥𝑙, 𝑡𝑠+1) + 2𝑢(𝑥𝑙, 𝑡𝑠)𝑢(𝑥𝑙, 𝑡𝑠+1) − 𝑢

2(𝑥𝑙, 𝑡𝑠) = 0      (39) 

ه (، یک دستگاه خطی از معادلات جبری ب11( و با جایگذاری نقاط هم محلی )11( در معادله )11)-(15با جایگذاری معادلات )

 باشندمی  𝑎𝑖های آن، ضرایب موجکی شود که جوابحاصل می صورت زیر

∑𝑎𝑖 (𝑃𝑖,2(𝑥𝑙) − Δ𝑡ℎ𝑖(𝑥𝑙) +
2

𝑥
Δ𝑡𝑃𝑖,1(𝑥𝑙) + 2𝑥

2Δ𝑡𝑃𝑖,2(𝑥𝑙)) + 𝑥𝑙𝜓
.(𝑡𝑠+1) +

2𝑀

𝑖=1

𝜓(𝑡𝑠+1)

− 𝑢"(𝑥𝑙 , 𝑡𝑠) +
2

𝑥
(𝑢′(𝑥𝑙, 𝑡𝑠) + 𝜓(𝑡𝑠+1) − 𝜓(𝑡𝑠)) + 2x

2(𝑢(𝑥𝑙 , 𝑡𝑠) + 𝑥𝑙(𝜓(𝑡𝑠+1)

− 𝜓(𝑡𝑠)) + 𝜑(𝑡𝑠+1) − 𝜑(𝑡𝑠) = 0.                       (40) 
 شود.، جواب عددی حالت دوم حاصل می(11در معادله )  𝑎𝑖سرانجام با قرار دادن مقادیر 

 



 8                                           1040 مهر و آبان، مپنجاه و ششهم، شماره یازدهای نوین در ریاضی/ سال / پژوهش و همکاران سمیه بلوچ اربابی
 

 

 

𝑡 = 0.5 𝑡 = 0.1 𝑡 = 0.05 𝑡 = 0.01 𝑥 
0.1197558 

0.1880433 

0.1124418 

0.1122442 

0.1132376 

0.1976937 

0.1597766 

0.1607776 
0.1743772 
0.1308114 

0.2224861 

0.1997558 

0.2285633 

0.2589038 

0.2012626 

0.3971210 

0.2388401 

0.1875591 

0.2698020 

0.3940768 

0.5284988 

0.6706309 

0.0997558 

0.4880514 

0.5882172 

0.6806292 

0.5144340 

0.5623752 

0.2644930 

0.3821800 

0.5146951 

0.6610897 

0.8201032 

0.9997550 

0.9880999 

0.9595607 

0.9156825 

0.8589456 

0.6452661 

0.5502817 

0.4729094 

0.6138270 

0.7751857 

0.9633319 

0.01 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 
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 دوم مدل عددی حل -8 جدول

 
 دوم مدل عددی حل -8 شکل

 

نیز با بررسی هر  (2رسد. در جدول )صفر میطانی با طی دوره درمان به های سرشود که تعداد سلولمشاهده می( 2در شکل )

0.1توان نتیجه گرفت که  برای مقادیر سطر از جدول می ≤ 𝑥 ≤ سلول های سرطانی به صفر نزدیک ، با گذشت زمان تعداد 1

 شوند.می

 همگرايي روش-1

 باشدمی 2ه همگرایی آن ده و مرتببو های سرطانی، همگراهای رشد توموربرای حل مدل کار گرفته شده در این مقالهه روش ب

 . [12]پردازیمکه در زیر به بررسی این مطلب می

,𝑢(𝑥فرض کنیم تابع : 4-1قضیه 𝑡)  0,1]روی) × شیتس صدق کند، یعنی -و نسبت به متغیر اول در شرط لیپ (0,1]

,𝑥1)ای موجود باشد که برای هر به گونه 𝐿عدد مثبت  𝑡), (𝑥2, 𝑡) ∈ [0,1) × ,𝑢(𝑥1|داشته باشیم  (0,1] 𝑡) −

𝑢(𝑥2, 𝑡)| ≤ 𝐿|𝑥1 − 𝑥2| است. یعنی 2. آنگاه روش هار یک روش همگرا از مرتبه 

||𝑒𝑀(𝑥, 𝑡)||2 ≤
𝐿

√3

1

𝑀2
 

,𝑒𝑀(𝑥که در آن  𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑀(𝑥, 𝑡)  و𝑢𝑀(𝑥, 𝑡)  تقریب𝑢 باشد.با استفاده از موجک هار می 

,𝑢𝑀(𝑥ثابت بوده و  𝑡فرض کنید اثبات:  𝑡) = ∑ 𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑥)
2𝑀
𝑖=1  تقریبی برای𝑢 باشد. آنگاه 
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𝑒𝑀(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑀(𝑥, 𝑡) =∑𝑎𝑠(𝑖)ℎ𝑖(𝑥) −∑𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑥) =

2𝑀

𝑖=1

∞

𝑖=1

∑ 𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑥)

∞

𝑖=2𝑀+1

 

 که در آن

𝑎𝑖 = 2𝑖∫ 𝑢(𝑥, 𝑡)ℎ𝑖(𝑥)𝑑𝑥
1

0

,             𝑖 = 1,2, … , 2𝑀 

 ، داریم(0,1]حال با توجه به متعامد بودن خانواده هار روی بازه 

||𝑒𝑀(𝑥, 𝑡)||2
2 = ∫ ( ∑ 𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑥))

2𝑑𝑥 = ∫ ( ∑ 𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑥))( ∑ 𝑎𝑘ℎ𝑘(𝑥))𝑑𝑥

∞

𝑘=2𝑀+1

∞

𝑖=2𝑀+1

1

0

∞

𝑖=2𝑀+1

1

0

= ∑ ∑ 𝑎𝑖𝑎𝑘(∫ ℎ𝑖(𝑥)ℎ𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
1

0

∞

𝑘=2𝑀+1

∞

𝑖=2𝑀+1

1

𝑀
∑ (𝑎𝑖)

2

∞

𝑖=2𝑀+1

 

 همچنین داریم

< u(x, t), ℎ𝑖(𝑥) >= ∫ 𝑢(𝑥, 𝑡)ℎ𝑖(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝑘+0.5

𝑚

𝑘

𝑚

−∫ 𝑢(𝑥, 𝑡)

𝑘+1

𝑚

𝑘+0.5

𝑚

𝑑𝑥.
1

0

 

𝑥1های  مقدار میانگین ثابتبا استفاده از قضیه  ∈ [
𝑘

𝑚
,
𝑘+0.5

𝑚
𝑥2و   ( ∈ [

𝑘+0.5

𝑚
,
𝑘+1

𝑚
 ای موجودند که ه گونهب (

∫ 𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = (
𝑘 + 0.5

𝑚
−
𝑘

𝑚
)𝑢(𝑥1, 𝑡),

1

0

 

∫ 𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = (
𝑘 + 1

𝑚
−
𝑘 + 0.5

𝑚
)𝑢(𝑥2, 𝑡).

1

0

 

 لذا

< 𝑢(𝑥, 𝑡), ℎ𝑖(𝑥) >=
1

2𝑀
(𝑢(𝑥1, 𝑡) − 𝑢(𝑥2, 𝑡)). 

 شیتس داریم-حال با شرط لیپ

|𝑎𝑖| =
1

2𝑀
|𝑢(𝑥1, 𝑡) − 𝑢(𝑥2, 𝑡)| ≤

1

2𝑀
𝐿|𝑥1 − 𝑥2| =

1

2𝑚

𝐿

𝑚
. 

𝑀که در آن  = 2𝑗  لذا .(𝑎𝑖)
2 ≤

𝐿2

𝑀2

1

2𝑗+2
 . 

 با قرار دادن داریم

||𝑒𝑀(𝑥, 𝑡)||2
2 = ∑ (𝑎𝑖)

2
1

𝑀
≤ ∑

𝐿2

𝑀2

1

23𝑗+2
=

∞

𝑖=2𝑀+1

∞

𝑖=2𝑀+1

𝐿2

𝑀2
∑ (∑

1

23𝑗+2
)

2𝑗−1

𝑖=0

∞

𝑗=𝐽+1

=
𝐿2

𝑀2
∑

1

22𝑗+2
=
𝐿2

𝑀2

1

3𝑀2
=

𝐿2

3𝑀4

∞

𝑗=𝐽+1

 

 بنابراین

||𝑒𝑀(𝑥, 𝑡)||2 ≤
𝐿

√3𝑀2
. 

limچون 
𝑀→∞

𝑒𝑀(𝑥, 𝑡) =  باشد.می 2، لذا این روش همگرا از مرتبه  0
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 نتیجه-8

در این تحقیق، حل عددی دو مدل متفاوت تومورهای سرطانی محاسبه گردیدند. حل عددی مدل اول به ازای مقادیر مختلف 

𝑡 و حل عددی مدل دوم به ازای مقادیر مختلف  1، در جدول𝑡 دهنده جواب نشان 1شکل  اند.ارائه گردیده 2، در جدول𝑢(𝑥, 𝑡) 

𝑥مدل اول به ازای  = 0و  0.1 ≤ 𝑡 ≤ باشد. با توجه به این شکل، نرخ خالص زوال رو به افزایش است. همچنین می 4

های حاصل از روش موجک ، جواب1کاملا همخوانی دارند. در جدول  [19]های ارائه شده در دست آمده با جوابه های بجواب

 همخوانی دارند. [19]های تقریبی محاسبه شده در ارائه شده که با جواب 𝑡هار به ازای مقادیر مختلف 

,𝑢(𝑥دهنده جواب نیز نشان 2آورده شده است. شکل  2در جدول  𝑡های تقریبی مدل دوم به ازای مقادیر مختلف جواب 𝑡) 

0مدل دوم به ازای  ≤ 𝑡 ≤ های قدرتمند جهت توان گفت که روش موجک هار یکی از روش. در پایان میرسم شده است 1

 باشد.های متنوع اپیدمی میحل مدل
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