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 های کليدی واژه  چکيده

دينامیکی نانوتیر ساخته شده از مواد مدرج تابعی  اين مقاله به بررسی رفتار پايداری

پردازد. نانوتیر در محیط پاسترناک بوده و تحت بار دينامیکی وگراديان حرارتی می

سازی آن از تئوری تیر تیموشنکو استفاده شده است. خواص مواد از قبیل برای مدل

ول سطح  به پسماندسطح، مدول برشی ومد مدول يانگ، نسبت پواسون، چگالی، تنش

اند. همچنین در اين روش اثرات سطح بر روی صورت تابع توانی در نظر گرفته شده

حجم نیز در نظر گرفته شده است. بااستفاده از اصل همیلتون وتئوری ارينگن معادلات 

گاه ساده استخراج شده است. سپس باربحرانی وفرکانس حرکت برای نانوتیر باتکیه

است. نتايج  پايداری دينامیکی رسم شدهناطبیعی تعیین گرديده ودر نهايت نواحی 

نشان می دهد که با افزايش پارامترهای اثر مقیاس کوچک، تنش پسماند سطح، نسبت 

فرکانس تحريک طول به ضخامت و باراستاتیکی، ناحیه ناپايداری دينامیکی به سمت  

نمايد. در حالی که با افزايش ثابت محیط، فرکانس کمتر باعرض کمتر حرکت می

همچنین تغییرات ناحیه ناپايداری دينامیکی در دوحالت دما  يابد.تحريک افزايش می

 بالا ودما پايین موردبررسی قرار گرفته است.
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Based on the nonlocal Timoshenko beam theory, the dynamic 

stability of functionally gradded (FG) nanoeams under axial load 

is studied in thermal environment, with considering surface effect. 

It is used power law distribution for FGM and the surface stress 

effects are considered based on Gurtin-Murdoch continuum 

theory. Using Von Karman geometric nonlinearity, governing 

equations are derived based on Hamilton’s principle. The 

developed nonlocal models have the capability to interpret small 

scale effects. Winkler and Pasternak types elastic foundation are 

employed to represent the interaction of the nano FG beam and 

the surrounding elastic medium. A parametric study is conducted 

to investigate the influences of the static load factor, temperature 

change, nonlocal elastic parameter, slenderness ratio, surface 

effect and springs constant of the elastic medium on the dynamic 

stability characteristics of the FG beam, with simply-supported 

boundary conditions. It is found that the difference between 

instability regions predicted by local and nonlocal beam theories 

is significant for nanobeams with lower aspect ratios. Moreover, 

it is observed that in contrast to high temperature environments, at 

low temperatures, increasing the temperature change moves the 

origins of the instability regions to higher excitation frequencies 

and leads to further stability of the system at lower excitation 

frequencies, considering surface stress effect shifts the FG beam 

to higher frequency zone. 
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 مقدمه  -1

ها درطراحی قطعاتی با کاربردکامپوزيت و نانو کامپوزيت

های چند فازی باشد، يعنی محیطدوام واستحکام طولانی می

باشند. از فرايند فرسايش بیشترمی، های بالاکه دارای تنش

جمله می توان به قطعات تحت برخورد وضربه مثل آن 

-قطعات تحت حرکت دوار و فرسايش مثل مته ،هاضدگلوله

به دنبال های نفت وگاز اشاره کرد های حفاری در چاه

گسترش روزافزون استفاده از مواد مرکب در صنايع 

مختلف، ايده ساخت نسل جديدی از مواد کامپوزيتی 

در  1391برای اولین بار در سال  2مواد مدرج تابعی موسوم به

مواد مرکبی هستند که در  موادمدرج تابعیژاپن مطرح شد. 

ها خواص میکروسکوپیک ماده با توزيع غیريکنواخت،  آن

ای از ترکیب مواد سازنده اصلی آن، تغییر  هموار و پیوسته

بندی مواد غیرهمگن  کند. بنابراين، مواد مذکور در دسته می

از  .شوند معمولاً ايزوتروپیک فرض می گیرند و قرار می

توان به موارد مطالعاتی که در اين زمینه صورت گرفته می

توسط پديسون و همکاران  2771در سال  زير اشاره کرد.

تئوری غیر موضعی الاستیسیته برای مواد با ساختار نانو برای 

دهد که تئوری اولین بار بکار برده شد. نتايج آنها نشان می

ضعی ارينگن در مقیاس نانو قابل قبول است اما در غیرمو

، در [1]ل استهای میکروالکترومکانیک غیر قابل قبوسیستم

انپور و همکارانش تأثیرحرارت بر کمانش قرب 2711سال 

نوع ، پیچشی نانو لوله کربنی دو جداره تحت بستر الاستیک

پاسترناک را بررسی کردندکه نشان داد بار کمانش در 

مودهای طولی پايین به مراتب بیشتر از بار کمانش در 

، الهامی وزينلی در همان سال تحلیل [2]مودهای بالاتر است

پايداری دينامیکی يک تیر دو سر آزاد تحت نیروی تعقیب 

دهد کننده ناپايستاررابررسی کردند، نتايج حاصل نشان می

                                                           

1 -FGM 

وی محوری که در تیر يکنواخت دو سر آزاد با افزايش نیر

يابد و فرکانس ارتعاشات عرضی تیر همواره کاهش می

پديده فلاتر در نیروهای چندين برابر نیروی کمانش تیر 

 مشاهده می شود در حالی که برای تیر غیر يکنواخت دو سر

آزاد هر دو پديده فلاتر وواگرايی ممکن است در تیر اتفاق 

با استفاده از همکارانش  انصاری و 2712، سال [1]افتد

کربن تک جداره نانولوله تئوری ارينگن پايداری دينامیکی 

را بررسی کردند و فهمیدندکه دامنه ناحیه ناپايداری برای 

ر ازمدل غیر موضعی مدل غیر موضعی تیر تیموشنکو بزرگت

حسینی هاشمی وناظم 2711درسال ،[1]تیر اويلر برنولی است

مدرج تابعی نانوتیرنزاده ارتعاشات آزادغیرخطی سطح مؤثر 

برنولی  -را بررسی کردند آنها با استفاده از تئوری تیراويلر

که شامل تئوری هندسی غیرخطی فون کارمن بود به اين 

نتیجه رسیدند که با افزايش ابعاد نانوتیرمدرج تابعی مانند 

اثرات سطح مؤثر روی فرکانس  ،نسبت طول يا ضخامت

نرمال طبیعی کاهش می يابد وهمچنین مشاهده شد که با 

افزايش شاخص کسر حجمی اثرات سطح مؤثر روی 

فرکانس نرمال طبیعی کاهش می يابد علاوه بر اين سطح 

يش در فرکانس طبیعی اصلی در نسبت مؤثر باعث يک افزا

 2711، التاهر وهمکارانش در سال [2]شوددامنه کم می

استاتیک وکمانش نانوتیر موادمدرج تابعی بر اساس مدل 

سازی تیر تیموشنکو را بررسی کردند و نتايج بدست آمده 

دهدکه مشخصات مواد توزيعی می تواند تغییرات نشان می

حداکثرکجی يا انحراف را وهمچنین بیشترين بار کمانش 

بحرانی را کنترل کند. همچنین پارامتر غیرموضعی اثری قابل 

، در تحقیقات [2]توجه بر روی انحراف وبار کمانش دارد

گذشته پايداری دينامیکی برای نانوتیر مدرج تابعی براساس 

تئوری تیموشنکو انجام نگرفته است.در اين مقاله پايداری 

کی نانو تیر مدرج تابعی براساس تئوری تیموشنکو دينامی

درمحیط پاسترنک بادرنظر گرفتن اثرات سطح وگراديان 
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حرارتی،در نهايت استخراج معادلات حاکم با استفاده از 

تئوری ارينگن واصل همیلتون وسپس به بررسی پايداری 

 دينامیکی می پردازيم.

 روابط حاکم -2

ا کردن تابع مناسبی که های مختلف تحلیلی برای پیدمدل

ضخامت توصیف کند موجود  zبتواند خواص را در جهت 

 power) استفاده از قانون تابع توانی که يکی از آنهامیباشد

lawباشد( به صورت زير می. 

 (1           )                

شامل  را ماده خواص از هرکدام تواندمی p(z) که

 نسبت پواسان ومدول برشی مانندچگالی، مدول يانگ،شود

 نیز به ترتیب بیانگرمقادير خواص تعريف شده در لايه بالايی

بیان کننده پارامتر متغیری است  Nدباشولايه پايینی تیر می

 .کندکه مقدارآن انحنا را مشخص می

(2)   

 (1) 

(1        )                

(2                )       

(2)               

(0          )    

 :ميدان جابجایي بر اساس تئوری تيموشنکو -2-1

 :[2]باشدمعادلات میدان جابجايی به صورت زير می

  xمیدان جابجايی در راستای محور  

 (9                         )( , ) ( , ) ( , )xU x z u x t z x t   

  yمیدان جابجايی درراستای محور

 (3                                    )                        ( , )yU x z   

                                                zمیدان جابجايی در راستای محور

(17)                                   ( , ) ( , )zU x z w x t          

 

جابجایي براساس تئوری فون روابط کرنش -2-2

 کارمن

     :[2]معادلات براين اساس عبارتند از

     محوریکرنش
 

( )xx

u w
z

x x x




  
  
  

 (11)  

 

 
                         ی   کرنش برش   (12)

xz

w

x
 


 


 

 روابط تنش بالک وسطح 2-3

 :[0, 2]عبارتندازاين روابط 

 

 

(11)  

 

 (11)                                               

       

 

 

(12)  

 

 

 بدست آوردن نيروی محوری برای بالک وسطح -2-4

 :[0]باشدرابطه نیروی محوری به صورت زير می

(12               ) 

( ( ) )

( ( ) )

xx xx

xx xx x

s s

u b w
N A b

x x

B b C b T
x

u w
A z B

x x x






 
 

 


 



  
   

  

 

( ) ( )( )N

c m m

z
p z p p p

h
   

( ) ( )( )N

c m m

z
E z E E E

h
   

( ) ( )( )N

c m m

z
z

h
      

( ) ( )( )N

c m m

z
z

h
      

( ) ( )( )N

c m m

z
G z G G G

h
   

( ) ( )( )s s s N s

c m m

z
E z E E E

h
   

( ) ( )( )s s s N s

c m m

z
z

h
      

( ) ( )s s s

xx xxE z z   

( )( )xz s

w
k G z

x
 


 



( )
( )

( )
xx xx x

E z
E z T

z
  


 


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 :شکل زير تعريف می گردندضرايب معادله بالا به 

 

بدست آوردن نيروی گشتاور خمشي برای بالک  -2-5

 وسطح

 :[0]بدست آوردن نیروی گشتاور خمشی برای بالک وسطح

(22   )                                

( ( ) )

( )

( )
( )

xx xx

xx xx x

s

s s

c m

s

m

u b w
M B b

x x

D b F b T
x

h b
E z

x

hb
E E

N x

hb
E

x










 
 

 


 









 

 






 

 .دنشومی تعريف زير صورتبه   Fxxو  Dxxمقادير  درآن که

( )

h

xx

h

D z E z dz



 
 

( )

( )

h

xx

h

E z
F zdz

z





 

 بدست آوردن نيروی برشي برای سطح وبالک  -2-6 

:[9]بر اساس تئوری تیموشنکو داريم
 

 

(21)  

  

( )( )

( )

( )

( )

x s c m

s m

s

s s

c m

s

m

w h
Q k b G G

x N

w
k bG h

x

w
b

x

h w

N x

w
h

x







 




  

 


 









 

 






 

 تيموشنکو محاسبه انرژی کرنشي بر اساس تئوری -2-7

نانوتیرمدرج تابعی مدل شده با  کرنشی برای هرلايه انرژی

            :[2]تئوری تیموشنکو وشکل تغییراتی آن بفرم زير است

(21)  
( ) ( )

( ) ( )

L

o

u
U N M

x x

w w
Q N dx

x x





 
 

 

 
  

 


 

N,ل مقاديرحا M وQ  در را که بدست آورده بوديم

 معادله  بالا جايگزين می کنیم.

 محاسبه انرژی جنبشي بر اساس تئوری تيموشنکو: -2-8

(22  )                                        
u u

k dV
t t





 


  2
 

جنبشی تیر به صورت زير بدست که پس درنهايت انرژی 

                 :آيدمی

(22) 
(( ) ( ) )

( )( ) ( )

L
b u w

k I
t t

u b
bI I dx

t t t

 

  
    

  
 
  


2 2

0
0

2
1 2

2

2

 

 (22) که در رابطه

(20     ) , , , , ( )

h

h

I I I Z Z z dz


    
2

2
0 1 2

2

1 

 :بدست آوردن انرژی پتانسيل -2-9

 :[3] با توجه به محیط پاسترناک داريم

(10) ( )

h

xx

h

A E z dz



 
 

(19) 

 

(13) 

 

(27) 

 

(21) 
 

( )

h

xx

h

B zE z dz



 

( )

( )

h

xx

h

E z
C dz

z





( )s sA E z ds


 

( )s sB z ds


 
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2

2m w G

w
F k w k

x


 


 (29)  

0

1
2( )

2

L

mV F w b h dx                           (23 )        

بدست آوردن معادلات حرکت با استفاده از  -2-11

 اصل هميلتون:

2

1

( ) 0

t

t

U V T dt      (17 )                           

با توجه به رابطه بالا معادلات حرکت کلاسیک به شکل  

 گردد.زير استخراج می

o

N u
bI bI

X t t

  
  

  

2 2

1 2 2 0        (11   )  

w G

Q w w
( N ( )) bI

x x x t

w
( b h )( k w k )

x

   
  
   


   



2

0 2

2

2 0

 

 

(12) 

   
 

M u
Q bI bI

x t t

  
   

  

2 2

2 12 2 0 (11  )  

 

ارینگن برای بدست آوردن  تئوریاستفاده از  -2-11

 معادلات غير موضعي

 :[0]باشدکه رابطه آن به شکل زير می

nl l

ij ij( )
x

e a

  
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0

1   (11                  )                    

یر موضعی با استفاده از تئوری ارينگن معادلات حرکت غ

 آوريم:حاکم را بدست می
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( معادلات حرکت غیر موضعی 13و) (19(، )10معادلات )

بعدسازی تر شدن روابط بالا از بیباشند. برای سادهحاکم می

 کنیم:پارامترها استفاده می
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 :شرایط مرزی -2-12

رمدرج تابعی با تکیه گاه ساده به شرايط مرزی برای نانوتی

 گردد:                                شکل زير تعريف می

   

   

   

U(X, )=

(X, )=

W(X, )=

sin

cos

sin

T m X

m X

m X

 

 

 



 



 (13  )                              

پس از اعمال شرايط مرزی بر معادلات حاکم و ساده سازی، 

 باشد:شکل کلی معادلات به صورت زير می
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 ( در ضمیمه آورده شده است.12( و)11ضرايب معادلات)

 :تحليل مسئله-3

( بر اساس 12( و)11(، )17رای يافتن پاسخ معادلات )ب

 :[1]تئوری تیموشنکو داريم

(11)  
..

( ) 0m e gM d k p k d    

(،11در رابطه )
mM ،

ek وgk  ،بترتیب ماتريس جرم

باشند که به شکل زير ماتريس سختی و ماتريس هندسی می

 گردنند:تعريف می

(11) 

,e m

g

k M

k



 

 



   
   
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  

 
 

  
 
 

 

 .پیوست آورده شده است در 2α  تا 1α مقاديرکه 

 محاسبه فرکانس طبيعي: -3-1

 :[1]فرکانس طبیعی داريمبرای محاسبه 

( )ek w M d   (12      )                              

    

 :آيدکه درنهايت فرکانس طبیعی به شکل زير بدست می

(12 )          

w w w

w w w

w w

    

     

 

  

   

  

 

  محاسبه نيروی بحراني: -3-2

 :[1]بحرانی داريم برای محاسبه نیروی

(10) 
                                        ( )e cr gk p k d  

( بار بحرانی نانوتیر مدرج 10که با حل مقدار ويژه معادله)

 باشد:تابعی براساس تئوری تیر تیموشنکو به شکل زير می
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(19) 
                       

3 42

6 5 6

crp
 

  
   

 پایداری دیناميکي: -3-3

 :[1]کنیمابتدا بار زمانی تحريک را به صورت زير تعريف می

(13                       )      ( ) [ cos( )] crp p      

ترتیب بار استاتیک و دينامیکی ه ب β و α که دررابطه بالا

Lباشند.همچنین،می
E


 



 است که 


فرکانس  

( 11) ( را در معادله19) باشد.حال اگر معادلهتحريک می

 جايگزين کنیم داريم:

(27)     
..

[[ cos( )] ]m e cr gM d k p k d     0  

-که درنهايت جواب معادله بالا به شکل زير در نظر می

 :[17]گیريم

 det ( )e cr gk p k M
 

   
2

0
2 4

 (21             )  

-( دو معادله درجه شش بدست می21) رابطهکه با حل 

آيد،که منیمم ريشه اين دو معادله فرکانس تحريک می

 باشند.

 نتایج: -4

 ( در1خواص نانوتیر مدرج تابعی به صورت جدول شماره )

 نظر گرفته شده است.

 مقاديرعددی خواص نانوتیرمدرج تابعی (1جدول )

 فلز

Al 

 سرامیک

Si 
 

07Gpa 217Gpa E 

2,1992N/m 17,2211- N/m E
s 

2077kg/m
3 2107kg/m

3 
ρ 

7,1 7,21 υ 

7,3179N/m 7,2719N/m s
τ 

Lطول نانوتیر مورد نظر برابر است با  nm100  که

b. همچنین ضخامت وعرض تیر برابراست با h L  1  

sk.ضريب تصحیح برش باشد.می  ، ضريب انبساط 563

x.گرمايی در حالت دماپايین k     6 11 6 ، در 10

x.حالت دما بالا k    6 11 1 امترهايی مثل ، پار10

تغییردما، بارمحوری استاتیکی و  ،پارامتر مقیاس کوچک

باشند. شکل ثابت فنرتاثیر گذر برپايداری ناحیه دينامیکی می

دهداثر پارامتر مقیاس کوچک بر روی ناحیه ( نشان می1)

ناپايداری برای يک نانوتیرمدرج تابعی بر اساس تئوری 

تیموشنکو، همان گونه که در شکل نشان داده شده است، با 

eافزايش  a0 کند به سمت ناحیه ناپايداری حرکت می

وهمچنین بزرگی ناحیه  هايی با فرکانس تحريک کمترناحیه

رج تابعی در يک بار دينامیکی مشخص ناپايداری نانوتیرمد

( اثر ثابت فنری را بروی ناحیه 2يابد.شکل)کاهش می

دهد.دربازه بار ناپايداری بر اساس تئوری تیموشنکو نشان می

دينامیکی داده شده با افزايش ثابت فنر منجر به افزايش 

فرکانس تحريک گرديده، همچنین وسعت ناحیه ناپايداری 

 يابد.پايداری افزايش میبا افزايش ناحیه نا

، را روی ناحیه ناپايداری برای ( اثر باراستاتیکی1شکل)

دهد همانگونه که از شکل نانوتیر مدرج تابعی نشان می

مشخص است باافزايش بار استاتیکی ناحیه ناپايداری تمايل 

به وسیع ونزديک شدن به مرکز مختصات دارد. بايد توجه 

 کی محوری وجود ندارد.هیچ بار استاتی در کرد که

 



 0
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 برناحیه ناپايداری نانوتیرمدرج تابعی با e.a ( اثر1شکل )

oT k 50،.x k     6 11 6 10  ،.wk   178 9995035 10 

با  یتابعمدرج( اثرثابت فنری وينکلر بر ناحیه ناپايداری نانوتیر2شکل )

oT k 50،.x k     6 11 6 10 

 
( اثر باراستاتیکی1شکل)  برناحیه ناپايداری نانوتیرمدرج تابعی با 

oT k 50 ،.x k     6 11 6 10،.e a nm0 5 

ناپايداری دينامیکی نانوتیرمدرج تابعی برای ( ناحیه 1شکل)

اساس  پايین بر دما بالا و حالت دما دو مقادير مختلف دما در

درحالت دمابالای محیط،  تئوری تیموشنکو نشان می دهد.

 افزايش درتغییر دما به دلیل بارحرارتی منجربه نیروی منتجه

ث باع افزايش تغییرات دما بنابراين، شود.منفی محوری می

 و تحريک کمتر حرکت ناحیه ناپايداری به سمت فرکانس

کاهش پهنای ناحیه ناپايداری نانوتیرمدرج تابعی در يک 

نتیجه سیستم تمايل به  در شود.باردينامیکی مشخص می

ناپايداری دارد در دمای بالا محیط زمانی که تغییرات دما 

يابد. به عبارت ديگر در دمای پايین محیط، افزايش می

زايش تغییرات دماباعث حرکت ناحیه ناپايداری به اف

فرکانس  در به پايداری بیشتر منجر و فرکانس تحريک بالاتر

توان دريافت که شود. همچنین میتر میتحريک پايین

وسعت ناحیه ناپايداری در حالت دما پايین محیط بزرگتر از 

( نسبت طول به 2شکل ) حالت دما بالای محیط است.

شان می دهد، از آنجايی که سطح مقطع تیر ضخامت را ن

باشند باشد عرض وضخامت باهم برابر میمربعی شکل می

همان طور که در شکل مشخص است با افزايش طول نسبت 

پهنای  و يابدبه ضخامت مقدار فرکانس تحريک کاهش می

 شود.ناحیه ناپايداری کوچکتر می

 
 الف( حالت دماپايین-1شکل)
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 دما بالاب(حالت -1شکل)

( اثر تغییرات دما در دوحالت دما بالا ودما پايین محیط براساس 1شکل)

 تئوری تیموشنکو

.e a  9
0 0 5 10   ، .wk   178 9995035 10  

 
 ( افزايش نسبت طول به ضخامت2شکل )

( اثر افزايش تنش پسماند سطح بر فرکانس تحريک 2شکل )

است با فزايش  پیدادهد، همان طور که از شکل شان میرا ن

 يابد.حريک نیز افزايش میتنش پسماند سطح فرکانس ت

 
 ( اثر افزايش تنش پسماند برفرکانس تحريک2شکل )

, .

. , .

o

x

w

T k k

e ak nm

  

 

   



6

17

1

08 9995035 1
1 6
0

50 10
5

 

 فهرست علائم

b عرض تیر  

  مدول الاستیسیته سرامیک    

  مدول الاستیسیته فلز

  (N/mفلز) سطحمدول الاستیسیته 

  (N/mمدول الاستیسیته سطح سرامیک)

  پارامترغیرموضعی

  مدول برشی سرامیک

 مدول برشی فلز
mG  

  ضخامت
 انرژی جنبشی

k  
                                 ماتريس سختی

ek  

N/mثابت فنری وينکلر)
3  )  

  (N/mثابت برشی پاسترناک)

  ماتريس هندسی

  ضريب تصحیح برشی

 طول تیر
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  ضريب پواسون فلز

kg/mچگالی فلز )
3 )  

kg/mچگالی سرامیک)
3)  

M ماتريس جرمی  
  (Nنیروی گشتاورخمشی)

  (Nنیروی محوری)

  سرامیکیتنش پسماند سطح 

  تنش پسماند سطح فلزی

 کرنش محوری
 

 کرنش برشی
 

 تنش سطح
 

 تنش محوری
 

 تنش برشی
 

 چرخش سطح مقطع
 

T دما برحسب کلوين  
 نیروی بحرانی

crP  
V انرژی پتانسیل  

 تنش محلی
 

 غیرمحلی تنش
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