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  هاي كليدي واژه  چكيده
 بـه   ارتوتروپيك با طول كوتاه  مواد هدفمند  هايي از جنس     استوانه استاتيكي تحليل   مقالهدر اين   

 بـراي   حداقل مربعات متحرك   توابع شكل  ،در اين روش  . روش بدون المان بررسي شده است     
براي اعمال شرايط مـرزي    و   شدهتعادل استفاده   فرم ضعيف معادله    جايي در     جابهتقريب ميدان   

 مدل متقـارن محـوري اسـتفاده        سازي از يك  در اين شبيه  . كار رفته است    اساسي توابع تبديل به   
شده است كه خواص مكانيكي آن در راستاي شعاع، متناسب با تغييـرات كـسر حجمـي مـواد                   

 توان كـسر حجمـي      ،ضخامت استوانه ات طول و    اثرمقاله  در اين   . كندتشكيل دهنده، تغيير مي   
و ميـدان    توزيع تـنش      بر اساسي  اعمال شرايط مرزي    همچنين   ، نوع چيدمان مواد و    توزيع مواد 

 بـا نتـايج   دست آمده بهنتايج  به منظور اعتبارسنجي،  .ه است ها بررسي شد    اين استوانه جايي    جابه
  و مطابقـت بـسيار خـوبي       مقايـسه  ،و همچنين نتايج ساير محققان     اجزا محدود  حاصل از روش  

تر و هموارتري نـسبت بـه       مان نتايج دقيق  ل شد كه روش بدون ا     مشخصهمچنين  .  شد مشاهده
هـاي  هاي هدفمند ارتوتروپيك نيز با نتايج اسـتوانه     ميدان تنش استوانه   . دارد اجزا محدود روش  

تـوان  ، مـي   نيـز  سـب  با انتخاب توان كـسر حجمـي منا        ه شد تأييدارتوتروپيك همگن چند لايه     
  .ها داشتاي روي اين استوانه طراحي مناسب و بهينه

  

 ، روش بدون المان   ارتوتروپيك، مواد هدفمند 
  .متقارن محوري ستاتيكي،تحليل ا
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    مقدمه-1
1مواد هدفمند 

 )FGM (ساخته  مختلف ةاز تركيب دو ماد
،  يكي فلز و ديگري سراميك استكه معمولاًشوند  مي
طور يكنواخت تغيير   كه خواص تركيب حاصل بهاي گونه به
يكنواخت و يك ده و باعث ايجاد ميكروساختار غيركر

 تحقيقات اخيراً. شود پيوسته ميماكروساختار با تغييرات 
دفمند ه هاي وسيعي در زمينه تحليل استاتيكي استوانه

از جمله هاي مختلف انجام شده است  به روش ايزوتروپيك
 آنها حل استاتيكي دقيقي .]1 [ هوروگان و چانهايمقاله

 ايزوتروپيك FGMهاي توخالي  ها و ديسك براي استوانه
نيز به تحليل ] 2[ اوزتورك توتونكو و. خطي ارائه كردند
 آنها با . ايزوتروپيك پرداختندFGMهاي  استاتيكي استوانه

حل دقيقي  تهيسنهايت كوچك الاستي استفاده از تئوري بي
 تحت فشار FGMهاي  ها و كره براي تحليل تنش در لوله

 يك حل براي] 3[جباري و همكارانش . داخلي ارائه كردند
 FGMهاي توخالي  استوانه يميدان تنش مكانيكي و حرارت

در كار ديگري يك روش حل با ] 4[توتونكو . ارائه دادند
 جايي جابههاي تواني براي ميدان تنش و استفاده از سري

نيز ] 5[لي و پنگ .  معرفي كردFGMهاي توخالي استوانه
  ايزوتروپيكهاييك روش جديد براي تحليل تنش استوانه

FGM مكانيكي معرفي كردند با تغييرات دلخواه خواص. 
و  را به يك معادله انتگرالي فردهولم تبديل مسئلهآنها ابتدا 

 .كردندهاي لژاندر حل  اي سپس آن را با بسط چندجمله
 ميدان ،با استفاده از روش توابع متمم] 6[توتونكو و تمل 

 در حالت FGMهاي توخالي  را در استوانهجايي جابهتنش و 
با استفاده از ] 7[ناي و باترا  .دندمتقارن محوري معرفي كر

با سطح داخلي را اي هاي فوريه و فروبينيوس استوانهسري
آنها . غير دايروي و سطح خارجي دايروي تحليل كردند

 صورت به و خواص مكانيكي را ارتوتروپيكاستوانه را 
يه و شنگ . تواني در راستاي شعاعي متغير در نظر گرفتند

  ارتوتروپيكهايتحليل استوانه آزاد را درهاي نيز اثر لبه] 8[
 تحت بار عرضي متقارن محوري به روش معادله چند لايه

                                                 
- Functionally Graded Material 

تحليل ] 9[سبحاني عراق و ياس . حالت ارائه كردند-فضا
  ارتوتروپيكييهااستاتيكي و ارتعاشات آزاد پوسته استوانه

اند به روش ت شدهي تقو و پيوسته كه به طور هدفمندرا
  . سيته سه بعدي ارائه كردندتئوري الاستي

كار گرفته شده  هروش بدون المان در حل برخي از مسائل نيز ب
با استفاده از ] 10[ اسلادك و همكارانش  به عنوان مثال.است

 به تحليل استاتيكي در مسائل دو بعدي و MLPG2روش 
 غير ايزوتروپيك  ويسكوالاستيك خطي و / الاستيكجامدات

آنها از تابع شكل . واص مكانيكي پرداختندبا تغييرات پيوسته خ
3MLS هاي انتگرالي هاي فيزيكي در معادلهبراي تقريب كميت

 ]11 [ چينگ و ين. استفاده كردند(LBIEs4)مرزي محلي 
ايزوتروپيك تحت فشار داخلي را به روش  FGMاستوانه 
MLPG  با استفاده از بردار پايه وMLS اسلادك .تحليل كردند 

يك روش بدون المان برمبناي معادلات ] 12[ش و همكاران
براي تحليل انتقال  MLS و تقريبهاي  محليانتگرالي مرزي

ي و ل ژيلهو.ارائه كردند FGMحرارت گذرا در محيطهاي 
براي آناليز دو بعدي تغيير  MLPG نيز از روش ]13 [همكارانش

آنها . ها استفاده كردندFGMشكلهاي ديناميكي و استاتيكي 
 و استوانه ارتوتروپيك FGM خود را براي ديسك دوار تحليل
FGM اسلادك و همكارانش. خالي تحت فشار انجام دادندتو 

متقارن محوري  FGM را براي مسائل LIE5 فرمولاسيون ]14[
 آوردند و براي استوانه تحت فشار داخلي به روش بدون دست به

پاسخ  ]15 [و ژائو و لي.المان توزيع تنش را محاسبه كردند
را تحت بار فشاري  FGMي هاي پوسته استوانهكمانش پنل

بندي آنها برپايه تئوري  فرمول. محوري و حرارتي ارائه كردند
  ها و روش بدون المانتغيير شكل برشي مرتبه اول پوسته

 kp-Ritzهاي استاتيكي،   تحليل،اما در نزديكترين كارها.  بود
 انتشار موج تنش در ارتعاشات آزاد و اجباري، ديناميكي و

ايزوتروپيك به روش بدون الماني مشابه  FGMهاي استوانه
  ]. 19-16[ انجام شده است ، گرفته شده در اين مقالهكار بهروش 

                                                 
- Meshless Local Petrov-Galerkin 
- Moving Least Square 
- Local Boundary Integral Equations 
- Local Integral Equations 
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 ياه  استوانهتحليل استاتيكيد ي جدين مقاله، در كاريدر ا
FGM شده استي بررستحت فشار داخلي ارتوتروپيك . 

داراي شرايط مرزي (ها كوتاه علاوه بر اينكه اين استوانه
 از يك روش بدون المان نيز استفاده شده است) اساسي
در نظر گرفته  يك مدل متقارن محوري ن منظوريبه ا. است
 شعاع متناسب با ي ماده در راستايكيخواص مكان كهشده 

 يكي از مزاياي .باشدمير ي متغ، مواديرات كسر حجمييتغ
 ،اجزا محدودهاي  روش در مقابل بدون المان هاي روش

كه ميدان از آنجايي . است گرفتن توابع شكل هموار كار به
آيد  ميدست به جايي جابهتنش با مشتق گرفتن از ميدان 

، جايي جابههاي بدون المان علاوه بر ميدان  در روشبنابراين
ا توجه به اين  ب.شود همواري ارائه مي پيوسته وميدان تنش

هاي بدون المان به محاسبات در روش ويژگي منحصر به فرد
هاي حاصل از روش نتايج .نياز نيست ،اضافي بعد از حل

 FGMاي ه استوانهتواند در طراحي دقيق   ميبدون المان
 در اين مقاله يك روش بدون المان ابتكاري .باشدبسيار مفيد 

اين روش تا حد زيادي به روش .  گرفته شده استكار به
 شباهت دارد، با اين تفاوت كه (EFG) بدون المان گالركين

براي اعمال شرايط مرزي اساسي، از تابع تبديل استفاده شده 
واسطه اينكه شرايط مرزي توسط  ه بEFGدر روش . است

د، ابعاد دستگاه معادلات و شورانژ اعمال ميگضرايب لا
متعاقب آن حجم محاسبات افزايش چشمگيري پيدا خواهد 

تابع تبديل در اين مقاله، موجب ثابت  اما استفاده از .كرد
ماندن ابعاد دستگاه معادلات شده و متعاقب آن حجم 

 لذا در كار .يابد كاهش مي EFGمحاسبات نسبت به روش 
حاضر علاوه بر اينكه يك روش بدون المان جديد و بسيار 

 كار به FGMهاي ارتوتروپيك دقيق براي تحليل استوانه
هاي كوتاه داراي  براي استوانهمسئلهگرفته شده است، اين 

. نيز انجام شده است) اعمال شرايط مرزي اساسي(گاه تكيه
 توسعه داده شده و اجزا محدود براي روش اي برنامههمچنين 

 هاي با المان(نتايج دو روش در شرايط شبكه گرهي يكسان 
 شده مقايسه  و با كارهاي قبليبا يكديگر) مستطيلي دوخطي

 توان كسر حجمي ، ضخامت استوانه و طولاتاثر. است
 شرايط اعمال  و همچنين، نوع چيدمان موادتوزيع مواد

ها  اين استوانه جايي جابه توزيع تنش و ميدان  بر اساسيمرزي
  .ه استبررسي شد

  معادلات حاكم -2
بر فرم ضعيف معادله   گرفته شدهكار بهروش بدون المان 

  :است ، مبتني)1(رابطه  ،تعادل
)1(  

 dsvd uFεσ  .)(.  
 قسمتي از اين حوزه  و مسئله حوزه حل  رابطه فوقدر 

 همچنين پارامترهاي .كند بر آن اثر مي ينيروي سطحاست كه 
σ،ε،F وuنيروي  تنش، كرنش،هايترتيب بردار ه ب 

 بردارهاي تنش و كرنش .هستند جايي جابهبردار و  خارجي
  :استشكل زير ه در مسائل متقارن محوري ب
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  بندي روش بدون المان  فرمول-3

حداقل  (MLS  از توابع كلجايي جابهبراي تقريب ميدان 
س اين تقريب بر اسا استفاده شده است كه )مربعات متحرك

),( در نقطه ،u(X) ،متغير ميدان zrX زير تقريب صورت به 
  :شود زده مي

)6(   iiuΦΧu ˆ)(  
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) تعميم يافته (مجازيتغيير مكان بردار  iû در رابطه فوق
   :شود  طبق رابطه زير تعريف ميكهباشد ها مي گره

)7(  Tnuuu ˆ..,,.........ˆ,ˆˆ 21u  
)(Χi تابع شكل MLS گره Xi در نقطه X و است 
  :شود  ميبيان زير صورت به
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تابع باشد كه در اين مقاله از  ميتابع وزن، w در رابطه فوق
 P(X) همچنين.  استفاده شده استوزن اسپيلاين مرتبه سوم

 ابطو طبق ركهد باشن  ماتريس ممان ميM(X)و بردار پايه 
  :]20 [دنشو زير تعريف مي
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 كه در هر است مؤثرهاي   تعداد گرهn فوق ماتريسكه در 

ابط وبا جايگذاري ر. شود مجزا محاسبه ميصورت بهگره 
  :آيد دست مي به رابطهاين ) 1( در رابطه )14(و ) 11(، )3(

)16(    
dsdv TTTT FΦuuDBBu )ˆ(ˆ)()ˆ(   

 .استدلخواه برقرار  u)ˆ( ازاي هر بردار هب) 16 (رابطه
نوشت و سپس زير صورت  به را آنتوان به  بنابراين را مي

  : نمودبنديدستهدستگاه معادلات را 

)17( 
 TNzNrzr uuuu )ˆ(,)ˆ,.....()ˆ(,)ˆ(ˆ

ˆ

11



U

fUk
 

  :باشد و ها مي  تعداد كل گرهN هك

)18( 
  

 
 dsdv TT FΦfDBBk , 

 مسئله حوزه حل  در رابطه فوق، عدديگيري انتگرالراي ب
، كه داخل هر كدام نقاط  دو بعديهاي پس زمينه  سلولتوسط

سپس ماتريس سختي . شود بندي مي گوس قرار دارد، شبكه
 تمام نقاط گوس  بر رويگيري انتگرالواسطه  هب، k،كل

. آيد  ميدست به عددي صورت به ،،مسئلهداخل حوزه حل 
 بر گيري انتگرالواسطه  ه بصورت مشابه به نيز، f،بردار نيرو

  .گيرد شكل مي روي مرزروي تمام نقاط گوس 
برحسب ميدان ) 17 (همانگونه كه مشاهده شد، رابطه

 MLSتوابع شكل ت زيرا  تعميم يافته ارائه شده اسجايي جابه
 بايد )17 ( رابطهلذا .دهستنفاقد خاصيت دلتاي كرونيكر 

ود تا شرايط مرزي  ارائه ش حقيقيجايي جابهبرحسب ميدان 
  استفاده از تابعمسائلگونه  در اين. شوداساسي در آن اعمال 

هاي اعمال شرايط مرزي  شيوهتبديل يكي از مهمترين 
 در  توابع شكل مقادير تصحيحبادر اين روش  .استاساسي 

 ايجاد ر براي تابع شكل خاصيت دلتاي كرونيكها،گره
 ،خاصيت دلتاي كرونيكراد ج با ايبنابراين]. 21[شود مي

 اعمال اجزا محدودمانند روش  شرايط مرزي اساسي
حقيقي و تعميم  جايي جابه هايبردار روش  ايندر. شود مي
  : هستندطبق رابطه زير در ارتباط يافته

)19( uTU ˆ 

)20(  TNzNrzr uuuu )(,)(,,.........)(,)( 11U 

صـورت   ايـن   ه و ب ـ  اسـت مـاتريس انتقـال      ،   Tدر رابطه فوق،    
  :دشوتعريف مي
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  :كند مي زير تغيير صورت به) 17(رابطه ) 19( رابطه استفاده ازبا 

)22( 
fΤfΤkΤk

fUk

Τ1Τ 


 ˆ,ˆ

ˆˆ
 

 حقيقي جايي جابه فوق برحسب ميدان  رابطهبا توجه به اينكه
شرايط مرزي اساسي با منطقي  شده لذا در اين معادله، ارائه

   .شودمياعمال  اجزا محدود  روشمشابه منطق
  

  FGMهاي خواص مكانيكي در استوانه -4
را  L و طول ro، شعاع خارجي riاي با شعاع داخلي  استوانه

 اين استوانه در راستاي  خواص مكانيكي.در نظر بگيريد
 تأثير  نوع اين تغييرات.كند ميطور پيوسته تغيير شعاعي به

دارد كه در ادامه  استوانه  استاتيكي رفتار بربسيار زيادي
تاكنون چندين مدل براي اين تغييرات ارائه . شودبررسي مي
در اين . است مدل كسر حجمي  پركاربردترين آنها،شده كه

 طبق رابطه زير ، خواص مكانيكي در راستاي شعاع،مدل
  :كند تغيير مي

 )الف -23(



















n
i

n
o

n
i

n

f
rr

rr
rV )( 

))((  )ب -23( iofi pprVpp  

جنس لايه ( بيانگر كسر حجمي ماده Vfدر روابط فوق 
 بيانگر خواص مكانيكي  p كسر حجمي، توان n، )خارجي

 بيانگر لايه داخلي و لايه خارجي o و iهاي  ماده و انديس
  .هستندجسم 

  
  آنهاي حل شده و نتايج  مثال -5

 گرفته با كار بهدر اين مرحله ابتدا دقت روش بدون المان 
 ايزوتروپيك از FGMهاي  براي استوانهحاصلمقايسه نتايج 

 و كارهاي قبلي منتشر FEMاين روش با نتايج حاصله از 
ارتوتروپيك با  FGMهاي  نتايج حاصل از استوانهو نيزشده 
در نهايت . شده استهاي ارتوتروپيك چند لايه بررسي استوانه

 ارتوتروپيك FGMهاي   براي استوانهجايي جابهميدان تنش و 
اعمال (و طول كوتاه ) ايحالت كرنش صفحه(با طول بلند 

 هاي مذكور در تحليل.شود ميارائه) اساسيشرايط مرزي 
يك شبكه ) ايحالت كرنش صفحه(هاي بلند براي استوانه

كوتاه به تعداد هاي   و براي استوانه56×26گرهي به تعداد 

اجزا در دو روش بدون المان و .  در نظر گرفته شد56×46
. هاي گرهي يكسان در نظر گرفته شده است، شبكهمحدود

حالت كرنش (هاي بلند در روش بدون المان براي استوانه
هاي استوانه و براي 55×25هايي به تعداد سلول) ايصفحه

 روي گيري نتگرالا براي. منظور شد 55×45كوتاه به تعداد 
همچنين در مرز .  چيده شده است2×2ها نيز نقاط گوس سلول

هاي يك  سلول، اعمال فشار داخليدليلداخلي استوانه به 
) 1(شكل .  نقطه گوس در نظر گرفته شده است2بعدي با 

با نقاط توپر، توزيع نقاط را  10×8 شبكه گرهي اي از نمونه
را   دي با علامتو نقاط گوس يك بع× گوس با علامت 

. دهد نشان مي7×5به تعداد  هايي اي با سلولبراي استوانه
شود كه دو سر اين استوانه در دو جهت محوري و مشاهده مي

  .  قرار داردiP شعاعي مقيد و تحت فشار داخلي
  

  
  

  .ع گره و نقاط گوس، توزيمسئلهطرح شماتيك از ناحيه حل ) 1(شكل 
  
  اعتبار سنجي نتايج -5-1

كه مدول الاستيسيته آن از  ايزوتروپيك FGM ي ابتدا استوانه
كند  تغيير مي) 23(شعاع داخلي تا شعاع خارجي طبق رابطه 

حالت كرنش (اين استوانه بلند . در نظر گرفته شده است
در اين .  داردقرار، iP ،و تحت فشار داخلي) ايصفحه

استوانه نسبت مدول الاستيسيته سطح خارجي به مدول 
10io الاستيسيته سطح داخلي، EE ضريب پواسون ،

 نسبت شعاع  در اين استوانههمچنين. است /30ثابت و 
8050داخلي به شعاع خارجي  // ,oi rr تغييرات . است
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)( تنش محيطي iPدر راستاي شعاع استوانه و به ازاي  
1010 توان كسر حجمي /,n و )الف-2 (هايدر شكل 

شود كه نوع   اين شكل مشاهده ميدر.  آمده است)ب-2(
 .سزايي بر توزيع تنش دارد ه بتأثيرمدول الاستيسيته رات يتغي

و روش بدون المان دو ز ضمن اينكه از مقايسه نتايج حاصله ا
، ]5 [و نتايج ارائه شده توسط لي و پنگ اجزا محدود
 از  گرفته شدهكار به روش بدون المانشود كه  مشخص مي

بالايي در تحليل اين نوع مسائل  بسيار كافي ودقت 
 )الف-2(هاي علاوه بر اين از مقايسه شكل. برخوردار است

توانه بر توزيع  اثر توان كسر حجمي و ضخامت اس)ب-2(و 
  .استتنش محيطي قابل استنباط 

 FGMدر مرحله دوم اعتبار سنجي، توزيع تنش استوانه 
ارتوتروپيك و استوانه همگن چند لايه ارتوتروپيك مقايسه 

 و FGM ،1nتوان كسر حجمي استوانه . شده است
ه اپوكسي در لاي -تركيبي از دو ماده ارتوتروپيك گرافيت

خواص . استاپوكسي در لايه خارجي  -داخلي و شيشه
. گزارش شده است) 1(مكانيكي اين دو ماده در جدول 

 را FGMهاي دو و سه لايه همگن نيز تغييرات استوانه استوانه
) ايشرايط كرنش صفحه(ها بلند اين استوانه. زندتقريب مي

 شعاع داخلي به شعاع ، و با نسبتiPتحت فشار داخلي، 
oi/50خارجي، rrتوزيع . ، در نظر گرفته شده است

اجزا هاي محيطي و شعاعي حاصله از روش بدون المان و تنش
 و ) الف-3(هاي ها به ترتيب در شكل براي اين استوانهمحدود

شود افزايش  همانطور كه مشاهده مي. آمده است) ب -3(
هاي چند لايه از دو به سه باعث ستوانهها در اتعداد لايه

شود  ميFGMنزديكتر شدن ميدان تنش به ميدان تنش استوانه 
اجزا شود كه دو روش بدون المان و  همچنين مشاهده ميو

از طرفي همانطور . هاي بسيار مشابهي دارند جوابمحدود
هاي چند لايه تغييرات تنش شود براي استوانهكه مشاهده مي

ها ناپيوسته ولي براي تنش شعاعي پيوسته  بين لايهمحيطي در
  .است) هاشرط جدا نشدن لايه(
  

  
  

 FGMتنش محيطي نرماليزه در راستاي شعاع استوانه ) الف-2(شكل 
oi/10ايزوتروپيك براي  rr.  
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 FGMتنش محيطي نرماليزه در راستاي شعاع استوانه ) ب-2(شكل 
oi/50 ايزوتروپيك براي rr.  
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  .مورد مطالعهرتوتروپيك  خواص مكانيكي مواد ا)1(جدول 

اپوكسي -گرافيت خاصيت مكانيكي اپوكسي -شيشه   

E1 (GPa) 155 50 
E2 (GPa) 1/12  2/15  
E3 (GPa) 1/12  2/15  

υ23 458/0  428/0  
υ13 248/0  254/0  
υ12 248/0  254/0  

G12 (GPa) 4/4  7/4  
  

  
هاي  محيطي نرماليزه در راستاي شعاع استوانهتنش) الف-3(شكل 

FGM 50 و چند لايه ارتوتروپيك براي/oi rr.  
  

  
 و FGMهاي  شعاعي نرماليزه در راستاي شعاع استوانهتنش) ب-3(شكل 

oi/50 چند لايه ارتوتروپيك براي rr.  
  

ك در حالت  ارتوتروپيFGM هاياستوانه -5-2
 ايكرنش صفحه

، به منظور بررسي اثرات توان كسر حجمي، در اين مرحله
 FGM استوانه ضخامت استوانه و نوع چيدمان مواد، سه مدل

كه تركيبي از ) ايشرايط كرنش صفحه(ارتوتروپيك بلند 
اپوكسي در نظر گرفته  -اپوكسي و شيشه -دو ماده گرافيت

MPaPiار داخلي ها تحت فش اين استوانه. شده است 10 
 طبق ، در راستاي شعاعهاآنقرار دارد و خواص مكانيكي 

  . كند تغيير مي) 23(رابطه 
/,)(با ابعاد  هايي استوانهمدل اول mrr oi 150  كهاست  
اپوكسي در  -اپوكسي در سطح داخلي و شيشه -گرافيت

شعاعي حيطي و متوزيع تنش . سطح خارجي استوانه قرار دارد
هاي  شعاعي براي استوانهجايي جابهتوزيع   همچنيننرماليزه و

اپوكسي و  -اپوكسي و گرافيك -همگن از جنس شيشه
 n,1010 توان كسر حجمي با FGM هاين استوانهنيهمچ
.  ارائه شده است)ج -4( تا )الف -4 (هايدر شكلترتيب  به

 تأثير مقدار توان كسر حجمي شودهمانطور كه مشاهده مي
 شعاعي جايي جابهبزرگتري بر توزيع تنش محيطي و ميدان 

شود مشاهده ميكه  چنان. نسبت به توزيع تنش شعاعي دارد
مقدار تنش شعاعي از مقدار فشار داخلي در سطح داخلي تا 

 كند يكنواخت تغيير ميصورت بهصفر در سطح خارجي 
شاهده است كه ميدان تنش از طرفي قابل م). الف -4شكل (

 با FGMبراي دو ماده همگن يكسان است ولي براي مواد 
توان كسر حجمي متفاوت ميدان تنش متفاوتي ديده 

لذا مقدار توان كسر حجمي بر مقدار و مكان . شود مي
گذار است كه با انتخاب بهترين تأثيرماكزيمم و مينيمم تنش 

 دست بهتوان ميم ترين توزيع تنش را ه مناسب،مقدار توان
 براي جايي جابهشود كه ميدان از طرفي مشاهده مي. آورد
آيد و   ميدست بههاي همگن  مابين استوانهFGMهاي استوانه

تر  نزديكجايي جابهافزايش مقدار توان كسر حجمي ميدان 
، كه )ج -4(، شكل دهداپوكسي مي -به پاسخ گرافيت

در . ماده در استوانه باشدتواند به دليل افزايش مقدار اين  مي
شود كه به ازاي نمودار توزيع تنش محيطي مشاهده مي

، بيشترين تغييرات از 10n مقدار توان كسر حجمي،
نمودار مربوط به استوانه همگن در سطح خارجي و نزديكي 

باشد در حالي كه اين انحراف براي توان كسر  آن مي
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شكل  (.استشعاع داخلي نزديكي ، در  10nحجمي، 
شديد  تغييرات وجودتواند  دليل اين پديده مي. ))الف-4(

  .باشد ناحيه در اين FGMخواص مكانيكي و كسر حجمي 

  
 FGMهاي  محيطي نرماليزه در راستاي شعاع استوانهتنش) الف-4(شكل 

  .و همگن ارتوتروپيك بلند مدل اول

  
 FGMهاي عاعي نرماليزه در راستاي شعاع استوانه شتنش) ب -4(شكل 

  .و همگن ارتوتروپيك بلند مدل اول

  
 و FGMهاي  شعاعي در راستاي شعاع استوانهجايي جابه)  ج-4(شكل 

  .همگن ارتوتروپيك بلند مدل اول

هاي در استوانه مدل دوم با كاهش ضخامت نسبت به استوانه
وزيع تنش و ميدان  ضخامت استوانه بر تتأثيرمرحله قبل 

در اين مرحله براي شعاع داخلي . آيد ميدست به جايي جابه
/,)(و خارجي استوانه به ترتيب،  mrr oi 180  در نظر ،

هاي شكلن تحليل در نتايج حاصل از اي. گرفته شده است
همانطور كه مشاهده  . ارائه شده است) ج -5(تا ) الف -5(

 يكسان و ش شعاعي تقريباًهم تغييرات تن شود بازمي
يكنواخت از فشار داخلي در سطح داخلي تا فشار خارجي 

، ولي در ) ب-5شكل (باشد  ميدر سطح خارجي ) صفر(
تنش . شودتغييرات سريعتر انجام مي)  ب-4(مقايسه با شكل 

محيطي تغييرات شديدتري نسبت به مرحله قبل و نسبت به 
محيطي و همچنين مقدار تنش . هاي همگن دارداستوانه

 نسبت به مرحله قبل خيلي بالاتر جايي جابهمقادير ميدان 
از طرفي با افزايش مقدار توان كسر حجمي، مقدار . است
  .يابد نيز افزايش ميجايي جابه

  
 FGMهاي  محيطي نرماليزه در راستاي شعاع استوانهتنش) الف-5(شكل 

  .و همگن ارتوتروپيك بلند مدل دوم

  
 FGMهاي  شعاعي نرماليزه در راستاي شعاع استوانهتنش )ب -5(شكل 

  .و همگن ارتوتروپيك بلند مدل دوم
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 و FGMهاي  شعاعي در راستاي شعاع استوانهجايي جابه)  ج-5(شكل 

  .همگن ارتوتروپيك بلند مدل دوم
 نحوه چيدمان مواد بررسي شده تأثيردر استوانه مدل سوم، 

اپوكسي و در لايه -شيشهلي داخكه در لايه  طوري هاست، ب
در اين استوانه . اپوكسي قرار گرفته است - گرافيتخارجي

/,)(شعاع داخلي و شعاع خارجي، mrr oi 180  در نظر ،
گرفته شده است، لذا از مقايسه نتايج حاصل از اين استوانه 

) 5 (هايو استوانه مرحله قبل در شكل) 6 (هايدر شكل
 پديدار جايي جابهبر توزيع تنش و ميدان  نحوه چيدمان تأثير
شود بازهم تغييرات تنش  همانطور كه مشاهده مي.شودمي

 يكسان و يكنواخت از فشار داخلي در سطح شعاعي تقريباً
شكل ( استدر سطح خارجي ) صفر(داخلي تا فشار خارجي 

شود  ميمشاهده )  ب-5( ولي در مقايسه با شكل ،) ب-6
 بدين معنا كه اين بار همواره .ستكه روند معكوس شده ا

منحني تغييرات تنش شعاعي براي استوانه همگن همواره بالاتر 
 اين نتيجه به دليل معكوس شدن .از دو منحني ديگر قرار دارد
 شودمشاهده مي) الف-6(در شكل . تغييرات كسر حجمي است

  برخلافFGMهاي كه دامنه تغييرات تنش محيطي در استوانه
 به استوانه همگن بيشتر شده و تنشها نيز افزايش قبل نسبت

كه همچنان بيشترين انحرافات از حالت  يافته است در حالي
در . استهمگن نيز نشانگر نحوه تغييرات كسر حجمي 

 استوانه جايي جابهشود كه ميدان مشاهده مي) ج -6(شكل 
FGMهاي همگن قرار دارد و افزايش توان كسر   مابين استوانه
 شده است كه نشانگر جايي جابه موجب كاهش ميدان حجمي

اين است كه هرچه حجم ماده با مدول بالاتر در استوانه بيشتر 
  .دهد كمتري را از خود نشان ميجايي جابهباشد، استوانه 

  

هاي  محيطي نرماليزه در راستاي شعاع استوانهتنش) الف -6(شكل 
FGMو همگن ارتوتروپيك بلند مدل سوم .  

  

 FGMهاي  شعاعي نرماليزه در راستاي شعاع استوانهتنش) ب -6(ل شك
  .و همگن ارتوتروپيك بلند مدل سوم

  

  
  

 و FGMهاي  شعاعي در راستاي شعاع استوانهجايي جابه)  ج-6(شكل 
  .همگن ارتوتروپيك بلند مدل سوم
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  ارتوتروپيك با طول كوتاهFGMهاي استوانه -5-3

mL)(ا طول اي بدر اين مرحله استوانه 1هاي  و شعاع
/,)(داخلي و خارجي  mrr oi 180  در نظر گرفته شده 

اپوكسي در سطح داخلي و -گرافيت استوانه،در اين . است
 اپوكسي در سطح خارجي قرار دارد و خواص -شيشه

با مقدار توان ) 23(مكانيكي در راستاي شعاعي طبق رابطه 
10nاين استوانه در حالي تحت فشار . كند تغيير مي

MPaPiداخلي  10 قرار دارد كه دو سر آن در دو جهت 
  . مقيد شده است) 1(طبق شكل محوري و شعاعي 

  نرماليزههاي محيطي، ون ميزز، محوري و برشيتوزيع تنش
 هايو همچنين ميدان )د -7( تا )الف -7(هاي در شكل

 )ب-8(و ) الف -8(هاي  شعاعي و محوري در شكلجايي جابه
شود كه مشاهده مي) 8(و ) 7(هاي از شكل. ارائه شده است

 مطابقت بسيار اجزا محدودنتايج دو روش بدون المان و 
 نزديكي با يكديگر دارند و همچنين نتايج روش بدون المان

تر و  بسيار پيوستهبه علت استفاده از توابع شكل هموار،
با توجه به . است اجزا محدودتر از نتايج روش يكنواخت
 Lz/50ها نسبت به صفحه ها و بارگذاريگاهتقارن تكيه
هاي محيطي، محوري و ون ميزز و همچنين توزبع تنش

. باشد  نسبت به اين صفحه متقارن مي شعاعيجايي جابهميدان 
دهد كه ماكزيمم ن مينشا) ب -7(و ) الف -7(هاي شكل

تنش محيطي در سطح خارجي و ماكزيمم تنش ون ميزز در 
هاي همچنين در شكل. افتدسطح داخلي استوانه اتفاق مي

هيچ تنش محوري و برشي به ترتيب در ) د -7(و ) ج -7(
در . شود استوانه ديده نميLz/50شعاع مياني و صفحه 

 شعاعي در جايي جابه كه ماكزيمم شودمشاهده مي) 8(شكل 
حالي كه در اين صفحه افتد در  اتفاق ميLz/50صفحه 
شود كه همچنين مشاهده مي.  محوري وجود نداردجايي جابه

 محوري جايي جابه شعاعي بزرگتر از مقادير جايي جابهمقادير 
و ) الف -7(و ) الف -5(هاي از مقايسه شكل. باشدمي
شود كه مشاهده مي) الف -8( و )ج -5(هاي چنين شكلهم

كاهش طول استوانه و اعمال شرايط مرزي اساسي باعث 
   شعاعي جايي جابهكاهش نسبي مقادير تنش محيطي و 

  .شودمي

  

)( محيطي نرماليزه تنشتوزيع ) الف-7(شكل  iP استوانه FGM 
)(ارتوتروپيك كوتاه  10n.  

  

  

)(ميزز نرماليزه  - ونتنشتوزيع ) ب -7(شكل  ivon P استوانه 
FGM ارتوتروپيك كوتاه )( 10n.  

  

)( محوري نرماليزه تنشتوزيع )  ج-7(شكل  iz P استوانه FGM 
)(ارتوتروپيك كوتاه  10n.  
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)( برشي نرماليزه تنشتوزيع )  د-7(شكل  irz P استوانه FGM 
)(ارتوتروپيك كوتاه  10n.  

  

))(( شعاعي جايي جابهميدان )  الف-8(شكل  mmur استوانه FGM 
)(ارتوتروپيك كوتاه  10n.  

  

))(( محوري جايي جابهميدان )  ب-8(شكل  mmuzاستوانه  FGM 
)(ارتوتروپيك كوتاه  10n.  

  

استوانه بر توزيع تنش منظور بررسي اثر طول ه در نهايت ب
 مقادير ي استوانه قبلي به ازا شعاعيجايي جابهمحيطي و 

توزيع تنش . تحليل شده است ،L مختلف طول استوانه،
  Lz/50 در صفحه  شعاعيييجا جابهمحيطي نرماليزه و 

  و ) الف-9(هاي به ترتيب در شكل در راستاي شعاع و
شود كه با افزايش مقدار مشاهده مي. ارائه شده است) ب-9(

orLنسبت طول به شعاع خارجي،  ، مقادير تنش محيطي و /
اي صفحه شعاعي افزايش يافته و به حالت كرنش جايي جابه

  . شودتر مينزديك

  

هاي  محيطي نرماليزه در راستاي شعاع استوانهتنش) الف -9(شكل 
FGMلف  ارتوتروپيك به ازاي مقادير مختorL /  

  
 FGMهاي در راستاي شعاع استوانه شعاعي جايي جابه) ب -9(شكل 

orLلف  مقادير مختارتوتروپيك به ازاي /  
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  گيري   نتيجه-6
در اين مقاله يك روش بدون المان براي تحليل استاتيكي 

 كار به تحت فشار داخلي ارتوتروپيكFGM  هاي استوانه
  يك مدل متقارن محوري كهبه اين منظور(. گرفته شد

خواص مكانيكي ماده در راستاي شعاع متناسب با تغييرات 
 در روش ).فته شددر نظر گراست، ر كسر حجمي مواد متغي

 به منظور MLS از توابع شكل  گرفته شدهكار بهبدون المان 
 و از تابع تبديل براي اعمال شرايط جايي جابهتقريب ميدان 

هاي صورت گرفته،  در تحليل.مرزي اساسي استفاده شد
 از دو  ايزوتروپيكFGMهاي  براي استوانهنتايج حاصلابتدا 

با هم و با كارهاي قبلي  اجزا محدودروش بدون المان و 
 همچنين .ديده شد منتشر شده، مقايسه و مطابقت بسيار خوبي

 ارتوتروپيك نيز با نتايج FGMهاي ميدان تنش استوانه
ات اثر و نيز تأييدهاي ارتوتروپيك همگن چند لايه استوانه

، نوع  توان كسر حجمي توزيع مواد،ضخامت استوانهطول و 
 توزيع تنش و  بريط مرزي اساسيچيدمان مواد و اعمال شرا

 نتايج زير مشاهده و ها بررسي اين استوانه جايي جابهميدان 
  :شد
 به علت استفاده از توابع شكل نتايج روش بدون المان 

اجزا تر از نتايج روش تر و يكنواخت بسيار پيوستههموار،
 در حالي كه حجم محاسبات در اين است، محدود

  .باشد ميحدوداجزا مروش بيشتر از روش 
  نوع چيدمان مواد نقش   وتوان كسر حجميمقدار

لذا با انتخاب  . داردجايي جابه بر ميدان تنش و يمؤثر
 FGMهاي استوانهتوان در مقدار مناسب براي توان مي

 . داشتطراحي بهينه، ارتوتروپيك

 هاي  شعاعي در استوانهجايي جابهFGM ،ارتوتروپيك 
هاي ايزوتروپيك ساخته از رفتاري نزديك به استوانه

  . جنس غالب دارد
 موجب  و اعمال شرايط مرزي اساسي  طول استوانهكاهش

  .شود شعاعي ميجايي جابه مقادير تنش محيطي و كاهش
    

  

  مراجع

[1] Horgan C.O., Chan A.M., The pressurized 
hollow cylinder or disk problem for 
functionally graded isotropic linearly elastic 
materials, Journal of Elasticity, 55(1), 1999, 
pp. 43–59. 

[2] Tutuncu N., Ozturk M., Exact solutions for 
stresses in functionally graded pressure 
vessels, Journal of Composite part B, 32(8), 
2001, pp. 683-686. 

[3] Jabbari M., Bahtui A., Eslami M.R., 
Axisymmetric mechanical and thermal 
stresses in thick long FGM cylinders, Journal 
of Thermal Stresses, 29(7), 2006, pp. 643–63. 

[4] Tutuncu N., Stresses in thick-walled FGM 
cylinders with exponentially-varying 
properties, Engineering Structures, 29(9), 
2007, pp. 2032-35. 

[5] Li, X, Peng X., A Pressurized Functionally 
Graded Hollow Cylinder with Arbitrarily 
Varying Material Properties, Journal of 
Elasticity, 96, 2009, pp. 81-95. 

[6] Tutuncu N., Temel B., A novel approach to 
stress analysis of pressurized FGM cylinders, 
disks and spheres, Composite Structures, 
91(3), 2009, pp. 385-90. 

[7] Nie G.J., Batra R.C., Static deformations of 
functionally graded polar-orthotropic 
cylinders with elliptical inner and circular 
outer surfaces, Composites Science and 
Technology, 70, 2010, pp. 450–457. 

[8] Ye, J.Q., Sheng, H.Y., Free-edge effect in 
cross-ply laminated hollow cylinders 
subjected to axisymmetric transverse loads, 
International Journal of Mechanical 
Sciences, 45, 2003, pp. 1309–1326. 

[9] Sobhani Aragh B., Yas, M. H., Static and free 
vibration analyses of continuously graded  
fiber-reinforced cylindrical shells using 
generalized power-law distribution, Acta 
Mechanica, 215, 2010, pp. 155–173. 

 



 شماره اول/ سال چهارم  / 1390تابستان / فصلنامه علمي پژوهشي مهندسي مكانيك جامدات 

 

75

[10] Sladek J., Sladek, Zhang V., Stress analysis in 
anisotropic functionally graded materials by the 
MLPG method, Engineering Analysis with 
Boundary Elements, 29, 2005, pp. 597–609. 

[11] Ching H.K. Yen, S.C. Meshless local 
Petrov-Galerkin analysis for 2d functionally 
graded elastic solids under mechanical and 
thermal loads, Journal  Composite part B, 
36(3), 2005, pp. 223-40. 

[12] Sladek J., Sladek V., Zhang Ch., Transient 
heat conduction analysis in functionally 
graded materials by the meshless local 
boundary integral equation method, 
Computational Materials Science, 28(3-4), 
2003, pp. 494–504. 

[13] Gilhooley D.F., Xiao, Batra J.R., McCarthy 
R.C., Two-dimensional stress analysis of 
functionally graded solids using the MLPG 
method with radial basis functions, 
Computational Materials Science, 41(4), 
2008, pp. 467-81. 

[14] Sladek V., Sladek J., Zhang Ch., Local 
integral equation formulation for axially 
symmetric problems involving elastic FGM, 
Engineering Analysis with Boundary 
Elements, 32(12), 2008, pp. 1012-24. 

[15] Zhao X., Liew K.M., A mesh-free method 
for analysis of the thermal and mechanical 
buckling of functionally graded cylindrical 
shell panels, Computational Mechanics, 45, 
2010, pp. 297–310. 

[16] Foroutan M., Moradi-Dastjerdi R., 
Sotoodeh-Bahreini R., Static analysis of FGM 
cylinders by a mesh-free method, Steel and 
Composite Structures, 12, 2012, pp. 1-11. 

[17] Mollarazi H.R., Foroutan M., Moradi-
Dastjerdi R., Analysis of free vibration of 
functionally graded material (FGM) cylinders 
by a meshless method, Journal of Composite 
Materials, 46(5) 2011, pp. 507–515. 

 تحليل ،.ا  پوراصغر،. فروتن م،.مرادي دستجردي ر] 18[
 ازجنس مواد هدفمند ييها ارتعاشات آزاد و اجباري استوانه

فصلنامه علمي پژوهشي مهندسي ، به روش بدون المان
  . 69-77، صص 1388، 5، شماره مكانيك جامدات

[19] Foroutan M., Moradi-Dastjerdi R., Dynamic 
analysis of functionally graded material 
cylinders under an impact load by a mesh-free 
method, Acta Mechanica, 219, 2011, pp. 281-
290. 

 [20] Lancaster P., Salkauskas K., Surface 
Generated by Moving Least Squares 
Methods. Mathematics of Computation, 37, 
1981, pp. 141-158. 

 [21] Li S., Liu W.K., Meshfree and particle 
methods and their applications., Applied 
Mechanics Reviews, 55, 2002, pp. 1-34. 

 



 


