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 مدرج تابعي با هماداي ساخته شده از  در اين مقاله، تحليل رفتار ارتعاشي غيرخطي پوسته استوانه
شرايط مرزي دو سر ساده تحت بارهاي محوري فشاري و جانبي بر روي بستر ويسكوالاستيك 

 اي بر اساس معادلات حاكم بر ارتعاشات غيرخطي پوسته استوانه. مورد مطالعه قرار گرفته است
  وركينسپس در تحليل از روش گال. اند استخراج شده) Donnell(نظريه اصلاح شده پوسته دانل 

براي حل عددي معادلات ديفرانسيل حاكم از . بهره گرفته شده است) Volmir(فرض والمير 
براي تعيين پاسخ ديناميكي  MATLABكوتاي مرتبه چهارم با استفاده از نرم افزار - روش رانگ

دامنه و جابجايي غيرخطي - هاي طبيعي خطي و غيرخطي، رابطه فركانس پوسته شامل فركانس
اثر تغيير پارامترهاي مختلف هندسي و فيزيكي مانند پيش بار . ته استفاده شده استشعاعي پوس

محوري فشاري، بار جانبي، خواص ماده و ضرايب بستر ويسكوالاستيك در رفتار ديناميكي پوسته 
 .اي مورد بررسي و تحقيق قرار گرفته است استوانه
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In this paper, the nonlinear vibration analysis of a thin cylindrical 
shell made of Functionally Graded Material (FGM) resting on a 
nonlinear viscoelastic foundation under compressive axial and 
lateral loads is studied. Nonlinear governing coupled partial 
differential equations of motions (PDEs) for cylindrical shell are 
derived using improved Donnell shell theory. The equations of 
motions (EOMs) then are solved using the Galerkin method, 
Volmir’s assumption and the forth-order Runge-Kutta method to 
obtain dynamic response of the shell including nonlinear 
frequencies, frequency-amplitude curves and nonlinear radial 
deflection for the shell of revolution. Afterward, the effect of 
changing the value of different parameters on the nonlinear 
dynamic response of the FGM cylindrical shell considering 
compressive axial and lateral loads, geometric characteristics of 
the shell, FGM material distribution along direction of the 
thickness of the shell and coefficients of the viscoelastic 
foundation are all investigated. 
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  مقدمه - 1

 براي نخستين )1FGM( مواد مدرج تابعي كاربرد و ساخت
در . ر توسط دانشمندان علم مواد در كشور ژاپن معرفي شدبا

 كه در مهندسيهاي  هاي اخير كاربرد اين مواد در سازه سال
  گيرند توسعه داده شده دماهاي بالا مورد استفاده قرار مي

 برتري  كه تركيبي از سراميك و فلز هستنداين مواد. ستا
مكانيكي و زيادي از نظر مقاومت در برابر حرارت، بارهاي 

مواد مانند مواد مرسوم مهندسي و خوردگي نسبت به ديگر 
 آنها در استفاده ازها ايجاد كرده و در نتيجه،  كامپوزيت

اي مورد توجه  هاي استوانه هاي مهندسي مانند پوسته سازه
ساخته شده از  اي هاي استوانه  پوسته.بسيار قرار گرفته است

بعضي قطعات ي مانند در صنايع هوافضايي و نظام FGمواد 
هاي  ها و ديگر ماشين ها، راكت هاي گازي، موشك توربين

  . كاربرد دارندمكانيكي
مطالعات مهندسي و دانشگاهي بر روي ارتعاش پوسته 

اين مطالعات به صورت . باشد اي بسيار گسترده مي استوانه
 باشند ميكامپوزيتي و همسانگرد هاي  عمده بر روي پوسته

اي براي  ، توسط سودل رابطه]5[ در .)نيد را ببي]1-4[(
گيري از  اي دوار با بهره هاي استوانه فركاتس طبيعي پوسته

روش قياس با تير براي شرايط مرزي مختلف ارائه شده 
دست آمده از تحليل تطابق خوبي با نتايج  نتايج به. است
لوي و  .هاي آزمايشگاهي در شرايط مرزي مختلف دارد داده

اي تقويت شده با  ارتعاش پوسته استوانه] 6[همكارانش 
اند را بررسي  هايي كه در طول پوسته قرار گرفته رينگ
معادلات حاكم با استفاده از تابع انرژي بر اساس . اند نموده

هاي تقويتي  تاثير موقعيت رينگ. اند دست آمده روش ريتز به
و شرايط مرزي بر مشخصات فركانسي سيستم بررسي شده و 

تحليل  ،]7[ در .اند با منابع ديگر صحت سنجي شدهنتايج 
اي همسانگرد با پيش  ارتعاشات آزاد غيرخطي پوسته استوانه

                                                            
1 Functionally Graded Material 

توسط بختياري نژاد و بار بر روي بستر وينكلر و پسترناك 
معادلات حاكم . مورد بررسي قرار گرفته استهمكارانش 

از تئوري . دست آمده است كويتر به-بر اساس نظريه ساندرز
دست آوردن رابطه ميان دامنه ارتعاش و  غتشاشات براي بها

تحليل ارتعاشات  .فركانس غيرخطي بهره گرفته شده است
اي همسانگرد بر روي بستر  دامنه بزرگ پوسته استوانه

پسترناك با استفاده از معادله انرژي اصلاح شده توسط 
دست آمده بيانگر آن  نتايج به.  انجام شده است]8[پاليوال 

ست كه تغييرات بزرگ در مقادير پارامترهاي تابع بدون ا
 فركانس -، تاثير قابل توجهي بر رابطه دامنه شدهبعد

  .ارتعاشات ندارد
بر روي اي نيز  تحقيقات گستردهدر طي دو دهه گذشته 

 .صورت گرفته است FGMاي  هاي استوانه ارتعاشات پوسته
نس و كسر حجمي بر روي فركامختلف اثر شرايط مرزي 

 با FGطوريكه خواص ماده   بهFGاي   استوانهطبيعي پوسته
 توسط پرادهان و قانون توزيع تواني مشخص شده باشد

نتايج تحليل نشان دهنده .  انجام شده است]9[همكارانش 
آن است كه فركانس طبيعي پوسته به شرايط مرزي و كسر 

- روابط كرنش.  وابسته استFGحجمي مواد در ساختار 
ن بر اساس نظريه پوسته لاو و همچنين معادلات تغييرمكا

 ،]10[در  .حاكم با استفاده از روش ريلي محاسبه شده است
توسط لوي و  FGتحليل ارتعاشات آزاد پوسته استوانه اي 

 تحليل كمانش و ،]11[در . بررسي شده استهمكارانش 
 با شرايط مرزي دو FGMاي  ارتعاشات آزاد پوسته استوانه

راويكيريان و   توسطبر پايه خواص حرارتي مادهسر گيردار 
حدادپور و  ،]12[در . ارائه شده استهمكارانش 
 با شرايط FGMاي   ارتعاش آزاد پوسته استوانههمكارانش

 بررسيرا   با درنظر گرفتن اثرات حرارتمرزي دو سر ساده
 FGاي از مواد   پوسته استوانهرفتار پساكمانشي .اند نموده

محيط  و پسترناك بستري فشاري كه توسط تحت بار محور
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 مورد بررسي قرار ]13[شن گرمايي احاطه شده توسط 
 تغيير براي استخراج معادلات حاكم از نظريه .گرفته است

تغييرمكان -و روابط كرنش) HSDT(برشي مرتبه بالا شكل 
رفتار  براي تحليل. كارمن بهره گرفته شده است فون

ينگي اغتشاشات استفاده شده  از روش تك پوستهپساكمانشي
 قيد تك دهنده آن است كه دست آمده نشان نتايج به. است

 جهتي تاثير بسيار مهمي بر پاسخ كمانشي پوسته زماني كه
 تعيينپاسخي تحليلي براي  . داردسفتي بستر بزرگ باشد

ن بار ماهمزاعمال  تحت FGاي  رفتار كمانشي پوسته استوانه
بر روي بستر پسترناك دو محوري و شعاعي فشاري كه 

 ]14[زاده و همكارانش  پارامتري قرار دارد توسط باقري
و برشي مرتبه بالا تغيير شكل  از نظريه .ارائه شده است

براي استخراج معادلات تغييرمكان -روابط غيرخطي كرنش
اثر تغيير پارامترهاي مختلف . حاكم بهره گرفته شده است

هاي حجمي   و توان نسبتمانند هندسه پوسته، ضرايب بستر
 نتايج.  در رفتار كمانشي پوسته بررسي شده استFGماده 

بار بستر بر وجود  نشان دهنده تاثير بسيار مهم دست آمده به
ارتعاشات غيرخطي دامنه  .باشد بحراني كمانشي پوسته مي
 بر روي بستر FGاي از مواد  بزرگ يك پنل استوانه

 ]15[ و همكارانش الاستيك در محيط گرمايي توسط شن
دو مدل ميكرومكانيك به . مورد تحقيق قرار گرفته است

تاناكا به همراه نظريه تغيير شكل -هاي وويگت و موري نام
 شده استفاده براي استخراج معادلات حاكمبرشي مرتبه بالا 

 از روش . تابع دما باشدFGفرض شده رفتار ماده . است
هاي  فركانساستخراج براي اي  اغتشاشات دو مرحله

اثر تغيير پارامترهاي مختلف .  استفاده شده استغيرخطي
 شرايط مرزي، دما، بستر و انديس نسبت حجمي در ،هندسي

نتايج .  در نتايج پاسخ مطالعه شده استFGتركيب مواد 
 هر دو مدل وويگت دست آمده نشان دهنده آن است كه به

غيرخطي تاناكا داراي دقت يكساني در تعيين پاسخ -و موري

تحليل توسط بيچ و همكارانش  ،]17، 16[ در .باشند مي
 با FGMارتعاشات غيرخطي و كمانش ديناميكي پوسته 
 معادلات .استفاده از روش گالركين انجام شده است

ارتعاشات غيرخطي پوسته بر اساس نظريه اصلاح شده پوسته 
همزمان بار محوري اعمال اثر . دانل استخراج شده است

با  .اند  بارجانبي درنتايج تحليل در نظر گرفته شدهفشاري و
 گردد  مشخص مي، شدهمنتشربررسي مقالات و تحقيقات 

رتعاشات كه تاكنون تحقيق مستقلي كه در برگيرنده تحليل ا
بار همزمان  تحت تاثير FGMاي  غيرخطي پوسته استوانه

محوري فشاري و بار جانبي كه بر روي بستر 
  .رفته باشد انجام نشده استويسكوالاستيك قرار گ

ارتعاشات غيرخطي پوسته در اين مقاله، معادلات حاكم بر 
 تحت بار محوري فشاري و FGMاي ساخته شده از  استوانه

 نظريه بار جانبي بر روي بستر ويسكوالاستيك بر مبناي
اي نازك استخراج  اصلاح شده دانل براي پوسته استوانه

وش حل گالركين همراه با سپس با استفاده از ر. اند شده
گيري از روش حل  ر و بهرهيدرنظر گرفتن فرض والم

كوتاي مرتبه چهارم، پاسخ ديناميكي غيرخطي پوسته -رانگ
هاي طبيعي سيستم و جابجايي غيرخطي  براي تعيين فركانس
اثر تغيير پارامترهاي . دست آمده است شعاعي پوسته به
، و طول آن  شعاع، پوسته مانند ضخامتمختلف هندسي

 و نيروي  ضرايب بستر ويسكوالاستيك،FGMخواص 
  .اند  در رفتار ديناميكي پوسته بررسي شدهمحوري فشاري

اي  معادلات حاكم بر ارتعاشات غيرخطي پوسته استوانه - 2
FGMبر روي بستر ويسكوالاستيك  

 ادهاي ساخته شده از م ، يك پوسته استوانه)1(در شكل 
 كه بر روي 2گاهي دو سر ساده يه با شرايط تكمدرج تابعي

در .  نشان داده شده است،بستر ويسكوالاستيك قرار گرفته

                                                            
2 Simply support-Simply support 
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 h و طول پوسته L، شعاع متوسط پوسته R، )1(شكل 
، مختصات )1(در شكل همچنين . باشد ضخامت آن مي

 و x كه در آن كار گرفته شده است  به) ,zθx ,(اي  استوانه
θ يطي پوسته و مختصه هاي طولي و مح درجهت به ترتيبz 
)-h/2≤ z ≤ h/2 ( در راستاي عمود بر سطح پوسته) راستاي

 .و به سمت بيرون از آن در نظر گرفته شده استر) شعاعي
 ،هاي طولي جهت پوسته در هاي  جابجايي،)1(در شكل 

 .اند  نشان داده شدهw و u ،vترتيب با  به  و شعاعيمحيطي
 ضريب فنر Kw و )گدمپين(ميرايي  ضريب C، در اين شكل

  .باشند بستر ويسكوالاستيك مي) تيفس(

  
 برروي FGMاي ساخته شده از  پيكربندي يك پوسته استوانه )1(شكل 

  . و دستگاه مختصات متصل به آنبستر ويسكوالاستيك

 تركيبي از سراميك FGMگردد كه جنس پوسته  فرض مي
واص ماده پوسته در ضخامت طوريكه توزيع خ و فلز باشد به

آن به صورت پيوسته از سطح داخلي فلزي به سطح خارجي 
 ]17[كند  سراميك بر اساس رابطه زير تغيير مي

)1(
2

( ) ( ) , ( ) 1 ( ),
2

/ 2 / 2, 0

k
c m

z h
V z V z V z

h
h z h k

c


 

     


 

 به خواص براي فلز و cو  m هاي  انديس،)1(در رابطه 
دهنده كسر  ترتيب نشان بهVc  و Vm د ونكن سراميك اشاره مي

 k توان .دنباش مي در ماده مدرج تابعيز و سراميك حجمي فل
نيز به عنوان يك شاخص، توزيع تواني مواد در ضخامت 

 FGM، خواص پژوهشدر اين . دهد پوسته را نشان مي

 و جرم حجمي ν، ضريب پوآسون E شامل مدول الاستيسيته
ρ17[شوند   به صورتي ساده با قانون تواني بيان مي[ .

 رابطه زير براي توصيف خواص د كهگرد همچنين فرض مي
FGM حاكم است  

)2(( ) ( )c c m mP PV z P V z   

با . باشد مي FGMدهنده يك خاصيت از  نشان Pكه در آن، 
 توان نوشت كه توجه به رابطه بيان شده در بالا مي

2
( )(

2
2

( )( ) ,
2
2

( )( )
2

k
m c m

k
m c m

k
m c m

z h
E E E E

h
z h

h
z h

h

) ,

   

   


  


  


  

 )3(

اي  هاي استوانه بر اساس نظريه اصلاح شده دانل براي پوسته
صورت زير بيان  جابجايي به-ازك، روابط غيرخطي كرنشن

 .دنگرد مي

)4(
0 0

0

, ,

2

x x x y y y

x xy xy

z z

z

     

  

   

 
 

 كه در آن

)5(

2 2

2 2

2 2

2

1 1
( ) , ( )

2 2

,

1
, ,

1

2

o o
x y

o
xy

x y

xy

u w v w w
,

x x x R

v u w w

x y x y

w v w

x R y y

v w

R x x y

 



 



   
    
   
   

  
   

  
  
  

 
 

  

y

o

 

ترتيب  بهxy  و x ،y و y = Rθ ،)5(و ) 4(كه در روابط 
o هاي نرمال و برشي در ضخامت پوسته، كرنش

y و   x و 
xyهاي نرمال و برشي در سطح مياني پوسته و  كرنش χx ،
χy و χxyاي   انحناها و پيچش سطح مياني پوسته استوانه
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اي به صورت زير  قانون هوك براي پوسته استوانه. باشند مي
  .شود بيان مي

)6(2 2
( ), (

1 1

2(1 )

),x x y y y x

xy xy

E E

E

     
 

 


   
 




 

 Mx ،Myيندگشتاورهاي و برآ Nxyو  Nx ،Nyنيروهاي داخلي 

د σxyو  σx ،σyهاي تنش  در پوسته برحسب مولفه Mxyو 
 ضخامت پوسته عبارتند از

ر 

)7(
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

, ,

, ,

h h h

h h hx x y y xy xy

h h h

h h hx x y y xy xy

N dz N dz N dz,

,M zdz M zdz M zdz

  

  

  

  

  

  

  

  

 ماتريس زير) 7(در روابط) 6(الي ) 3( با قرار دادن معادلات 
 آيد دست مي به

)8(

11 12 11 12

12 22 12 22

66 66

11 12 11 12

12 22 12 22

66 66

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0 0 0

.

2

x

y

xy

x

y

xy

o
x
o
y
o
xy

x

y

xy

N A A B B

N A A B B

N A B

M B B D D

M B B D D

M B D








   
   
   
   

   
   
   
   

     
 
 
 
 
 
 

 
 
  

  كه در آن

)9(

2 2
11 22 122 2

2 2

2
66

2

2 2
11 22 122 2

2 2

2
66

2

2 2
2 2

11 22 122 2
2 2

2
2

66
2

, ,
1 1

2(1 )

, ,
1 1

2(1 )

, ,
1 1

2(1 )

h h

h h

h

h

h h

h h

h

h

h h

h h

h

h

E E
A A dz A

E
A dz

Ez Ez
B B dz B dz

Ez
B dz

Ez Ez

dz

D D dz D

Ez
D dz


 




 




 



 



 



 



  
 




  
 




  
 




 



 



 



 

dz

اي توخالي بر  معادلات غيرخطي حركت براي پوسته استوانه
 ]17[ از ندپايه نظريه اصلاح شده پوسته دانل عبارت

)10(

2

1 2

2

1 2

2 22

2 2

2

2

2

1 12

,

1
( )

2

( )

( )

2 .

xyx

xy y xy y

xy yx x

x xy

xy y

w

NN u

x y t

N N M M v
,

x y R x y t

M MM N

x xdy y R

w w
N N

x x y

w w w
N N ph q

y x y x

w w w
C K w

t t t





 

 
 

  
    

   
    

 
  

  
  

  
  

   
  

   

  
   

  

 

2كه در آن، 
1

2

h

h dz


  ،p بار فشاري محوري اعمالي 

يكنواخت بر  فشار خارجي با توزيع qدر دو انتهاي پوسته، 
 پوسته اي  ضريب دمپينگ سازه  وروي سطح پوسته

) 10( در رابطه) 9(و ) 8(با قرار دادن معادله  .باشند مي
هاي جابجايي  معادلات حركت پوسته بر اساس مولفه

  .دنآي دست مي صورت زير به به
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)11(

2

11 12 13 1 1 2

2

21 22 23 2 1 2

31 32 33 3 3

2

3 2

2

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

( , )

2 .w

u
L u L v L w P w

t

v
L u L v L w P w

t
L u L v L w P w Q u w

w
R v w ph q

x

w w w
K w C

t t t





 


   




   


   


  


  

  



  

 

ي خطي و  عملگرها( )Lij (i, j = 1, 2, 3)كه در آن 
 عملگرهاي ( )R3 و ( )Pi( ) ،Q3 (i = 1, 2, 3)همچنين 

باشند و جهت اجتناب از طولاني شدن  غيرخطي مي
فرمولاسيون در متن، روابط مربوط به آنها در اين مقاله در 

  .اند الف ارائه شده-پيوست

 اي ي پوسته استوانهخطري غيكينامي د تحليل- 3

ه ساده در ابتدا و انتهاي با استفاده از شرايط مرزي تكيه گا
 x= 0, L: اي يعني در پوسته استوانه

w = 0, v = 0, Mx = 0مسئله را  شرايط مرزي، روابط زير 
 نمايند ارضا مي

)12(

( , , ) ( ) cos sin ,

( , , ) ( ) sin cos ,

( , , ) ( )sin sin .

m x ny
u x y t U t

L R
m x ny

v x y t V t
L R
m x ny

w x y t W t
L R













 

كه

)13(

2
2

11 12 13 1 1 2

2
2

21 22 23 2 1 2

2 3
31 32 33 3 4 5

2

6 1 12

,

,

16
2

.w

d U
l U l V l W nW

dt

d V
l U l V l W n W

dt

l U l V l W n W n W n UW

q d W dW
n VW

mn dt dt
dW

K W C
dt





 


   

   

    

   

 

 

  طوريكه به

)14(

 nو  mهاي ارتعاش و  نمايانگر دامنه W و U ،V  در آن،
 محوري و  ها در جهت موج هنده تعداد نيم ترتيب نشان به

با قرار دادن روابط . ها در جهت محيطي هستند تعداد موج
معادلات  كارگيري روش گالركين و به) 11(در رابطه ) 12(

 :ندآي دست مي زير به

 

2 2 2

11 11 662 2

12 66
12 21 12 66

3 3 2

13 31 12 11 12 663 2

2 2 2
66 66 11 11

22 66 112 2 2 2

11 11 11
23 32 112

,

,

2 ,

2 2
,

m n
l A A

L R
B B mn

l l A A
R LR

m m mn
l l A B B B

LR L LR
B D B Dm n

l A A
R R L R R R

A B Dn
l l B

R R R R





  



  

      
 

     

            
  

        
 

 

 

3

3

2 2
12 66

12 66 2

2 2 2 4 4

33 12 11 112 3 4

4 2 2 2 2 2
11

11 12 664 2 2 2 2

2

1 11 12 663 2

66 12
2 66 12 2

11
11

2
2 ,

2 2

2 2 ,

32 16 ,
9 9

16

9

n

R

D D m n
B B

R L R

m n m
l B B D

L R R L

An m n ph m
D D D

R L R R L

m n
n A A A

L n LR
B B m

n A A
R L R

B
A

R



 

 





 
 

    
 

  

    

   

     
 

  


 

 

 

2

2 3

3 12 11 66 122 2 3 2

4 4 2 2 2 4

4 11 12 66 114 2 2

2

5 11 12 663 2

2
66 12 11

6 12 66 112 2

32
,

9

16 16 32 ,
3 3 3

9 2 9
32 16 32

32 32 ,
9 9

32 32
.

9 9

n

R m

m n m
n A A B B

L Rn R m L R

m m n n
n A A A A

L L R R

m n
n A A A

L n LR

B B Bm n
n A A A

R L R R R m




 










   

    

  

         
  

 

2

4

3

,

n

 ] 18، 17[ ريكارگيري فرض والم با به

2 2

1 12 2
, , ( ) 0, ( )

d U d V
u v w

dt dt
   0  

 شوند صورت زير بازنويسي مي به) 13(روابط 
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با اعمال (هاي طبيعي تقريبي پوسته  ، فركانس)16(رابطه 

از رابطه حل دقيق ) فرض والمير
)15(

2
11 12 13 1

2
21 22 23 2

2 3
31 32 33 3 4 5

2

6 1 12 2

0,

0,

16
2

w

l U l V l W nW

l U l V l W n W

l U l V l W n W n W n UW

q d W dW
n VW

mn dt dt
dW

K W C
dt

 


   

   

    

   

 

 

 و سپس V و Uبرحسب ) 15(با حل دو معادله اول رابطه 
دست آمده در معادله سوم از روابط  جايگذاري نتايج به

  آيد ، رابطه زير به دست مي)15(

)16(
2

2 3
1 1 1 22

2

2

16
w

d W dW
a W a W a W

dt dt
dW q

K W C
dt mn

 



   

  

3
 

  در آنكه

)17(

31 12 23 22 13 32 21 13 11 23
1 33 2

11 22 12

31 12 2 22 1 32 12 1 11 2
2 3 2

11 22 12

5 12 23 22 13 6 21 13 11 23

5 12 2 22 1 6 21 1 11 2
3 4 2

11 22 12

( ) (
,

( ) (

( ) ( )
,

( ) (
.

l l l l l l l l l l
a l

l l l

l l n l n l l n l n
a n

l l l

n l l l l n l l l l

n l n l n n l n l n
a n

l l l

  
  


  

 


   

  
  



)

)

)

 

  هاي طبيعي فركانس - 1- 3

و قرار ) 13(هاي خطي در روابط  با در نظر گرفتن تنها ترم
 ، و سپس با حل معادله دترميناني مشخصهq = 0دادن 

)18(
2

11 1 12 13

2
21 22 1 23

2
31 32 33 1

det 0

l l l

l l l

l l l

 

 

 



 



 

هاي طبيعي پوسته در راستاهاي طولي، محيطي  فركانس
رابطه از مرتبه ) (13(از حل دقيق براي رابطه و شعاعي 

 از حل دقيق براي ،از سوي ديگر. آيد دست مي به) 3كامل
                                                            
3 Full order 

1

1
mn

a




tQq

دست  به 

  .]17[ آيند مي

  دامنه-  فركانسيمنحن - 2- 3

ر گرفتن بار جانبي با توزيع يكنواخت به شكل با درنظ
 sin و بار محوري فشاري p با  براي بستر و

 و Kw = 0  ضريب سختي وC = 0 ضريب دمپينگ فرض
دست   رابطه زير به،)16( در معادله  اين مقاديرجايگذاري

 ]17[ آيد مي

)19(
2

2 3
1 1 1 22

2

2

16
sin 0

d W dW
a W a W a W

dt dt
q

t
mn

 



   

  

3
 

 دست آمده در بالا بههاي رابطه  عد كردن ترمب  با بيسپسو 

)20(

2
2 2

2

1 1 2 1

2
3 1 1

2 (

sin 0

/ , / ,

/ , 16 /

mn

mn

d W dW
W HW KW

dt dt
F t

a H a a

K a a F Q mn

 

 

 

   

  

 

 

3)

)21(




0sin
2/

0



tdtX



 

 دامنه براي ارتعاشات -دست آوردن رابطه فركانس براي به
معادله ) 20( در معادله W = Asint غيرخطي با جايگزيني

 ]17[ آيد دست مي زير به

2 2

2 2 2 2 3 3

( )sin 2 cos

sin sin

sin 0

mn

mn mn

X A t A t

HA t K A t

F t

 

 

    

  

  

 

يك چهارم دوره تناوب ارتعاش پوسته گيري در  با انتگرال
  آيد كه دست مي  به: به صورت

)22(2 2 24 8 3
(1 )

3 4mn

K F
HA A

A

 
 

        
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با جايگذاري 
2

2
2
mn







)23(

 آيد دست مي در رابطه قبل به 

2 2
2

4 8 3
1

3 4mn mn

K F
HA A

A

 
 

    


 

 اي ينگ سازهو براي ارتعاشات غيرخطي پوسته بدون دمپ

)24(2 2 28 3
(1 )

3 4mn

K F
HA A

A



      

 ]17[ گردد  زير بازنويسي ميا به شكليو 

)25(2 2
2

8 3
1

3 4 mn

K F
HA A

A


 
     

 تحريكي حالتي كه در آن يعني ،باشد F = 0در حالتي كه 
 دامنه براي ارتعاشات -رابطه فركانس ،بر روي پوسته نباشد

 ]17[ آيد دست مي بهصورت زير  غيرخطي به

26(2 2 8 3
(1 )

3 4NL mn

K 2HA A 


    

 اي  پاسخ ديناميكي غيرخطي پوسته استوانه- 3- 3

با درنظر گرفتن بار جانبي با توزيع يكنواخت به شكل 
 و با pبار محوري فشاري  ، پيش

) 13(جايگذاري در معادله و ف
 دينآ دست مي بهمعادلات زير 

( )q t sinQ 

0, 0wK C 

t

رض

)27(

2
2

11 12 13 1 1 2

2
2

21 22 23 2 1 2

2 3
31 32 33 3 4 5

2

6 1 12 2

,

,

16 sin
2

.w

d U
l U l V l W nW

dt

d V
l U l V l W n W

dt

l U l V l W n W n W n UW

d W dW Q t
n VW

dt dt mn
dW

K W C
dt





 


   

   

    


   

 

 

)28(
2

1 12

2 3
1 2 3 2

2

16 sin
.

W

d W dW dW
K W C

dt dt dt
Q t

a W a W a W
mn

 



  


   



3

 

   عددي و بحث در آنهاجينتا - 4

دست آمده، نتايج  در اين بخش، با استفاده از روابط به
بر  FGMاي  يرخطي پوسته استوانههاي غ مربوط به فركانس

روي بستر ويسكوالاستيك با شرايط مرزي دو انتهاي ساده 
. دست آمده است تحت بار محوري فشاري و جانبي به

 بر پايه  مدرج تابعيادهم گرفته شده براي در نظرخواص 
اي با  نيكل كه در راستاي ضخامت پوسته استوانه-فولاد

 كند  تغيير مياس قانون توانيتوجه به توزيع تسبت مواد بر اس
 به ي پيش روها  در تحليل،))3(الي ) 1(با توجه به روابط (

 ]17[د نباش مي صورت ذيل

Stainless steel: 

9 2207.7888 10 / , 8166 / ,

0.3178
m m

m

E N m kg m


  


Nickel: 

9 2205.0980 10 / , 8900 / ,

0.31
c c

c

3E N m kg m  



 


 درجه كلوين در نظر 300در دماي  FGMكليه خواص
ترهاي بستر ويسكوالاستيك  پارام همچنين.اند گرفته شده

 Kw=106 و C = 0.2 N.s/m2 اي عبارتند از پوسته استوانه

N/m2 .  

دست آمده براي پاسخ  اي بين نتايج به ، مقايسه)2(در شكل 
 برحسب زمان w(m)ديناميكي پوسته جابجايي شعاعي 

t(s) نشان داده شده ) 28(و ) 27( با استفاده از دو معادله
گرفته شده براي محاسبه پاسخ مقادير در نظر . است

بر روي بستر  FGMديناميكي غيرخطي پوسته 
 m h = 0.001، R/h = 500 ،L/R : عبارتند ازويسكوالاستيك

= 2 ، = 0.1 ،k = 2 ،p = 0 ،(m, n) =   = q  و(3 ,1)

به ) 16( رابطه  در معادله حركت،ريبا لحاظ كردن فرض والم
 شود صورت زير نوشته مي
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1500sin600t . شود  مشاهده مي) 2(همانطور كه از شكل
مرتبه   ه از رابطهنتايج محاسبه شده در دو نمودار با استفاد

گيري از فرض والمير، با  با بهره) 28(و رابطه ) 27(كامل 
ولي لازم به ذكر . تقريب بسيار خوبي با يكديگر تطابق دارند

است كه در حالت كلي، نتايج منحني ارائه شده بر اساس 
) Full Orderيعني معادلات كوپل غيرخطي ) (27(معادله 

) 28(ز حل تحليلي معادله تري ا داراي جواب تحليلي دقيق
  .باشد مي) يعني معادله تقريبي غيرخطي والمير(

  
 مقايسه پاسخ ديناميكي غيرخطي جابجايي شعاعي پوسته بر )2(شكل 

  ).27(و معادله ) 28(اساس فرض والمر 

 )3(شكل 

  
 بر پاسخ ديناميكي غيرخطي پوسته  kي تاثير انديس قانون توان)3(شكل 

  . بر روي بستر ويسكوالاستيكFGMاي  استوانه

 w(m)جابجايي غيرخطي ديناميكي پوسته ) 4(شكل 
هاي مختلف براساس R/h  به ازاي نسبت t(s)برحسب زمان 

را ) 27(مرتبه كامل كوپل   غيرخطينتايج حل معادلات
گردد با  هده ميهمانگونه كه از اين شكل مشا. دهد نشان مي
 جابجايي غيرخطي شعاعي پوسته برحسب ،R/hافزايش 

  .كند زمان به شدت افزايش پيدا مي

، با همان مقادير در نظر گرفته شده پارامترهاي
نون توزيع تواني ، به ازاي مقادير مختلف انديس قا)2(شكل 

k ) براي سه مقدارk = 0, 2, 5( جابجايي شعاعي ،
 t(s)برحسب زمان  را w(m)غيرخطي ديناميكي پوسته 

گردد كه با افزايش  از اين شكل مشاهده مي. دهد نشان مي
خطي ديناميكي پوسته افزايش ، دامنه جابجايي غير kكميت
  .كند پيدا مي

اي   بر پاسخ ديناميكي غيرخطي پوسته استوانهR/h نسبت تاثير )4 (شكل
FGM بر روي بستر ويسكوالاستيك.  

 بر روي جابجايي غيرخطي L/Rتاثير نسبت ) 5(در شكل 
) هاي مختلفL/R  به ازاي نسبت( t(s) برحسب زمان پوسته

براساس نتايج حل معادلات مرتبه كامل غيرخطي كوپل 
گردد  از اين شكل مشاهده مي. نشان داده شده است) 27(



 اولشماره / نهمسال  /1395بهار /فصلنامه علمي پژوهشي مهندسي مكانيك جامدات

 

73

دامنه جابجايي غيرخطي پوسته كه  L/Rنسبت  كه با افزايش
  .يابد بر روي بستر ويسكوالاستيك قرار دارد افزايش مي

 
اي  بر پاسخ ديناميكي غيرخطي پوسته استوانهL/R نسبت  تاثير )5(شكل 

FGMبر روي بستر ويسكوالاستيك . 

كه در p تاثيرنيروي پيش بار فشاري محوري ) 6(شكل 
گرد در پاسخ ديناميكي  اعمال مي FGMدوانتهاي پوسته 

كه بر روي بستر  FGMاي  غيرخطي پوسته استوانه
اين شكل در . دهد  را نشان مي قرار داردويسكوالاستيك

، pگردد كه با افزايش نيروي محوري فشاري  مشاهده مي
دامنه جابجايي غيرخطي پوسته نسبت به زمان افزايش 

  .يابد مي

  
 در پاسخ ديناميكي جابجايي pنيروي محوري فشاري  تاثير )6 (شكل

  . بر روي بستر ويسكوالاستيكFGMاي  شعاعي غيرخطي پوسته استوانه

 در بستر Kwختي الاستيك تاثير ضريب س) 7(شكل 
  شعاعيبر روي جابجايي ديناميكيويسكوالاستيك 

را نشان  برحسب زمان FGMاي  غيرخطي پوسته استوانه
اين است كه با ) 7(نكته قابل توجه در شكل . دهد مي

افزايش ضريب سختي الاستيك بستر و ثابت ماندن ضريب 
ه به دمپينگ بستر، جابجايي ديناميكي شعاعي غيرخطي پوست

 .يابد كاهش مي شدت

  
 بر پاسخ ديناميكي Kwضريب سختي الاستيك بستر تاثير . 7شكل

  .FGMاي  غيرخطي پوسته استوانه

 pبار محوري فشاري  دهنده تاثير نيروي پيش نشان) 8(شكل 
در ) ,p = 0 MPa, 300 MPa, 600 MPaمقدار براي سه (

لاستيك و شرايط ارتعاشات آزاد پوسته و بدون بستر ويسكوا
 معادله غيرخطي مرتبه  حل با استفاده ازاي دمپينگ سازه
در اين شكل، دامنه ارتعاش . باشد مي) 27(كامل كوپل 

. ترسيم شده است αشعاعي پوسته بر حسب نسبت فركانس 
فركانس گردد،  همانطور كه در اين شكل مشاهده مي

. تغيرخطي پوسته كاملاً به دامنه ارتعاشات پوسته وابسته اس
 pبار محوري فشاري  از سوي ديگر، با كاهش نيروي پيش

 در يك دامنه ارتعاش مشخص، كمترين فركانس ارتعاش
 .كند مي كاهش پيدا پوسته
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 –بر منحني فركانس pتاثير نيروي پيش بار محوري فشاري ) 8 (شكل
 در حالت بدون بستر ويسكوالاستيك و FGMاي  پوسته استوانهدامنه 

  .اي دمپينگ سازه

  گيري   نتيجه- 5

 حاكم بر  كوپلاي غيرخطي  ديفرانسيل پارهتمعادلا
بر روي بستر  FGM اي  پوسته استوانهاتارتعاش

محوري فشاري در دو بار جانبي و بار حت تويسكوالاستيك 
سپس با . انتهاي آن براساس نظريه پوسته دانل استخراج شد

در و ) Volmir(استفاده از روش گالركين، فرض والمير 
 از روش ،براي حل عددي معادلات ديفرانسيل حاكمادامه 
كوتاي مرتبه چهارم براي تعيين پاسخ ديناميكي -رانگ

نتايج تحليل شامل استخراج . پوسته بهره گرفته شد
دامنه -هاي طبيعي و غيرخطي پوسته، رابطه فركانس فركانس

اي  استوانهو جابجايي ديناميكي غيرخطي شعاعي پوسته 
  :دست آمده عبارتند از نتايج به. دنباش مي

 براي سيستم مورد مطالعه مشاهده گرديد كه با افزايش - 1
 دامنه جابجايي غيرخطي ، kانديس قانون توانيمقدار 

  .كند  افزايش پيدا مياي  استوانهديناميكي پوسته

 جابجايي غيرخطي ،R/h با افزايش مشاهده گرديد كه - 2
. كند دت افزايش پيدا ميشعاعي پوسته برحسب زمان به ش

دامنه جابجايي غيرخطي ، L/Rنسبت  همچنين، با افزايش
پوسته كه بر روي بستر ويسكوالاستيك قرار دارد افزايش 

 با افزايش مقادير نيروي محوري ،از سوي ديگر. يابد مي
 فشاري  p اعمالي در دو انتهاي پوسته، دامنه جابجايي

نسبت به زمان افزايش  اي  استوانهغيرخطي ديناميكي پوسته
  .دكن پيدا مي

با افزايش ضريب سختي الاستيك  مشاهده گرديد كه - 3
بستر و ثابت ماندن ضريب دمپينگ بستر، جابجايي ديناميكي 

كاهش پيدا  به شدتاي  استوانهشعاعي غيرخطي پوسته 
 .كند مي

 اي  استوانهفركانس غيرخطي پوسته مشاهده گرديد كه - 4
از سوي ديگر، . تعاشات پوسته وابسته استكاملاً به دامنه ار

در يك دامنه  pبار محوري فشاري  با كاهش نيروي پيش
 اي  استوانه پوستهارتعاش مشخص، كمترين فركانس ارتعاش

  .كند كاهش پيدا مي

  تشكر و قدرداني- 6

 انجام اين تحقيق از معاونت پژوهشي واحد پرند دانشگاه رد
ژوهشي سپاسگزاري آزاد اسلامي در حمايت از طرح پ

 براي  همچنين، از آقاي شهريار معرفت خدايي.گردد مي
  .گردد  تشكر ميكمك ايشان

  :پيوست

 و عملگرهاي ( )Lij (i, j = 1, 2, 3)عملگرهاي خطي 
كه در رابطه  ( )R3 و ( )Pi( )، Q3 (i = 1, 2, 3)غيرخطي 

  :اند عبارتند از تعريف شده) 11(
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  :فهرست علائم

L اي طول پوسته استوانه  

R اي شعاع متوسط پوسته استوانه  

h اي ضخامت پوسته استوانه  

ρ اي جرم حجمي ماده پوسته استوانه 

E اي مدول الاستيسيته ماده پوسته استوانه  

 ν  اي ضريب پوآسون ماده پوسته استوانه

Kwك
  ضريب سختي بستر ويسكوالاستي 

 C  گ بستر ويسكوالاستيكضريب دمپين

 c  انديس براي سراميك

 m فلز

 پوسته

  انديس براي

 Vc كسر حجمي سراميك در

 كسر حجمي فلز در Vm پوسته

p 

 ضخامت 

  نيروي محوري فشاري

k شاخص توزيع تواني مواد در
  پوسته

t 

 طولي پوسته

  مختصه زماني

 x  مختصه مكاني در راستاي

 y   پوستهمختصه مكاني در راستاي محيطي

 z شعاعي پوسته

 

  مختصه مكاني در راستاي

u(x,t) 

 

تغيير مكان وابسته به زمان در راستاي
  اي طولي پوسته استوانه

v(x,t) 

 

تغيير مكان وابسته به زمان در راستاي
  اي محيطي پوسته استوانه

w(x,t) تغيير مكان وابسته به زمان در راستاي
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  اي شعاعي پوسته استوانه

 Nx, Ny, Nz  اي پوسته اخلي لبهنيروهاي د

 Mx, My, Mz  اي پوسته گشتاورهاي خمشي لبه

 x, y, xy  هاي نرمال و برشي در پوسته تنش

 εx, εy, xy  هاي نرمال و برشي در پوسته كرنش

انحناها و پيچش سطح مياني پوسته 
  اي استوانه

χx, χy, χxy 

   اي مشخصه لايه مياني پوسته استوانه

 ε  اي اي پوسته استوانه پينگ سازهضريب دم

هاي ارتعاش پوسته  بخش زماني دامنه
ترتيب در سه راستاي طولي، محيطي و  به

  شعاعي

U, V, W 

 محوري  ها در جهت تعداد نيم موج
  پوسته

m 

 n  ها در جهت محيطي پوسته تعداد نيم موج

ام ارتعاشات mnفركانس طبيعي مد 
اي اي در راستاه خطي پوسته استوانه

  طولي، محيطي و شعاعي

ωmn 

ام ارتعاشات mnفركانس طبيعي مد 
 غيرخطي پوسته

ωNL 

 ( )Lij  عملگرهاي خطي

(i, j =1, 2, 3) 
 ( )Pi  عملگرهاي غيرخطي

(i =1, 2, 3), 
Q3( ), R3( ) 
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