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دو  یبراساس تئور یمحور یرويمدرج تحت ن يتابع ميضخ ريت ارتعاش يبررس

 افتهی ميتعم يبعدی الاستيسيته و روش مربعات تفاضل

 

 4یباتمان دیحم، 3محمد نجاتی، 2،*ی، فرزان برات1یفراهان نیحس

 F.Barati@iauh.ac.ir * نویسنده مسئول :

 های کليدی واژه  چکيده

مدرج، تحت تاثیر بار محوري ثابت مورد  یتابعاز جنس یكسرگیردار  مقاله ارتعاش تیر نیدر ا

در راستاي  ریبررسی قرار گرفته است. تیر داراي سطح مقطع یكنواخت است و خواص ت

. معادلات پایداري و معادلات حركت از كندضخامت تیر به صورت تابعی و پیوسته تغییر می

به دست  جابجایی هايستیسیته، بر حسب مولفهتئوري دو بعدي الا  و بر اساس یلتوناصل هم

 یفاضلت مربعات روش از استفاده با حركت و پایداري كوپل دیفرانسیل معادلات حل. آمده اند

مقاله تاثیر پارامترهاي مختلف مانند نسبت ضخامت به  نیصورت گرفته است. در ا افتهی میتعم

 یعطبی هايمختلف، بر روي بسامدطول، بار محوري اعمال شده و همچنین توان كسر حجمی 

معادلات و همچنین روش حل  یهمخوان یبراي بررس نیمورد بررسی قرار گرفت. همچن ریت

 تحلیلی افزار نرم همچنین و معتبر مقالات با حاضر كار بین ايبه كار گرفته شده، مقایسه

ABAQUS به كار  تهافی میتعم یمربعات تفاضل يروش عدد دهدینشان م جنتای. شد انجام

توان كسر  شیبا افزا ج،یباشد. براساس نتا یم یدقت خوب يمقاله دارا نیگرفته شده در ا

كرده و به  دایپ شیافزا ریت یعیبسامد طب يمدرج تحت بار محور یتابع ریدر ت افیال یحجم

با  نی. همچنشودیمشاهده نم یعیدر بسامد طب يادیز راتییبالا تغ یتوان كسر حجم يازا

 ریبعد ت یب یعیهدفمند، بسماد طب ریشده ت ینسبت ضخامت به طول در محدوده بررس شیافزا

 يبسامد ها ،یبار بحران يتا محدوده  ي. اعمال بار محوركندیم دایكاهش پ ،یبدون بار بحران

  .رددگ یو باعث كاهش آن م  قرار داده ریمدرج را تحت تاث یتابع ریت یعیطب

عدي الاستیسیته، مدرج، تئوري دو ب یتابع ریت

بسامد  افته،ی میتعم یروش مربعات تفاضل

 ی.عیطب

                                                           
 ، ایرانكارشناسی ارشد، گروه مكانیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد همدان، پردیس تحصیلات تكمیلی علوم و تحقیقات ، همدان-1

 ، ایراناستادیار، گروه مكانیک ، دانشگاه آزاد اسلامی واحد همدان، همدان -2

 دانشگاه آزاد اسلامی، واحد اراک، باشگاه پژوهشگران جوان و نخبگان، اراک، ایرانارشد،  یسكارشنا -3

 ، ایرانكارشناسی ارشد، گروه مكانیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد همدان، پردیس تحصیلات تكمیلی علوم و تحقیقات ، همدان-3
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 مقدمه -1

 ژاپن در1894 سال باردر اولین براي  1مدرج موادتابعی

 براي حرارت بر مقاوم مواد عنوان به درابتدا و ]1[شد ساخته

 در كه ايهسته هايراكتور و فضایی هاي شاتل پوشش

 گرفتند قرار استفاده مورد هستند، بالا حرارت درجه معرض

 شده انجام ايگسترده بطور هاآن ترموالاستیک هايوتحلیل

-سازه براي تقاضا چشمگیر افزایش با اخیر دهه . در]2[است

 وزن و انرژي جذب حرارت، برابر در بالا مقاومت با هاي

 مدرج تابعی تیرهاي رفتار روي زیادي مطالعات سبک،

 .است گرفته صورت

 به یكنواخت غیر تیر ارتعاش بررسی به شمیها و پور شاوزي

 به براي ویلیامز ازالگوریتم و پرداختند محدود المان روش

 .]3[نمودند استفاده هاي تیربسامد آوردن دست

 بر را محوري كامپوزیت تیرهاي ارتعاش همكاران و لی 

 كه دادند نشان نمودند و بررسی هذلولی برشی تئوري اساس

 . ]4[دارد خوبی همخوانی یگرد نتایج با روابطشان

 شده تقویت تیموشنكو تیر آزاد ارتعاش بررسی به ]5[لیانگ

 ون تئوري از او پرداخت. جدارهتک  كربنی هايلولهنانو با

 آوردن بدست براي ریتز روش از و نمود استفاده كارمن

 روي مختلف هايحجمی كسر اثر و كرد استفاده معادلات

 . مودن بررسی را طبیعی بسامد

 بررسی پاسخ براي  2لیفرانسید لیروش تبد از ]6[سوژانگ

 سازيمدل .نمود استفاده تابعی مدرج تیرهاي آزاد ارتعاش

 پیوسته تغییرات با دوبعدي تابعی مدرج تیر آزاد ارتعاش

امین  توسط  بزرگ محوري نیروي اثر تحت و تیر خواص

دیفرانسیل  از استفاده با هاآن. شد انجام  ]7[همكاران و بقایی

 .پرداختند تیر دوبعدي ارتعاش تحلیل به چهارم مرتبه

                                                           
1- Functional graded materials (FGM) 
2- Differential transformation method 

 مورد را تابعی مدرج تیر حرارتی ارتعاش ]9[مورنو و پرادهام

مربعات تفاضلی تعمیم  تئوري از هاآن. دادند قرار مطالعه

 دیفرانسیل معادلات آوردن دست به براي  3شده اصلاح یافته

 ایپكچی و سوهانی .مودندن استفاده تیر ارتعاش تحلیل جهت

 به را زیاد نسبتاً خیز با تیر ارتعاش بر حاكم معادلات ]8[

. نمودند استخراج اول مرتبه برشی شكل تغییر تئوري كمک

 اغتشاشات تئوري از معادلات، سازي بعد بی از پس هاآن

استفاده  كمانش بار و تیر طبیعی هايبسامد تعیین براي

 . كردند

ارتعاشات آزاد عرضی تیرهاي  ]11[آزادي و همكاران 

، با استفاده از روش اجزاء  تابعی مدرجساخته شده از مواد

 تابعی مدرج را تیر هاآن. را بررسی نموده اندمحدود 

و نتایج حاصل از كد  كردهبصورت ایزوتروپیک فرض 

با نتایج تحلیلی و نرم افزاري در شرایط مرزي را نوشته شده 

 . نمودندمتفاوت مقایسه 

ارتعاشات خطی یک تیر تیموشنكو از جنس مواد مدرج 

تابعی بر روي یک بستر الاستیک وینكلر و یک بار متحرک 

توسط رجبی و   نوسانی با سرعت ثابت بر روي آن

معادلات ها مورد مطالعه قرار گرفت. آن  ]11[همكاران

توسط روش انرژي و با استفاده از اصل  را حركت بر مساله

اثرات پارامترهاي مختلف مانند  نموده وتخراج هامیلتون اس

سرعت بار نوسانی، پروفیل تغییرات خواص ماده تیر و 

سختی بستر بر روي پاسخ ارتعاشی تیر مورد بحث و نتیجه 

 دادند.گیري قرار 

 میتعم یمربعات تفاضل هايروشبا  ]12[ رحیمی و همكاران

 یبررس يبرارا  تهیسیحل الاست کی حالت و روش فضا افتهی

تابعی  ریت کیدر  کیبستر الاست ریارتعاشات آزاد و تاث

. نمودندارائه  ک،یزوالكتریپ هايهیدر لا دیدوجهته مق مدرج

از روش مربعات  ریت یطول يصورت كه در راستا نیبه ا

                                                           
3- Modified differential quadrature method (MDQM) 
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 کیاز تكن ریضخامت ت يدر راستا افته وی میتعم یتفاضل

 را در نظر گرفتند. حالتفضا

به بررسی ارتعاشات آزاد تیر  ]13[ ستوده و همكارانش

ساندویچی هدفمند بر اساس تئوري دو بعدي الاستیسیته 

و روش  اي  یک كد عددي با كوپل تئوري لایهو پرداخته 

. نمودندارائه  افتهی میتعم یعددي دیفرانسیل مربعات تفاضل

اي  جابجایی بر اساس تئوري لایه  هاي  مولفه در این پژوهش

شده اند و معادلات حركت و شرایط مرزي در نظر گرفته  

مربوطه به كمک اصل همیلتون بدست آمده است. در نهایت 

به عنوان یک روش  افتهی میتعم یاز روش مربعات تفاضل

كارآمد براي حل عددي معادلات حاكمه استفاده شده 

 است.

براي اولین بار مساله ارتعاشات  ]14[شیمشک و همكاران 

ی ا جنس مواد تابعی مدرج دوسر ساده بررنول -یک تیر ایلر

را تحت تاثیر حركت یک بار نوسانی با دامنه متحرک و 

داراي سرعت ثابت مورد بررسی قرار دادند. خواص ماده 

تابعی به صورت توانی در نظر گرفته شده است. معادلات 

حاكم بر مسئله با استفاده از اصل هامیلتون استخراج گردیده 

ا به صورت ضرایب نامعین لاگرانژ در و اثرات تكیه گاه ه

 معادلات وارد شده اند.

روش تحلیلی هموتوپی براي آنالیز ارتعاشات آزاد غیرخطی 

بر روي بستر  تابعی مدرجتیرهاي ساخته شده از مواد 

توسط الاستیک غیرخطی، تحت بارهاي مكانیكی و حرارتی 

با  ابتدا هاانجام شده است. آن ]15[رفیعی پور و همكاران 

 -برنولی و با استفاده از رابطه كرنش  -فرض تئوري اویلر

حاكم بر  اي  جابجایی ون كارمن، معادله دیفرانسیل پاره

و سپس با به كار بردن  نمودهحركت غیرخطی استخراج 

روش تجزیه گالركین، معادله حاكمه غیرخطی به یک 

 . داده اندمعادله دیفرانسیل عادي غیرخطی كاهش 

یكسرگیردار از جنس  تیر لعه نویسندگان ارتعاشبراساس مطا

به كمک تئوري  محوري بار تاثیر تحت تابعی مدرج، مواد

 دوبعدي الاستیسته و روش مربعات تفاضلی تعمیم یافته مورد

 معادلات. در پژوهش حاضر است نگرفته قرار بررسی

 همیلتون اصل از استفاده با ارتعاشی تحلیل به مربوط حركت

 هايمولفه حسب بر الاستیسیته بعدي دو تئوري  اساس بر و

 دیفرانسیلی معادلات حل براي. آمده است بدست جابجایی

. است شده گرفته بهره 1افتهی میتعم یروش مربعات تفاضل از

 اعمال محوري بار طول، به ضخامت همچنین تاثیر نسبت

-بسامد روي بر مختلف، حجمی كسر توان همچنین و شده

 و بررسی نرخ همگرایی بررسی شده است.طبیعی تیر  هاي

مربعات  روش از استفاده قبلی كارهاي با كار این تفاوت

 مقایسه و اجباري ارتعاش مسئله حل در تفاضلی تعمیم یافته

 .باشد می ABAQUS افزار نرم با حاصل نتایج

 معادلات استخراج -2

 مدرج تابعي تير خصوصيات -2-1

سر گیردار مورد بررسی ( شماتیكی از تیر یك1در شكل )

 تحت بار محوري نشان داده شده است.

 
 شماتیک تیر یكسر گیردار تحت بار محوري (1شكل)

بندي در نظر گرفته شده در این تحقیق بر اساس فرمول

  تئوري دو بعدي الاستیسیته می باشد .

باشد، ي تابعی مدرج كه تقویت شده با الیاف میبراي ماده

در نظر گرفته شده است و  2توتروپیکماده به صورت اور

شامل مدول یانگ،  تابعی مدرجي خواص مكانیكی ماده

ضریب پواسون، مدول برشی و دانسیته، ازتركیب دو جزء 

                                                           
1- Generalized differential quadrature (GDQ) 
2- Orthotropic 
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( تعریف 5-2( تا )1-2الیاف و ماتریس به صورت روابط )

جهات اصلی به ترتیب در  k و iشده است كه جهات 

 :]16[باشندمی zو محور  xراستاي محور 

(2-1) 1 1 1

2 2

1

/ / 2
( 2,3)
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f m
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(2-2) 

(2-3) 1
( 12,13,23)

( 12,13,23)

f m

f m
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f m
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f m

f m

V V
ik

G G G

V V ik

V V

  

  

  

  

 

 (2-4) 

(2-5) 

,(، 1-2كه در معادله) , ,f f f fE v G   به ترتیب مدول

جزء   یانگ، ضریب پواسون، مدول برشی و دانسیته مربوط به

,الیاف و  , ,m m m mE v G   ریب به ترتیب مدول یانگ، ض

پواسون، مدول برشی و دانسیته مربوط به جزء ماتریس 

 )رزین( می باشد.

Vm  وVf ي به ترتیب كسر حجمی ماتریس و الیاف در ماده

( به صورت 6-2ي)می باشد كه طبق معادله تابعی مدرج

 .]16[گردد تابعی از ضخامت تیر بیان می

(2-6) ( )( )n

i o i

z
V V V V

h
   

كسر  V ،افیال یان كسر حجمتو n (6-1ي )در رابطه

 Voكسر حجمی در سطح بالا و  Viحجمی الیاف یا ماتریس، 

 Vكسر حجمی در سطح پایین تیر می باشد كه با محاسبه 

و   توان مقدار كسر حجمی براي ماتریسبراي الیاف می

 ( به دست آورد.7-2بالعكس را از رابطه )

(2-7) 1m fV V  

حجمی الیاف یا ماتریس در سطح بالایی و  مقدار كسر

 باشد. 75/1تا  1تواند بین می  پایینی در تیر مورد مطالعه

( تغییرات كسر حجمی الیاف در راستاي 2مطابق شكل )

به ازاي توان كسر حجمی مختلف از مدل  بعد پارامتر بی

 شود.كلاسیک مشاهده می

 
پارامتر   سر حجمی الیاف در راستاي ضخامت به ازايتغییر ك (2شكل)

 تقویت شده با الیاف تابعی مدرج  براي تیر از جنس  دبعیب

/به صورت  بعد كه پارامتر بی 2





z h

h
تعریف  

 گردد. می

 روابط تنش و کرنش -2-2

بندي دو بعدي از بر حسب كرنش براي فرمول روابط تنش

یک جسم الاستیک به طوري كه محور افقی جابجایی در 

 zو محور قائم جابجایی در راستاي محور  xراستاي محور 

 :]17[شودبه صورت زیر بیان می  نسبت به صفحه میانی باشد

(2-9) 
11 12

12 22

55

0

0

0 0

x x

z z

xz xz

C C

C C

C

 

 

 

    
    

    
        

 

 ه صورت روابط بیانگر ماتریس سختی است كه ب Cijكه 

ي اورتوتروپیک به دست ( و ) براي یک ماده2-8)

 : ]17[آید می

(2-8) 

1 12 2

11 12

12 21 12 21

2

22 55 13

12 21

, ,
1 1

,
1

E v E
C C

v v v v

E
C C G

v v

 
 

 


 

 دهد.( كرنش ها بر حسب جابجایی را نشان می11-2رابطه )

(2-11) 1
, [ ]

2
,

xx zz xz

u w u w

x z z x
  

   
   
   

 

در مجهول  هايییجابجابه ترتیب  w و u( 7در رابطه )

( در 7باشند. با قرار دادن روابط )میz و  x راستاي محور
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1.Destabilizing 

هاي مجهول هاي تنش بر حسب جابجایی( ، مولفه5روابط )

u,w ( بدست می11-2به صورت روابط ).آید 

 (2-11) 
11 12 12 22

55

,

[ ]

x z

xz

u w u w
C C C C

x z x z

u w
C

z x

 



   
   

   

 
 

 

 

 پياده سازی اصل هميلتون  -2-3

 طبق رابطه همیلتون داریم:

(2-12) 
2

1

( ) 0

t

t

PE PG KE dt     

انرژي پتانسیل از  PGانرژي كرنشی،  PE( 8ي )طهدر راب

انرژي جنبشی از سیستم و   KEاي و هاي داخل صفحهتنش

 باشند كه به ترتیب به صورت گیري میبیانگر وریشنال

 گردند: ( تعریف می15-2( و )14-2(، )13-2روابط )

(2-13) 
0 0

1
( )

2

L h

x x z z xz xz
PE bdzdx         

(2-14) 
 

 
 

    
    
    

 

2 2

0 0

1

2

L h
u w

KE bdzdx
t t

 

 دهنده( جملات اول و دوم داخل پرانتز نشان14-2در رابطه )

 در داخل صفحه و خارج از صفحه به ازاي 1ثباتیتاثیر بی

 .]17[به كار گرفته شده است  بارهاي 

(2-15) 
2 2

0 0

1

2

L h
u w

PG P bdzdx
x x

     
     

      
  

( 12-2ي )( در رابطه15-2( تا )13-2با جایگذاري روابط )

 خواهیم داشت:

(2-16) 

2

1 0 0

1
( )

2

0

t L h

x z xz

t

u w u w

x z z x

u u w w
P

x x x x
bdzdxdt

u u w w

t t t t

   
  

   

 


     
       

  
        


          

  

 

نشان دهنده وریشنال  بیانگر پهناي تیر و bي بالا در معادله

باشد. لازم به ذكر میدانسیته  بار محوري و P،  گیري

 .]19[كنداست كه وریشنال روي جملات كرنش اثر می

 

 

 مرزی معادلات حرکت و شرایط -2-4

 يتئور  طبق ری( ، معادلات حاكم بر ت16-2) ياز رابطه

با وریشنال  ،P یكشش يتحت بار محور يدو بعد تهیسیالاست

گیري و صفر قرار دادن ضرایب وریشنال مولفه هاي 

 دهد: را به دست می( 17-2روابط)جابجایی 

(2-17) 2 2

2 2

2 2

2 2

0

0

x xz

z xz

u u
u P

x z x t

w w
w P

z x x t

 
 

 
 

   
    

   

   
    

   

 
(2-19) 

 می باشد. P= -Pفشاري  براي تیر تحت بار محوري

( 11-2رابطه ) ،ییبا قرار دادن روابط تنش بر حسب جابجا

، معادلات حركت بر حسب (19-2و) (17-2دررابطه )

،  به صورت زیر كمانشجملات و  ییجابجا يمولفه ها

 :دیآ یبدست م ریت يبرا

(2-18) 
2 2

55
11 122

2 2 2 2

55 2 2 2

2

12 22
12

2 2 2 2 2

22 552 2 2 2

0 ( )

( ) ( )

0

( ) ( )

u w C u w
u C C

x x z z z x

u w u u
C P z

z x z x t

C u u C w
w C

z x x z z z

w u w w w
C C P z

z x z x x t









    
     

     

   
  

    

    
    

     

    
   

     
 

(2-21) 

. ندیآ یبه دست م نیلتونیمها 2شنالیاز ور يداریمعادلات پا

 ،فركانس صفر است شود یبار كمانش فرض م نییتع يبرا

و قرار دادن حل  ینرسیا يهاجملهبا برقرار بودن  نیهمچن

 معادلات  (22-2و) (21-2) هايمعادله یعنی ک،یودیپر

توان یم هاكه با حل آن شود( حاصل می24-2و)( 2-23)

 د.را بدست آور ریت یعیطب يهابسامد

(2-21) ( , , ) ( , )

( , , ) ( , )

i t

i t

u x z t U x z e

w x z t W x z e








 

(2-22) 

 (2-23) 
2 2

55
11 122

2 2 2
2

55 2 2

2

12 22
12

2 2 2 2
2

22 552 2 2

( )

( )

( )

U W C U W
C C

x x z z z x

U W U
C P U

z x z x

C U U C W
C

z x x z z z

W U W W
C C P W

z x z x x





    
  

     

  
    

   

    
 

     

   
     

    

 

(2-24) 
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تقویت شده با  تابعی مدرج  شرایط مرزي حاكم براي تیر

 گردد:الیاف به صورت زیر بیان می

 تیر: z=0و سطح پایینی  z=hدر سطح بالا 

 (2-25) 
55

12 22

0 ( ) 0

0 0

U W
U C

z x

U W
W C C

x z





 
   

 

 
   

 

 
(2-26) 

 مرزي گیردار:شرط  x=0در 

(2-27) 0U  

(2-29) 0W 

 
 شرط مرزي آزاد: x=Lدر 

(2-31) 
11 12

55

0 0

0 ( ) 0

U W
U C C

x z

U W
W C

z x





 
   

 

 
   

 

 
(2-31) 

 حل معادلات -3

 :اعمال روش مربعات تفاضلي تعميم یافته -3-1

( 15رابطه) بر مربعات تفاضلی تعمیم یافته  روش سازيبا پیاده

ستاي در راتقویت شده با الیاف  تابعی مدرجتیر   ه معادلاتك

 طرف دادن قرار و صفر است تحت بار محوري  ضخامت

معادلات زیر ( پایداري معادلات به رسیدن براي) روابط دوم

 :آیدبه دست می

(3-1) 

( ) ( ) ( )55 55
11

1 1 1

( ) ( ) ( )

55 12

1 1 1

( ) ( ) ( )

55

1 1 1

0

Nx Nx Nz
x x z

ik kj ik kj jl il

k k l

Nz Nx Nz
z x z

jl il ik jl kl

l k l

Nx Nz Nx
x z x

ik jl kl ik kj

k l k

C C
C B u A w A u

z z

C B u C A A W

C A A W P B u

  

  

  

 
 

 

 

  

  

 

 

 

(3-2) 

( ) ( ) ( )12 22
55

1 1 1

( ) ( ) ( )

22 12

1 1 1

( ) ( ) ( )

55

1 1 1

0

Nx Nx Nz
x x z

ik kj ik kj jl il

k k l

Nz Nx Nz
z x z

jl il ik jl kl

l k l

Nx Nz Nx
x z x

ik jl kl ik kj

k l k

C C
A u C B w A w

z z

C B w C A A u

C A A u P B W

  

  

  

 
 

 

 

  

  

 

 

 

 ترم اینرسی:با در نظر گرفتن 

(3-3) 

( ) ( ) ( )55 55
11

1 1 1

( ) ( ) ( )

55 12

1 1 1

( ) ( ) ( ) 2

55

1 1 1

Nx Nx Nz
x x z

ik kj ik kj jl il

k k l

Nz Nx Nz
z x z

jl il ik jl kl

l k l

Nx Nz Nx
x z x

ik jl kl ik kj ij

k l k

C C
C B u A w A u

z z

C B u C A A W

C A A W P B u u

  

  

  

 
 

 

 

   

  

 

 

 

(3-4) 

( ) ( ) ( )12 22
55

1 1 1

( ) ( ) ( )

22 12

1 1 1

( ) ( ) ( ) 2

55

1 1 1

Nx Nx Nz
x x z

ik kj ik kj jl il

k k l

Nz Nx Nz
z x z

jl il ik jl kl

l k l

Nx Nz Nx
x z x

ik jl kl ik kj ij

k l k

C C
A u C B w A w

z z

C B w C A A u

C A A u P B W w

  

  

  

 
 

 

 

   

  

 

 

 

 

اعمال روش مربعات تفاضلي تعميم یافته بر  -3-2

 تير تحت بار محوری :  شرایط مرزی

 :  z=0,hدرسطح بالا و پایین تیر 

(3-5) ( ) ( )

55 55

1 1

( ) ( )

12 22

1 1

0

0

Nz Nx
z x

jl il ik kj

l k

Nx Nz
x z

ik kj jl il

k l

C A u C A w

C A u C A w

 

 

 

 

 

 

 
(3-6) 

یم یافته بر شرایط مرزي اعمال روش مربعات تفاضلی تعم

 دهد:مختلف روابط زیر را به دست می

(3-7) ( ) ( )

11 12

1 1

0

0

ij

Nx Nz
x z

ik kj jl il

k l

w

Symply Supported
C A u C A w

 




 
 


 

 

(3-9) 

( ) ( )

11 12

1 1

( ) ( )

55 55

1 1

0

0

Nx Nz
x z

ik kj jl il

k l

Nz Nx
z x

jl il ik kj

l k

C A u C A w

Free

C A u C A w

 

 


 



  


 

 
 

(3-8) 
0

0

ij

ij

u
Clamped

w






 

)كه  ) ( )
,

x z

ik jl
A A مربوط به مشتقات مرتبه اول   ضرایب وزنی

)و  zو   xدر راستاي  ) ( )
,

x z

ik jl
B B مربوط به   ضرایب وزنی

می باشند و به صورت  zو   xتاي در راس  مشتقات مرتبه دوم

 :]18[شوند تعریف می  (11-3( و )11-3روابط )

( )

( )

1

( )1

( ) ( )

; , 1,2, ....,

x

j

x j l l

x

Njl
x

jl

l

j l

x

M

L M

for j l

A

A

for j l j l N



  













 














 (3-11) 
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( )

( ) ( )

(x)

jl

( )

1

2( )

B , 1, ..., ,

; , 1,2, ....,
x

x

jlx x

jj jl

j l

x

N

x

jl x

l

j l

A
A A

j l N l j

B for j l j l N

 








  

  













 (3-11) 

بدست  تواند می  zبه طور مشابه ضرائب وزنی در راستاي 

 آید.

Lx  طول دامنه در راستايx و N در  يریتعداد نقاط نمونه گ

 .باشد می راستاي مورد نظر

1,

( ) ( )
x

N

j j l

l j l

M   

 

  (3-12) 

 وع نقاط در راستاي توزی  به ترتیبx  وz  را نشان

 دهند.  می

(3-13) 
1 ( 1)

1 cos ;
2 1

1,2, ..., 1,2, ...,

1 ( 1)
1 cos

2 1

1,2, ..., 1,2, ...,

x

x z

z

x z

i

N

for i N and j N

j

N

for i N and j N








 



 


 



 

  
  
  

  
  
  

 

(3-14) 

در  رهای، متغ ژهیمعادلات مقدار و ستمیبه منظور استخراج س

 يرهای. متغشوندیم میبه دو بخش تقس یتمام دامنه محاسبات

 هايریمتغو  d سیرنویبا ز یبخش اول شامل نقاط داخل

 b سینو ریبا ز باشندیدر مرزها م رهایكه شامل متغ ماندهیباق

 گردند.یم گذاريسیاند

توان به فرم ماتریسی با تعاریف بالا، معادلات حركت را می

 :]21[زیر بازنویسی نمود

(3-15) 
 

 

 
 

 

 

 
 

 
 2 0

b d

db dd

b d

d

d

U U
K K

W W

U
M

W


      
   

      

  
  

  

  

 توان به فرم زیر نوشت :مرزي را نیز میبه طور مشابه شرایط

(3-16)  
 

 
 

 

 
 0d b

bd bb

d b

U U
K K

W W

      
    

      
 

مسئله مقدار   (15-3( در رابطه )16-3یگذاري رابطه )با جا

 شود :ویژه به شكل كلی زیر نتیجه می

(3-17)     
 

 
 2 0

d

d

U
K M

W


  
  

  
 

 كه 

(3-17)         
1

dd db bb bdK K K K K


  

بیانگر ماتریس   [K]بیانگر ماتریس جرم و  [M]در روابط بالا 

 باشند.سختی طبیعی می

 بحثبررسي نتایج و  -4

 ي تير مورد مطالعهکيخواص مکان -4-1

 تنگستن از و( رزین)ماتریس عنوان به مس از تحقیق این در

 دو این مكانیكی خواص.است شده استفاده الیاف عنوان به

 .]16[است ( آمده1)  جدول در ماده

 تنگستن از و( رزین)ماتریس عنوان به مس مكانیكی ( خواص1جدول)

 الیاف عنوان به

 تنگستن مس نیكیخواص مكا

(GPa)E 115 411 

v 31/1 29/1 

3

(Kg/m ) 9861 18311 

 بررسي درستي معادلات -4-2

 و روش حل مورد استفاده، معادلات یدرست یبراي بررس

با شرایط مرزي ساده در هر دو تكیه  ارتوتروپیکیک تیر 

ه در نظر گرفته شده است. از پارامترهاي بی بعد زیر براي گا

 .]21[گردد استفاده می  بار بحرانی و بسامد طبیعی تیر

(4-1) 
2

2

2
, , ,

c

cr c

A EI A
P A B H p L

p L EI

  



      

  ، بار بحرانی مستخرج از برنامه نوشته شده در متلب

crP ، بار بحرانی بی بعدB خامت تیر و ضH عرض تیر می-

 باشد.

بسامد طبیعی اول را براي تیر تحت بار محوري ( 2جدول )

در راستاي طول  17 با شرایط مرزي ساده به ازاي تعداد گره



 افتهی ميمتع يدو بعدی الاستيسيته و روش مربعات تفاضل یبراساس تئور یمحور یرويمدرج تحت ن يتابع ميضخ ريت ارتعاش يبررس
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هاي ضخامت به طول متفاوت و و ضخامت تیر و براي نسبت

 دهد.را نشان می ]21[مقایسه با مرجع 

 به ازاي(بر حسب گیگاهرتز ) ي بسامد طبیعی اولمقایسه  (2جدول)

ساده، شبكه بندي  -ساده با شرایط مرزي هاي مختلف براي تیرتئوري 

17×17 

 h/L  تئوري 

5/1 2/1 1/1  

 دوبعدي الاستیسیته 7121/8 2812/8 4664/7

 ]21[تئوري مرتبه سوم برشی  7121/8 2813/8 4664/7

 تئوري كلاسیک 9686/9 9686/9 9686/8

نتایج حاصل بیانگر دقت عالی در نتایج بدست آمده از كار 

 حاضر است.

 نتایج -4-3

 بررسي کمانش و بار بحراني کمانش -4-3-1

شكل مد اول تا سوم مربوط به بار   (،5( تا)3) يدر شكل ها

 افزاركه در نرم h/L= 1/1ساده و  يمرز طیبا شرا ریت یبحران

ABAQUS المان به كار  .كندبیان می است آمده دست به

 S8R: An 8-nodeو  shellباكوس از نوع آگرفته شده در 

doubly curved thick shell, reduced integration  بوده

 شده است.المان براي مش بندي تیر استفاده  251از و

 
 (=86934/1Pcrو =h/L 1/1( مد اول بار بحرانی كمانش تیر ) 3شكل)

 
 (=54419/3Pcrو =h/L 1/1( مد دوم بار بحرانی كمانش تیر )4شكل)

 

 (=11599/7Pcrو =h/L 1/1( مد سوم بار بحرانی كمانش تیر )5شكل)

( تغییرات بار بحرانی اول كمانش تیر را به ازاي 6شكل )

تغییرات كسر حجمی و همچنین تغییرات ضخامت به طول 

 دهد.نشان می

n

0 5 10 15 20 25

P
1
cr (Pa)

0

1

2

3

4

5

6

h/L=0.1

h/L=0.2

h/L=0.3

h/L=0.5

( تغییرات بار بحرانی اول كمانش بر حسب توان كسر حجمی 6شكل)

الیاف براي تیر تابعی مدرج تقویت شده با الیاف به ازاي نسبتهاي 

 ضخامت به طول متفاوت

طور كه مشخص است با افزایش كسر حجمی و نسبت همان

یابد.در این ضخامت به طول بار بحرانی كمانش افزایش می

پارامترهاي بی بعد زیر براي به دست آوردن بار  قسمت از

 :]21[بحرانی استفاده گردیده است 

(4-2) 
2

2
1 ,,

L

IE
pHBA

p

A
P m

c
ccr





 

حل معادلات دیفرانسیلی كوپل، به روش مربعات تفاضلی 

بندي تعمیم یافته در هر دو راستاي طول و ضخامت تیر شبكه

و در  NXها در راستاي طول با صورت گرفته و تعداد گره

نشان داده شده است.جهت بررسی  NZراستاي ضخامت با 

تحت بار  ریت براي كمانش بحرانی همگرایی و دقت نتایج بار

 هايگره تعداد ازاي به ساده-ساده يمرز طیبا شرا يمحور
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 هاي نسبت براي و تیر ضخامت و طول راستاي در مختلف

مطابق  (39متفاوت را براساس روابط ) طول به ضخامت

مقایـسه شده   ]21،17[ مراجع و با آمده بدست  (3ول )جد

  .است

بحرانی  بار براي سه حاضر كار از آمده بدست نتایـج مقایسه

 در نتـایج بدست آمـده با تـیرارتوتـروپیک اول كمانشی

به  ABAQUSنرم افزار  تحلیلی نتـایج همچنین و ]21[مرجـع

( آورده 4ازاي نسبت ضخامت به طول متفاوت در جدول )

 شده اند.

 بررسي بسامدهای طبيعي تير مورد مطالعه -4-3-2

اي بین نتایج به دست آمده از سه بسامد ( مقایسه5در جدول )

و  ]21[طبیعی اول با تیر ارتوتروپیک مطالعه شده در مرجع 

 ارائه شده است. ABAQUSنتایج نرم افزار 

 تابعی مدرجبراي تیر ( سه بسامد طبیعی اول6جدول )

ویت شده با الیاف ، درغیاب نیروي محوري یكسرگیردار تق

، به ازاي توان كسر حجمی مختلف و نسبت ضخامت به 

 دهد. طول متفاوت را نشان می

 ساده-براي تیر تابعی مدرج با شرایط مرزي ساده بعدهمگرایی و دقت نتایج بدست آمده از بار بحرانی كمانش بی( 3جدول)

 h/L ( براي روش مربعات تفاضلی تعمیم یافتهNx×Nzها )تعداد گره ]17[مرجع  ]21[مرجع 

18×18 17×17 15×15 13×13 11×11 8×8 7×7 

8693/1 8693/1 8693/1 8693/1 1117×2371/1 1116×8593/3 8693/1 118×1466/4 1116×8593/3 1/1 

9961/1 9961/1 9961/1 9961/1 9961/1 1116×8593/3 9961/1 114×5311/2 114×1327/1 2/1 

5723/1 5723/1 5723/1 5723/1 5723/1 5723/1 113×4157/1 4227/648 2982/266 5/1 

 ]21[ي سه بار بحرانی اول بدست آمده از روش حاضر و مرجع مقایسه  (4جدول)

كمانش سوم بحرانی بار
 

كمانش دوم بحرانی بار
 

بار بحرانی كمانش اول
 

 h/L نوع بررسی

 الاستیسیته دوبعدي 8693/1 5441/3 1159/7

 ]21[تئوري مرتبه سوم برشی  8693/1 5442/3 1158/7 1/1

2146/7 5538/3 8573/1 ABAQUS 

 الاستیسیته دوبعدي 9961/1 69419/2 3964/4

 ]21[تئوري مرتبه سوم برشی  9961/1 6941/2 3965/4 2/1

9371/4 9856/2 9812/1 ABAQUS 

 الاستیسیته دوبعدي 5723/1 1727/1 3117/1

 ]21[تئوري مرتبه سوم برشی  5723/1 1729/1 3117/1 5/1

8432/1 2564/1 6127/1 ABAQUS 

و  ]21[ي سه بسامد طبیعی اول بدست آمده از روش حاضر و مرجع مقایسه  (5جدول)
IE

A
L

m

m 2 

بسامد طبیعی سوم
 

بسامد طبیعی دوم
 

بسامد طبیعی اول
 

 h/L نوع بررسی

 الاستیسیته دوبعدي 7121/8 1611/37 4263/79

 ]21[تئوري مرتبه سوم برشی  7121/8 1611/37 4264/79 1/1

7594/79 9327/37 6526/8 ABAQUS 

 الاستیسیته دوبعدي 28125/8 3381/32 1125/62

 ]21[تئوري مرتبه سوم برشی  2813/8 3381/32 1126/62 2/1

5327/62 2152/32 2611/8 ABAQUS 

 الاستیسیته دوبعدي 4664/7 4447/21 9893/33

 ]21[تئوري مرتبه سوم برشی  4664/7 4449/21 9893/33 5/1

9615/33 4377/21 4622/7 ABAQUS 
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 ازاي نسبت ضخامت به طول متفاوتآزاد به _سه بسامد طبیعی اول از تیر تابعی مدرج تقویت شده با الیاف با شرایط مرزي گیردار  (6جدول)

 و توان كسر حجمی الیاف متفاوت بدون بار محوري 

1/1 h/L= 3/1 h/L= 5/1 h/L=  

 كسر توان

 حجمی

بسامد طبیعی 

اول
 

بسامد طبیعی 

دوم
 

بسامد طبیعی 

سوم
 

بسامد طبیعی 

اول
 

بسامد طبیعی 

دوم
 

بسامد طبیعی 

سوم
 

بسامد طبیعی 

اول
 

بسامد طبیعی 

دوم
 

ی بسامد طبیع

سوم
 

1 95857/14 44268/44 49124/54 98714/11 18497/19 11613/31 13165/8 83156/11 18385/21 

1 41429/16 63883/48 18615/63 641/12 19559/21 35822/31 458488/8 6562/12 62666/21 

2 56547/16 24433/51 98196/64 97748/12 65287/21 11286/32 681834/8 88996/12 21637/22 

5 87381/16 57882/51 26841/66 27185/13 11531/22 17131/33 11932/11 27971/13 87494/22 

11 36763/17 71163/52 91526/66 51662/13 28791/22 68744/33 1734/11 39959/13 28585/23 

13 51487/17 17663/53 84966/66 59976/13 34229/22 93319/33 21219/11 4152/13 36934/23 

17 63112/17 41672/53 15536/67 65164/13 37792/22 84526/33 24354/11 43641/13 4238/23 

21 6884/17 6111/53 11914/67 69494/13 38536/22 1127/34 25854/11 44696/13 45178/23 

 

مختلف براي  محوري بار ازاي به اول طبیعی بسامد تغییرات

 طول به ضخامت نسبت و مشخص حجمی كسر توان

در نظرگرفته  كمتر بحرانی بار كه از محوري بار و تفاوتم

 .است شده داده ( نشان9و ) (7هاي )شكل در ، شده

P (Pa)
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تقویت شده با الیاف  تابعی مدرجتغییرات بسامد طبیعی اول تیر   (7شكل)

 متفاوت، بر حسب بار محوري وارده به ازاي نسبتهاي ضخامت به طول 

1 n= 

P (Pa)
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18

h/L=0.1

h/L=0.2

h/L=0.3

h/L=0.5

 تقویت شده با الیاف تابعی مدرجتغییرات بسامد طبیعی اول تیر   (9شكل)

 بر حسب بار محوري وارده به ازاي نسبتهاي ضخامت به طول متفاوت، 

 5 n= 

مختلف براي  محوري بار ازاي به اول طبیعی بسامد تغییرات

 طول به ضخامت نسبت و وتمتفا حجمی كسر توان

در نظرگرفته  كمتر بحرانی بار كه از محوري بار و مشخص

 .است شده داده ( نشان11و ) (8هاي )شكل در ، شده
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P (Pa)
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تقویت شده با الیاف  تابعی مدرجتغییرات بسامد طبیعی اول تیر ( 8شكل)

وان كسر حجمی الیاف متفاوت، بر حسب بار محوري وارده به ازاي ت

1/1 h/L=  

P (Pa)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

2

4

6

8

10

12

n=0

n=1

n=5

n=10

تقویت شده با  تابعی مدرجتغییرات بسامد طبیعی اول تیر ( 11شكل)

بر حسب بار محوري وارده به ازاي توان كسر حجمی الیاف   الیاف

 =h/L 5/1متفاوت، 

محوري  بار افزایش با است مشخص نتایج از كه طورهمان

نسبت  شیبا افزا و یابد می كاهش طبیعی فشاري بسامد

شده  یدر محدوده بررس یعیضخامت به طول فركانس طب

 . ابدی یكاهش م

 تیریكسرگیردار از شده گرفته اول طبیعی بسامد همگرایی

 توان و محوري بار تحت  الیاف با شده تقویت تابعی مدرج

 دو در متفاوت يهاگره تعداد ازاي به ، معلوم حجمی كسر

 .گرددمشاهده می (9در جدول ) تیر ضخامت و طول راستاي

 

 نقاط تعداد ازاي به بسامدهاي طبیعی به دست آمده همگرایی  (9جدول)

 تیر ضخامت و طولی راستاي در مختلف

Nx×Nz 

2/1 , h/L=1 n= 

 (Pa)216572/1 p= 

2/1 , h/L=1 n= 

(Pa)225177/1 p= 

7×7 87772/11 11137/11 

8×8 87416/11 89824/8 

11×11 89135/11 897425/8 

13×13 89442/11 898389/8 

15×15 89664/11 881634/8 

17×17 89795/11 881342/8 

18×18 89956/11 881772/8 

 

 نتيجه گيری -5

در این تحقیق به بررسی ارتعاش تیر یكسرگیردار تابعی 

د. نتایج مدرج اورتوتروپیک تحت بار محوري پرداخته ش

 كلی به شرح زیر در این كار حاصل گردید:

روش عددي مربعات تفاضلی تعمیم یافته به كار گرفته  (1

همگرایی بالایی   شده در این كار داراي دقت و نرخ

 باشد. می

با افزایش توان كسر حجمی الیاف در تیر تابعی مدرج  (2

تحت بار محوري كه داراي تغییرات خواص در راستاي 

 ضخامت 

كند كه به ازاي اشد، بار بحرانی كمانش افزایش پیدا میمی ب

هاي كسر حجمی بالاتر تغییرات زیادي در بار بحرانی  توان

الیاف مشاهده   كمانش به ازاي افزایش توان كسر حجمی

ماند. این نتیجه در مورد شود و تقریبا ثابت باقی می نمی

دق بسامد طبیعی تیر تابعی مدرج بدون بار محوري نیز صا

است بدین صورت كه با افزایش كسر حجمی الیاف، بسامد 

طبیعی تیر تابعی مدرج یكسر گیردار افزایش پیدا كرده و به 

 ازاي توان كسر حجمی بالا تغییرات زیادي در بسامد طبیعی

 شود.به ازاي افزایش توان كسر حجمی مشاهده نمی 
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 ینسبت ضخامت به طول در محدوده بررس شیبا افزا (3

ر هدفمند، بار بحرانی كمانش و همچنین فركانس تیشده 

 كند. طبیعی بی بعد تیر بدون بار بحرانی، كاهش پیدا می

بار محوري اعمال شده به تیر را تا محدوده ي بار بحرانی  (4

كمانش افزایش داده، كه با افزایش بار محوري اعمال شده 

 به تیر تابعی مدرج یكسرگیردار، بسامد هاي طبیعی تیر تابعی

 كند.مدرج تحت تاثیر قرار گرفته و كاهش پیدا می

 

 علائم فهرست

 h (mضخامت تیر )

 L (mطول تیر )

 E دانسیته 

kg/mمدول یانگ )
3)   
 G ضریب پواسون

 مدول برشی
  

, هاتنش ,x z xz    
, ي كرنش برحسب جابجاییپارامترها ,xx zz xz    

 بسامد بی بعد 
  

 بسامد طبیعی
  

 Pcr بار بحرانی كمانش

 n افیال یتوان كسر حجم

 Cij پارامترهاي ماتریس سختی

طول و عرض  راستاي در ها تعداد گره

 شبكه بندي 

Nx ,Ny 

) مربوط به مشتقات مرتبه اول  یوزن بیضرا ) ( )
,

x z

ik jl
A A 

) دوممربوط به مشتقات مرتبه   یوزن بیضرا ) ( )
,

x z

ik jl
B B 
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