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 هاي کليدي واژه  چکيده

یافته و هارمونیک های مربعات دیفرانسیلی تعمیمین تحقیق، بکارگیری روشهدف از ا

باشد. تحلیل های دقیق و سریع در تحلیل خمش صفحات ساندویچی میعنوان روشبه

های جاانیی متتلاو و باا    خمش صفحات ساندویچی تحت شرایط مرزی و بارگذاری

مربعات دیفرانسیلی هارمونیک بر استفاده از دو روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافته و 

اساس دو تئوری کلاسیک و مرتیه اول برشی، انجام شاده اسات. تار یر ناهمساان ردی     

ی قرارگیری الیاف، نسیت ضتامت به طول صفحه، نسیت ضتامت هسته ها، زاویهلایه

افازار متلا    به پوسته بر مسئله خمش مورد مطالعه قرار گرفت. برای حل عددی از نارم 

نتایج عددی بدسات مماده ازدو روش مربعاات دیفرانسایلی      ده شده است. مقایسهاستفا

یافته و هارمونیک با نتایج موجود در تحقیقات گذشته نشاان از دقات، تواناایی و    تعمیم

هاا،  نرخ هم رایی خوب این دو روش دارد. سرعت بالا و دقت بسیارخوب ایان روش 

دهاد. باا اساتفاده از    مسائل پیچیده نشاان مای  ها را به ویژه در حل اهمیت استفاده از من

روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافته نشان داده شد که با افزایش نسیت ناهمساان ردی  

یاباد. در بررسای زاویاه    ها مقدار تغییر مکان ماکزیمم جانیی صافحه کااهش مای   پوسته

قرارگیاری  ی قرارگیری الیاف مشتص شد که مقدار تغییر مکان بدست ممده، به زاویه

الیاف بست ی دارد. نسیت ضتامت هسته به پوسته ماورد یررسای قارار گرفات و نشاان      

تغییار مکاان مااکزیمم صافحه      داده شد که با افزایش نسیت ضتامت هسته باه پوساته،  

هاد  دهای متتلفی استفاده شده است کاه نشاان مای   یابد. همچنین بارگذاریکاهش می

 بارگذاری خاصی نیست.استفاده از این روش محدود به نوع 

صفحات ساندویچی، خماش ور،، روش  

یافتااه، روش مربعااات دیفرانساایلی تعماایم 

مربعاات دیفرانسایلی هارمونیاک، تئاوری     

 .اول تغییرشکل برشی مرتیه
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 مقدمه -1

استفاده گسترده و روز افزون از مواد مرک  در چند دهه اخیر 

ن رقییی جدی های قیلی را در مورد این مواد به عنوابینیپیش

محقق کرد. خواص مناس ، که بطور  9برای مواد هم ن

های بالای مقاومت به وزن، سفتی به وزن و نیز عمده در نسیت

خواص ویژه و ممتاز محیطی همچون مقاومت در مقابل 

شوند از جمله علل خوردگی و دماهای بسیار بالا خلاصه می

دارا  علتمحیوبیت این مواد است. صفحات ساندویچی به

بودن خواص عالی مانند نسیت استحکام به وزن بالا، قابلیت 

خوب جذب انرژی و صدا و هزینه غالیاً پایین تولید، بازده 

. این صفحات در مواردی که پایین ]9[ساختاری بالایی دارند 

بودن وزن اهمیت زیادی دارد مانند خدمات شهری، صنایع 

-ر بکار برده میهوافضا و صنایع دریایی و چند زمینه دی 

ساندویچی در حقیقت از دو بتش اصلی  شوند. ساختارهای

و معمولاً  سیکمیانی که  هتشکیل شده است: نتست هست

های واقع در دو طرف هسته که  دی ری پوستهو  حجیم است

میانی از جنس  یهقوی و معمولاً نازك هستند. معمولاً هست

اقع در دو طرف های و باشد و پوسته فوم یا لانه زنیوری می

الیاف شیشه یا الیاف طییعی، ساخته  مواد مرک هسته از 

 شوند. می

 91ها در قرن های چشم یر در مورد رفتار ور،اولین بررسی

گرفته است، که توسط افرادی چون ناویر، کیرشهو و  انجام

معادله خیز  9121. لاگرانژ و ناویر در سال ]2[لوی ارائه شد 

ار گسترده عمود بر میان صفحه را به جانیی ور، تحت ا ر ب

صورت تحلیلی مورد بررسی قرار دادند و یک رابطه مستقیم 

. موریس لوی یک روش ]3[برای خیز صفحه بدست موردند 

تحلیلی مستقیم برای حل مسئله خمش صفحات مستطیلی 

. در ]4[باشد هم ن ارائه داد که به روش لوی معروف می

های متتلفی روبرو با تئوری بررسی رفتار صفحات معمولاً

                                                           
1 - Isotropic materials 

-( میCLPT) هاهستیم. اولین تئوری، تئوری کلاسیک لایه

باشد که تنها برای صفحات نازك مناس  است و اولین بار 

توسط تسای برای تعیین ستتی مواد لایه لایه مورد استفاده 

قرار گرفت. وادوپس و اشتون روش انرژی ریتز را برای تعیین 

ی، فرکانس و بار کمانشی استاتیکی تغییر مکان استاتیک

لایه تحت بار جانیی و فشار محوری ارائه صفحات لایه

و ردی و  ]7[، برت و چن]6[. وایتنی و پاگانو]5[دادند

های عددی و تحلیلی و با استفاده از بر اساس روش ]1[چااو

های استاتیکی، تئوری تغییرشکل برشی مرتیه اول، تحلیل

روی صفحات لایه لایه را ارائه دادند. فرکانسی و کمانشی بر 

نتایج تحلیلی و عددی حاصل از تحلیل کمانش، ارتعاشات 

مزاد و تنش صفحات مرک  و ساندویچی بر اساس تئوری 

، پاندیا و ]1[های بالاتر توسط کانت تغییرشکل برشی درجه

ارائه شده است.  ]95[، کانت و مانجوناتا ]91-94[کانت

تحلیل خمش صفحات  ]96[نش سوممیناتان و همکارا

ساندویچی را بر مینای تئوری تغییرشکل برشی مرتیه بالاتر و 

 با استفاده از روش فوریه انجام داد.

باشد که روش مربعات دیفرانسیلی، یک تکنیک عددی می

های عددی مانند المان های اخیر جای زین روشدر سال

شده  محدود و تفاضل محدود برای حل مسائل شرایط مرزی

و بلمن و  ]97[است. این روش توسط بلمن وکستی 

به عنوان یک روش دقیق و با محاسیات  ]91[همکارانش 

ای غیرخطی با شرایط ساده برای حل معادلات دیفرانسیل پاره

اولین بار از روش  ]91[مرزی ارائه شد. برت و همکارانش 

 مربعات دیفرانسیلی برای مطالعه رفتار دینامیک و استاتیک

 ]21[ساختارها استفاده کردند، سپس توسط برت و مالیک

یک روش  ]29[توسعه و گسترش یافت. چن و همکارانش 

ضرب ماتریسی برای ساده سازی محاسیات و بهیود هم رایی 

پیشنهاد  روش مربعات دیفرانسیلی در حل مسائل غیرخطی

از این روش برای حل مسائل مقدار  ]22[کردند. چن و تاناکا 
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های نسیت به زمان استفاده کردند. برت در تتمین مشتق اولیه

از روش مربعات دیفرانسیلی برای اولین بار  ]23[و همکارانش

برای تحلیل کمانش صفحات کامپوزیت مستطیلی استفاده 

های بدست ممده از این روش کردند و فهمیدند که جواب

 باشد، به همینای حساس میخیلی به نحوه انتتاب نقاط گره

های جدید برای و روش ]24[بندی غیریکنواخت دلیل گره

. در روش ]21تا  25[بکارگیری شرایط مرزی پیشنهاد شد 

مربعات دیفرانسیلی برای بدست موردن ضرای  وزنی نیاز به 

باشد، از اینرو زمانی که حل یک دست اه معادلات جیری می

یم های دقیقی نتواهای زیاد باشد، جوابتعداد نقاط گره

شو  . روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافته توسط]21[داشت 

سازی برای برطرف کردن این مشکل و ساده ]31[ریچارد 

محاسیات ضرای  وزنی پیشنهاد شد و توسط شو و وانگ 

با موفقیت برای حل مسائل با شرایط مرزی ترکییی با  ]39[

ای زیاد استفاده شد. روش مربعات دیفرانسیلی نقاط گره

یافته هیچ محدودیتی در ارتیاط با نحوه توزیع و تعداد تعمیم

ای ندارد و نیازی به حل دست اه معادلات جیری نقاط گره

باشد، به همین دلیل از برای بدست موردن ضرای  وزنی نمی

این روش برای حل بسیاری از مسائل مهندسی مکانیک 

یلی . در روش مربعات دیفرانس]35تا  32[استفاده شده است

پیشنهاد شد،  ]36[هارمونیک که توسط استریز و همکارانش 

موردن ضرای  وزنی استفاده از توابع هارمونیک برای بدست

شود. از این روش نیز برای تحلیل استاتیکی و دینامیکی با می

. هدف ]41تا  37[شرایط مرزی دلتواه استفاده شده است 

یفرانسیلی های مربعات داین تحقیق مشاهده کاربرد روش

عنوان یک روش عددی کارا برای یافته و هارمونیک بهتعمیم

تحلیل خمش صفحات ساندویچی تحت بارگذاری جانیی 

باشد. معادلات تعادل و شرایط مرزی حاکم بر مسئله می

خمش صفحات ساندویچی به شکل روش مربعات 

های دقیقی در مقایسه دیفرانسیلی تیدیل شد و در نتیجه جواب

قیقات گذشته حاصل شد. همچنین تا یر پارامترهایی با تح

ای، نسیت ضتامت به طول صفحه، گیری رشتهچون جهت

نسیت ضتامت هسته به پوسته بر جابجایی جانیی، مورد 

 مطالعه قرار گرفت.

 معادلات دیفرانسيل حاکم بر خمش -2

شکل کلی مدل جابجایی یک صفحه مستطیلی براساس دو 

به صورت زیر  رشکل برشی درجه اولتغیی کلاسیک و تئوری

 [:49شود]بیان می
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 که:

,0r -1در تئوری کلاسیک:  k  و در تئوری تغییر

,1r 0 شکل برشی مرتیه اول: k باشند.می 

0u ،0v  وw ( 0جابجایی صفحه میانیz در راستای )

و zو  x ،yمحورهای  چرخش عمود بر صفحه میانی  ,

 هستند.  yوxحول محورهای

کرنش در حالت کلی به شکل زیر قابل بیان -روابط تنش

 [:42-43است ]
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0iو  iکه 
 ترتی  چرخش حول محور بهi  و کرنش

و  iصفحه میانی در راستای  
kijQ  ماتریس صلییت کاهش

 باشد.ام می kیافته لایه 

صفحه میانی در روابط  های انحنا و کرنشبیان ماتریسی مولفه

 ( نشان داده شده است:4(و )3)
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           (4)  

 xyNوxN،yNایصفحه نیروهای محوری درون 

و نیروهای برشی  xyMوxM، yMگشتاورهای خمشی 

 شوند:از روابط زیر حاصل می yQو xQعرضی 
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   (5-2)  

( در معادلات فو، به روابط زیر 2با جای ذاری معادلات )

ای، نیروی برشی جانیی و برای نیروی محوری درون صفحه

 گشتاور خمشی خواهیم رسید.

















































































xy

y

x

xy

y

x

xy

y

x

xy

y

x

DDDBBB

DDDBBB

DDDBBB

BBBAAA

BBBAAA

BBBAAA

M

M

M

N

N

N













2

2
0

0

0

662616662616

262212262212

161211161211

662616662616

262212262212

161211161211

 (6-9 )  

















































)1k(
x

w
r

)1k(
y

w
r

AA

AA

Q

Q

55s45s

45s44s

x

y  (6-2)                 

در  bو عرض  xدر راستای  aیک صفحه مستطیلی با طول 

گیریم. را در نظر می zدر راستای  hو ضتامت  yراستای 

عادل حاکم بر خمش این صفحه برای دو تئوری روابط ت

کلاسیک و تغییر شکل برشی مرتیه اول به شکل زیر می 

 [.49باشد]

 [:44تئوری کلاسیک ]
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 [:45تئوری تغییر شکل برشی مرتیه اول]
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 (91)  

 شرایط مرزي  -3

های ور، استفاده شده ساده و گیردار در لیه گاهدو نوع تکیه

گاه بر اساس دو است که شرایط مرزی این دو نوع تکیه

( 9تئوری کلاسیک و تغییر شکل برشی مرتیه اول در جدول )

 مورده شده است.

ک و هاي مربعات دیفرانسيلي هارمونيروش -8

 یافتهتعميم

، تقری  روش مربعات u(x)تابع تک بعدی با در نظر گرفتن

ای امین نقطه گره iدر  uدیفرانسیلی برای به مشتق اول 

 [:46صورت زیر می باشد]
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 (99)       

که  ix xu مشتق اول xu نسیت بهx در
ix  وn  تعداد

)1(ای است. نقاط گره

ijc  ضرای  وزنی برای مشتق اول می

یافته ضرای  وزنی باشد. در روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم

تابع  شوند وریزی مییابی لاگرانژ پایهبر اساس روش میان

( 92بر اساس رابطه ) ixدر نقطه  g(x)ای تست چند جمله

 [.46شود]محاسیه می

ni
xMxx

xM
xg

ii

i ,.....2,1
)()(

)(
)(

)1(



 (92)                 

 که:





n

j

jxxxM
1

)()( (93)                                                   





n

ijj

jii xxxM
,1

)1( )()( (94)                                           

در نتیجه، عناصر غیر قطری ماتریس ضرای  وزنی مشتق اول 

 مید:از رابطه زیر بدست می

jifor
xMxx

xM
c

jji

i
ij 




)()(

)(
)1(

)1(
)1( , (95)              

های عناصر غیر قطری ماتریس ضرای  وزنی برای مشتق

 بالاتر را می توان از رابطه برگشتی زیر بدست مورد:

njinmji

xx

c
ccmc

ji

m

ij

ij

m

ii

m

ij

....2,1,1,....2

)1(

)1()1()(
























,    (96)            

عناصر قطری ماتریس ضرای  وزنی نیز از رابطه زیر بدست 

 مید:می

1,...2,1,,....2,1
1,1

)()(  


nmnicc
n

jj

m

ij

m

ii
       (11)  

 

برخلاف روش مربعات دیفرانسيلی تعميم یافته که از توابع 

شود، در روش مربعات دیفرانسيلی ای استفاده میچندجمله

تریس هارمونيک از توابع تست هارمونيک برای تخمين ما

 شود و ضرایب وزنی مشتق اولضرایب وزنی بهره گرفته می

 [.71آید]در این روش با استفاده از رابطه زیر بدست می

 

های ساده و گيردار بر اساس (: شرایط مرزی صفحه برای لبه1جدول)
 های کلاسيک و تغيير شکل برشی مرتبه اولتئوری

تئوري تغيير شکل 

 برشي مرتبه اول
  کتئوري كلاسي 

y= 0 , b x= 0 , a  y= 0 , b x= 0 , a  

0

0

0









yM

w 

0

0

0









xM

w 
 0

0





yM

w 
0

0





xM

w ی ساده لبه

(S) 

      

0

0

0











w 

0

0

0











w 
 0

0








y

w

w 

0

0








x

w

w ی بهل

 گيردار

(C) 

 

























nji

jic

ji
xxxP

xP

c n

jj

ij

jij

i

ij ...2,1,
2/)(sin)(

)()2/(

1,1

)1(

)1(




 (11)    

 که:

n,.....,2,1jfor
2

xx
sin)x(P

N

ij,1j

ji

i 
















 



(11)              

همچنين ماتریس ضرایب وزنی برای مشتق دوم، سوم و 

 باشد.چهارم به صورت زیر می

 (22 )

n,.......2,1j,i,
2

xx
ncotc2cc

ji)1(
ii

)1(
ij

)2(
ij 

























 
 

  

(21)                  




n

1k

)2(
kj

)2(
ik

)4(
ij

n

1k

)2(
kj

)1(
ik

)3(
ij ccc;ccc 

بندی استفاده شده سه روش برای شبکه در این تحقيق از

 است.

ای با فواصل مساوی از هم ( در روش وانگ نقاط گره1

شوند و معمولاً این روش کمتر مورد استفاده قرار انتخاب می

 گيرد.می

n,..,2,1ifor
1n

)1i(
x i 




 (22)                                

 

ه عنوان ای جانگ بهای چند جمله( در این روش از ریشه2

ای در نزدیکی مرزها شود. نقاط گرهای استفاده مینقاط گره

[ .71گيرند]با فاصله کمتری از هم قرار می
 

 (23)                 
2,......,4,3

1

)1(

1,1,,0 121







 

nifor
n

i
x

xxxx

i

nn xx
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 [71و21لوباتو]-گوس-بندی چبيشف( شبکه3

(27)                                        
 n,......,2,1ifor

)
1n

1i2
cos(1

2

1
x i


















 

ازنویسی معادلات و شرایط مرزی به فرم مربعات دیفرانسيلی ب

 در پيوست آورده شده است.

 نتايج  -4

هایی عددی از صفحات مرکب و در این بخش مثال

ساندویچی برای تحليل خمش ارائه شده است و نتایج به 

افزار متلب و بر اساس کمک یک برنامه کامپيوتری با نرم

یافته و هارمونيک بدست يمروش مربعات دیفرانسيلی تعم

 آمدند.

 سرعت همگرايي  -4-1

  بندی،برای بررسی سرعت همگرایی و انتخاب بهترین شبکه

)ap/(Ewh100w((تغيير مکان جانبی بدون بعد  4
022

3 

(a/2,b/2)نقطه مرکزی
 

یک صفحه ساندویچی با 

 خصوصيات هندسی و مکانيکی زیر بررسی خواهد شد.

( 2افيت اپکسی( و هسته در جدول )ها )گرخصوصيات پوسته

 ارائه شده است.

 ی انتخاب شدهها و هسته( خصوصيات پوسته2جدول )

 كميت هاخصوصيات پوسته خصوصيات هسته

)109.6(1000 3Gpapsi 
 

)131(1019 6 Gpapsi
 

11E 

)109.6(1000 3Gpapsi 
 

)34.10(105.1 6 Gpapsi
 

22E 

)109.6(1000 3Gpapsi 
 

)34.10(105.1 6 Gpapsi
 

33E 

)1045.3(500 3Gpapsi 
 

)895.6(101 6 Gpapsi
 

12G 

)1045.3(500 3Gpapsi 
 

)205.6(109.0 6 Gpapsi
 

13G 

)1045.3(500 3Gpapsi 
 

)895.6(101 6 Gpapsi
 

23G 

0 22.0 12 

0 22.0 13 

0 49.0 23 

 

4همچنين 
h

a  4و
f

c

t

t  و بار اعمالی به صورت سينوسی

)
b

y
sin()

a

x
sin(p)y,x(P 0


 .در نظر گرفته شده است

 ها نيز به صورتآرایش زاویه قرارگيری الياف در لایه

)30,30,,30,30(  Core باشد.می 

یی روش مربعات دیفرانسيلی نتایج مربوط به مطالعه همگرا

 (CCCC)تعميم یافته و هارمونيک برای شرط مرزی گير دار

( آمده است . همانطور که از نتایج جدول 3در جدول )

مشخص می باشد سرعت همگرایی )چهار رقم اعشار( در هر 

شو وریچارد از دو شبکه دیگر  دو روش برای شبکه ناهمگن

همگرایی مورد  13*13سریعتر است و تقریباً با یک شبکه 

های با استفاده از این شبکه با تعداد گره آید.نظر بدست می

-کم نتایج خوب و دقيقی نسبت به دو شبکه دیگر بدست می

آید. بدین ترتيب با توجه به سرعت همگرایی و دقت نتایج 

از این شبکه برای گره  شبکه ناهمگن شو وریچارد در ادامه

 تفاده خواهد شد.بندی صفحه در تحليل خمش اس

(: مطالعه همگرایی روش مربعات دیفرانسيلی تعميم یافته و 3جدول)

 CCCCهارمونيک با استفاده از سه نوع شبکه با شرایط مرزی 

w تعداد گره ها روش شبکه بندی  

GDQ HDQ 

  FSDT CLPT FSDT CLPT 

 شبکه یکنواخت

5×5  1125/2  2111/2  1121/2  2117/2  

1×1  2231/2  2113/2  2231/2  2117/2  

1×1  2322/2  2111/2  2322/2  2111/2  

11×11  2211/2  2111/2  2211/2  2111/2  

13×13  2217/2  2121/2  2217/2  2121/2  

15×15  2217/2  2121/2  2217/2  2121/2  

      

 شبکه جانگ

5×5  1122/2  2111/2  1121/2  2115/2  

1×1  2112/2  2113/2  2111/2  2117/2  

1×1  2715/2  2111/2  2715/2  2111/2  

11×11  2217/2  2111/2  2217/2  2111/2  

13×13  2217/2  2121/2  2217/2  2121/2  

15×15  2217/2  2121/2  2217/2  2121/2  

      

شو وریچارد شبکه  

5×5  1122/2  2111/2  1125/2  2117/2  

1×1  2112/2  2115/2  2112/2  2111/2  

1×1  2715/2  2115/2  2715/2  2115/2  

11×11  2217/2  2121/2  2217/2  2121/2  

13×13  2217/2  2121/2  2217/2  2121/2  

15×15  2217/2  2121/2  2217/2  2121/2  
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 هااثر ناهمسانگردي پوسته -4-2

نقطه  ها بر روی تغيير مکان بدون بعداثر ناهمسانگردی پوسته

)ap/(Ewh100w(مرکزی صفحه  4
022

3ون و تنش بد

 xبعد در نقطه مرکزی سطح بالایی و پایينی در راستای 

))/(( 2
0

2 aphxx    برای سه نوع شرط مرزی ، ساده

(SSSS)  گيردار ،(CCCC) گيردار-و ساده (SCSC)  مورد

  تحليل و بررسی قرار داده شده است.

(: مطالعه همگرایی اثر ناهمسانگردی پوسته ها بر روی تغيير 7جدول)

)ap/(Ewh100w(ون بعد نقطه مرکزی صفحهمکان بد 4
022

3 

 E1/E2 شرایط مرزی
w  

 هسته نوع دوم هسته نوع اول

  FSDT CLPT FSDT CLPT 

SSSS 

1 1335/5  1111/5  1522/2  1111/2  

5 1171/5  2571/3  1122/1  1521/1  

12 2512/2  2125/2  3222/1  2115/1  

15 1212/1  5713/1  2122/1  2553/1  

22 3171/1  2111/1  1222/2  1172/2  

25 1172/1  2217/1  1212/2  1155/2  

      

CCCC 

1 2122/2  2722/2  1112/2  1112/2  

5 1122/1  1112/2  5712/2  5712/2  

12 2722/1  1222/2  7212/2  3122/2  

15 1322/5  272/7  3525/2  3272/2  

22 1322/7  1222/3  2132/2  2172/2  

25 1122/7  5722/2  2312/2  2112/2  

      

SCSC 

1 7773/3  3125/3  7315/3  2525/3  

5 1122/1  1112/1  1772/2  1252/2  

12 2531/1  1152/2  1312/2  5122/2  

15 1512/2  1312/2  5212/2  7112/2  

22 1212/2  7112/2  7212/2  3112/2  

25 1112/2  7212/2  3112/2  3322/2  

مشخص است انطباق خوبی  (5 و 7) ولاهمانطور که درجد

بين نتایج تئوری کلاسيک و تئوری تغيير شکل برشی مرتبه 

اول وجود دارد. این تطابق به دليل ضخامت کم )نازک 

باشد و این نتایج بر مناسب بودن( صفحه مورد بررسی می

گذارد . بودن تئوری کلاسيک برای صفحات نازک صحه می

ل مشاهده دیگر از جداول مذکور این است که نکته قاب

ها مقدار تغيير مشخصاً با افزایش نسبت ناهمسانگردی پوسته

صفحه کاهش  xتنش در راستای  مکان ماکزیمم جانبی و

20E/E یابد که شيب تغييرات آن تا نسبتمی 2211  تند می-

 باشد و پس از آن شيب کمتری خواهد گرفت.

لعه همگرایی اثر ناهمسانگردی پوسته ها بر روی تنش (: مطا5جدول)

))/(( xبدون بعد نقطه مرکزی صفحه در راستای 2
0

2 aphxx   

E1/E2 x شرایط مرزی  
 هسته نوع دوم هسته نوع اول

  FSDT CLPT FSDT CLPT 

SSSS 

1 3111/2  3111/2  1312/2  1313/2  

5 2231/2  2233/2  1232/2  1232/2  

12 1215/2  1211/2  2111/2  2111/2  

15 2151/2  2157/2  2153/2  2153/2  

22 2151/2  2157/2  2553/2  2553/2  

25 2122/2  2127/2  2711/2  2712/2  
      

CCCC 

1 1112/2  2272/2  2125/2  2121/2  

5 2115/2  2111/2  2711/2  2531/2  

12 2575/2  2511/2  2311/2  2311/2  

15 2311/2  2721/2  2211/2  2327/2  

22 2211/2  2311/2  2231/2  2252/2  

25 2273/2  2251/2  2232/2  2212/2  
      

SCSC 

1 2352/2  2322/2  2133/2  2127/2  

5 1122/2  1252/2  2513/2  2517/2  

12 2112/2  2121/2  2723/2  2717/2  

15 2522/2  2712/2  2331/2  2321/2  

22 2721/2  2371/2  2211/2  2211/2  

25 2331/2  2215/2  2271/2  2231/2  

 تأثير زاويه قرارگيري الياف -4-3

ازآنجائيکه زاویه قرارگيری الياف و آرایش آنها بر روی 

، ماتریس سختی  (D)های ماتریس سختی خمشیدرایه

 (B)خمش  -و ماتریس کوپلينگ کشش (A)فشاری -کششی

ها نيز در معادلات ریسهای این ماتتاثير مستقيم دارد و درایه

حاکم بر خمش صفحات ساندویچی وجود دارند، از اینرو 

ها بر خمش بررسی تاثير زاویه قرارگيری الياف در لایه

 رسد .ضروری و لازم به نظر می

بدین منظور صفحه ساندویچی با مشخصات مکانيکی و   

شود، هندسی ذکر شده در ابتدای این بخش در نظر گرفته می

تفاوت که در این مطالعه از دو آرایش زیر استفاده شده  با این

 است .

 نوع اول )پادمتقارن( :

)////////(   Core 
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 نوع دوم )متقارن( :

)////////(  Core 

( به ترتيب نحوه تغييرات تغيير مکان نقطه 7( تا )1های )شکل

مرکزی صفحه بر حسب زاویه قرارگيری الياف را برای 

و بر اساس  CCCSو  SSSS ،CCCC  ،SCSCرزی شرایط م

دو تئوری کلاسيک و تغييرشکل برشی مرتبه اول برای دو 

نوع آرایش ذکر شده نمایش می دهند. همانگونه که از شکل 

های مذکور نمایان است در کليه شرایط مرزی، مقدار تغيير 

مکان بدست آمده از تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول، در 

درجه مقدار مينيمم دارد و مقدار  75رگيری زاویه قرا

و  2در زاویه  CCCCو  SSSSماکزیمم آن در شرایط مرزی 

 CCCSو SCSCدرجه اتفاق می افتد. در شرایط مرزی  12

افتد. نکته اتفاق می 2و  12مقدار ماکزیمم به ترتيب در زاویه 

ها این است که در کليه قابل برداشت دیگر از این شکل

ی مقدار تغيير مکان حاصله از تئوری تغيير شکل شرایط مرز

باشد. مرتبه اول، در آرایش نامتقارن کمتر از نوع متقارن می

تفاوت زیاد نتایج مربوط به تئوری کلاسيک در مقایسه با 

نتایج تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول به علت ضخيم بودن 

 صفحه مورد بررسی می باشد.

 
با زاویه  w)(کان جانبی نقطه مرکزی صفحهتغييرات تغيير م (1)شکل

  SSSSقرارگيری الياف تحت شرایط مرزی

 

 
بر حسب w)(تغييرات تغيير مکان جانبی نقطه مرکزی صفحه (2)شکل

  CCCCزاویه قرارگيری الياف تحت شرایط مرزی

 
بر حسب w)(صفحه تغييرات تغيير مکان جانبی نقطه مرکزی (3)شکل

 SCSCزاویه قرارگيری الياف تحت شرایط مرزی

 
بر حسب w)(تغييرات تغيير مکان جانبی نقطه مرکزی صفحه( 7)شکل

  CCCSزاویه قرارگيری الياف تحت شرایط مرزی

 اثر نسبت ضخامت هسته به پوسته -4-4

در صفحات ساندویچی تاثير ها مقدار ضخامت هسته و پوسته

زیادی بر روی خمش اینگونه صفحات دارد. در این بخش به 

پردازیم. بررسی تاثير این پارامتر هندسی بر روی خمش می

ی ساندویچی مربعی با خصوصيات زیردر جدول یک صفحه
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هسته به پوسته نزدیک  خصوصيات.گيریمرا در نظر می 1

تقویت  2ت به جدول شده و هسته به طور قابل توجهی نسب

 شده است.

 ی انتخاب شدهها و هسته( خصوصيات پوسته1جدول )

 كميت خصوصيت پوسته خصوصيت هسته

Gpa 13/123                      Gpa  111                   
11E 

Gpa 13/123                       Gpa 3/12                   
22E 

Gpa 13/123                       Gpa 3/12                   
33E 

  32/2                               21/2     
12 

Gpa 52                          Gpa  11/1                   
12G 

3130 mkg / 

 نوع آرایش و نوع بار:
)0,0,,0,0( Core 

)
b

y
sin()

a

x
sin(p)y,x(P 0


 

( نحوه تغييرات ماکزیمم تغيير مکان بدون 1( تا )5های )شکل

های مختلف ضخامت هسته بعد صفحه مورد نظر برای نسبت

به ترتيب برای شرایط  (h/a)های مختلف به پوسته و نسبت

ا روش مربعات را ب CCCS ,SCSC ,CCCC ,SSSSمرزی 

دیفرانسيلی تعميم یافته و بر اساس تئوری تغييرشکل برشی 

 مرتبه اول نشان می دهند.

قابل برداشت می باشد  (1تا  5)های همانگونه که از شکل

fc برای کليه شرایط مرزی با افزایش نسبت h/h  تغيير مکان

 یابد .ماکزیمم صفحه کاهش می

 

 
اثر تغيير نسبت ضخامت هسته به پوسته بر ماکزیمم تغيير مکان  (5)شکل

  SSSSبرای شرایط مرزی  w)(بدون بعد صفحه

 

 
اثر تغيير نسبت ضخامت هسته به پوسته بر ماکزیمم تغيير مکان ( 1) شکل

 CCCCبرای شرایط مرزی  w)(بدون بعد صفحه

 
يير نسبت ضخامت هسته به پوسته بر ماکزیمم تغيير مکان اثر تغ (1)شکل

  SCSCبرای شرایط مرزی  w)(بدون بعد صفحه

 
اثر تغيير نسبت ضخامت هسته به پوسته بر ماکزیمم تغيير مکان ( 1)شکل

  CCCSبرای شرایط مرزی  w)(بدون بعد صفحه

 تأثير نوع بارگذاري -4-5

های قبل مواردی که مورد بررسی قرار گرفت در بخش

همگی تحت شرایط بارگذاری سينوسی بود، با توجه به اینکه 
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افزار متلب بر اساس روش مربعات برنامه نوشته شده با نرم

دیفرانسيلی قابليت بررسی خمش صفحات ساندویچی تحت 

هرگونه شرایط بارگذاری را دارد، در این بخش شکل 

یافته صفحات ساندویچی تحت شرایط بارگذاری تغييرشکل 

دادن مختلف نمایش داده شده است. هدف از این بخش نشان

و  دیفرانسيلی تعميم یافته اتمربعقابليت روش عددی 

در حل مسئله خمش صفحات ساندویچی تحت  هارمونيک

( 1های )باشد. در شکلشرایط مرزی و بارگذاری مختلف می

ی تغيير شکل و چرخش عمود بر بعدسه نمودار (11تا )

),( yو  xصفحه ميانی حول محور   را برای شرایط مرزی

SSSS  وCCCC دهند.های زیر نمایش میتحت بارگذاری   

 بارگذاری گسترده یکنواخت-1

0p)y,x(p   

 بارگذاری متمرکز-2

2/by2/axatp)y,x(p 0   

 بار گذاری تابعی-3

1y01x0)1y2x2xy(p)y,x(p 0   

 بررسي صحت نتايج -4-6

به منظور صحت سنجی نتایج عددی بدست آمده از روش 

، این مقادیر با  و هارمونيک دیفرانسيلی تعميم یافته بعاتمر

[ مقایسه شده است. بدین منظور صفحه 11نتایج موجود ]

 توصيف شده در بخش قبل در نظر گرفته شده است. 

طالعه، یک صفحه متقارن مربعی صفحه ساندویچی مورد م

است که آرایش زاویه قرارگيری الياف در لایه ها به صورت 

)0,90,,90,0( Core باشد و تحت بارگذاری جانبی می

 سينوسی به شکل رابطه زیر قرار گرفته است.

)
b

y
sin()

a

x
sin(p)y,x(P 0


 

( ارائه شده 1ها درجدول )و هسته مشخصات مکانيکی پوسته

 است.

 
نمودار سه بعدی تغييرشکل نرمال، چرخش عمود بر صفحه  (1)شکل

تحت بارگذاری یکنواخت و با شرایط مرزی  yو  xميانی حول محور 

CCCC 

 
نمودار سه بعدی تغييرشکل نرمال، چرخش عمود بر صفحه  (12)شکل

تحت بارگذاری متمرکز و با شرایط مرزی  yو  xميانی حول محور 

CCCC 

 
سه بعدی تغييرشکل نرمال، چرخش عمود بر صفحه  نمودار (11)شکل

 CCCCتحت بارگذاری تابعی و با شرایط مرزی  yو  xميانی حول محور 
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 ی انتخاب شدههاو هسته ( خصوصيات پوسته1جدول )

  مشخصه

50,40,30,20,10,3,1
22

11 
E

E
 

 پوسته
6.0

22

13

22

12 
E

G

E

G 

5.0
22

23 
E

G 

25.012  

  

GpaEEE 02.0332211  

 )نوع اول(  هسته
GpaGG 146.01312  

GpaG 0904.023 
 

25.012  

  

GpaE 63.103  

 هسته )نوع دوم(
GpaG 50 

32.0 
3/130 mkg 

05.0 همچنين
a

h  و
10

f

c

h

h وhhh cf 4  در نظر گرفته

 شده است. 

( به ترتيب نتایج مربوط به تحليل خمش 1( و )1در جداول )

fcبرای مقادیر مختلف h/h و  با فرض تئوری تغيير شکل

ه اول ارائه شده است. در این جداول ميزان تغيير برشی مرتب

100)/(مکان نرمال نقطه مرکزی صفحه  4

022

3 apEwhw   و

ap/(h(تنش بدون بعد  2
0

2
xx  مرکزی  یدر نقطه

های حاصله از روش xسطح بالایی و پایينی در راستای 

با شرایط مرزی  مربعات دیفرانسيلی تعميم یافته و هارمونيک

[ و ناویر بيان 11در مقایسه با نتایج سوآميناتان ] (SSSS)ده سا

 شده است.

( نمایان است، نتایج بدست 1( و )1همانطور که از جداول )

های مربعات دیفرانسيلی با نتایج سوآميناتان و آمده از روش

همکارانش همخوانی دارد و این نشان از دقت و درستی نتایج 

 ن تحقيق دارد.های مورد استفاده در ایروش

 

 

 

)/((: تاثير نسبت ضخامت هسته به پوسته1جدول ) fc hh  صفحه ساندویچی مربعی با

و مقایسه نتایج  با فرض تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول SSSSشرایط مرزی 

 بدست آمده از روش مربعات دیفرانسيلی تعميم یافته و هارمونيک با نتایج موجود

x  w  مرجع 
fh

ch  

2113/2  5511/2  GDQ 

7 
2113/2  5511/2  HDQ 

2123/2  5111/2  [11سوآميناتان ] 

2113/2  5511/2  ناویر 

7111/2  1117/7  GDQ 

12 
7111/2  1117/7  HDQ 

7112/2  1711/7  [11سوآميناتان ] 

7111/2  1117/7  ناویر 

1111/2  1513/1  GDQ 

22 
1111/2  1513/1  HDQ 

1171/2  1133/1  [11سوآميناتان ] 

1111/2  1513/1  ناویر 

1252/1  3111/22  GDQ 

52 
1252/1  3111/22  HDQ 

1152/1  5151/22  [11سوآميناتان ] 

1252/1  3111/22  ناویر 

5211/3  2113/31  GDQ 

122 5211/3  2113/31  HDQ 

7511/3  1231/31  [11وآميناتان ]س 

5211/3  2113/31   ناویر 

),,,,( )(های تاثيرزاویه قرارگيری لایه (:1جدول )   core صفحه

با فرض تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول  SSSSساندویچی مربعی با شرایط مرزی 

یافته و هارمونيک با  و مقایسه نتایج بدست آمده از روش مربعات دیفرانسيلی تعميم

 نتایج موجود

x  w  منبع   
7255/2  1113/2  GDQ 

15 
7255/2  1113/2  HDQ 

3151/2  2135/3  [11سوآميناتان ] 

7255/2  1113/2  ناویر 

2113/2  5511/2  GDQ 

32 
2113/2  5511/2  HDQ 

2123/2  5111/2  [11سوآميناتان ] 

2113/2  5511/2  ناویر 

2212/2  7172/2  GDQ 

75 
2212/2  7172/2  HDQ 

2113/2  7721/2  [11سوآميناتان ] 

2212/2  7172/2  ناویر 

1111/2  5511/2  GDQ 

12 
1111/2  5511/2  HDQ 

1512/2  5111/2  [11سوآميناتان ] 

1111/2  5511/2  ناویر 

1325/2  1113/2  GDQ 

15 
1325/2  1113/2  HDQ 

1211/2  2135/3  [11سوآميناتان ] 

1325/2  1113/2  ناویر 
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 گيري  نتيجه -5

در این تحقيق از دو روش عددی مربعات دیفرانسيلی تعميم 

یافته و هارمونيک برای تحليل خمش صفحات ساندویچی 

های تحت شرایط مرزی ترکيبی )ساده و گيردار(، بارگذاری

دو تئوری کلاسيک و تغيير شکل برشی  مختلف و با فرض

همانگونه که در بخش نتایج نشان داده  مرتبه اول استفاده شد.

شد، دو روش عددی مربعات دیفرانسيلی دارای سرعت 

تا  13*13همگرایی خوبی بودند و نتایج حداقل با یک شبکه 

شود. مقایسه نتایج حاصله با نتایج چهار رقم اعشار همگرا می

حقيقات گذشته نشان از درستی و دقت نتایج موجود در ت

آمده از روش مربعات دیفرانسيلی تعميم داشت. نتایج بدست

یافته با نتایج روش مربعات دیفرانسيلی هارمونيک همخوانی 

خيلی خوبی دارد. تئوری کلاسيک تنها برای صفحات نازک 

نتایج قابل قبولی ارائه می دهد ولی در مقابل با فرض تئوری 

رشکل برشی مرتبه اول نتایج درستی برای صفحات تغيي

آید. در بررسی تاثير پارامترهای ضخيم و نازک بدست می

ها و ها، زاویه قرارگيری الياف در لایهناهمسانگردی لایه

 نسبت ضخامت هسته به پوسته نتایج زیر حاصل شد.

ها، ماکزیمم تغيير مکان با افزایش ناهمسانگردی لایه -1

 کليه شرایط مرزی کاهش می یابد. صفحه برای

در کليه شرایط مرزی مقدار تغيير مکان ماکزیمم حاصله  -2

از تئوری تغيير شکل مرتبه اول، در آرایش نامتقارن کمتر از 

 نوع متقارن می باشد.

با فرض تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول برای تمامی  -3

شرایط مرزی با افزایش نسبت ضخامت هسته به 

)/(هپوست fc hh .تغيير مکان ماکزیمم صفحه کاهش می یابد 

 علائم فهرست

a   اندازه صفحه در جهتx 

b   اندازه صفحه در جهتy 

h  ضخامت صفحه 

hf  هاضخامت پوسته 

hc  ضخامت هسته 

N  هاتعداد کل لایه 

nx  ای در جهت تعداد نقاط گرهx 

ny  ای در جهتتعداد نقاط گره y 

A  ماتریس دوام 

D                   ماتریس سفتی خمشی 

iiE                 ضریب الاستيک در راستایi  

ijG                  ضریب برشی در صفحهi-j 

ij
 

 i-jضریب پوآسون در صفحه                 


 

 xچرخش حول محور               


 

 yچرخش حول محور               

w   
 

 تغيير شکل جانبی              


 

 زاویه قرارگيری الياف               

 پيوست الف 

به ترتيب  yو  xای در راستای با فرض اینکه تعداد نقاط گره

nx  وny  باشد، نمایش مربعات دیفرانسيلی معادلات تعادل

 باشد.( به شکل زیر می1-12حاکم بر مسئله خمش )معادلات

 معادله تعادل بر اساس تئوری کلاسيک: -

 

yxji

ik

n

1k

)4(
jk22

n

1k

n

1m

km
)3(

jm
)1(

ik26

n

1k

n

1m

km
)2(

jm
)2(

ik6612

km

n

1k

n

1m

)1(
jm

)3(
ik16kj

n

1k

)4(
ik11

n,...,1j;n,....,1i0)y,x(p

WcDWccD4

Wcc)D2D(2

WccD4WcD

yx y

x y

x yx















 

 

 

(1-)الف   

 

 معادلات تعادل بر اساس تئوری تغييرشکل برشی مرتبه اول -
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yx

jikm

n

1k

n

1m

)1(
jm

)1(
ik

kj

n

1k

)1(
ikik

n

1k

)1(
jk45kj

n

1k

)2(
ik

kj

n

1k

)1(
ik55ik

n

1k

)2(
jk

n

1k

ik
)1(

jk44

n,.....1jn,.....1i

0)y,x(p)wcc2

cc(A)wc

c(A)wcc(A

x y

xyx

xyy















 





( 2-) الف   

yx

ik

n

1k

)2(
jk66

n

1k

kj
)1(

ikij55

n

1k

kj
)2(

ik16ik

n

1k

)2(
jkij45

n

1k

n

1m

km
)1(

jm
)1(

ik6612

n

1k

ik
)2(

jk26

km

n

1k

n

1m

)1(
jm

)1(
ik16kj

n

1k

)2(
ik11

n,........,1j;n,.......,1i

0cD)wc(A

cD)wc(A

cc)DD(cD

ccD2cD

yx

xy

x yx

x yx























 

 

( 3-) الف   

yx

n

1k

kj
)1(

ikij45

n

1k

kj
)2(

ik16ik

n

1k

)2(
jkij44

n

1k

n

1m

km
)1(

jm
)1(

ik6612

n

1k

ik
)2(

jk26

km

n

1k

n

1m

)1(
jm

)1(
ik26ik

n

1k

)2(
jk22

n,........,1j;n,.......,1i

0)wc(A

cD)wc(A

cc)DD(cD

ccD2cD

x

xy

x yx

x yy























 

 

  (7-)الف 

 پيوست ب 

نمایش مربعات دیفرانسيلی شرایط مرزی مختلف که در 

 باشد.( آورده شده است به شکل زیر می1جدول )

 (:xکلاسيک )ثابت= گاه ساده بر اساس تئوریلبه با تکيه -

      (1- ب)

 

yx

n

1k

n

1m

km
)1(

jm
)1(

ik16

ik

n

1k

)2(
jk12kj

n

1k

)2(
ik11

ij

n,........,1j,n,1i

0wccD2

wcDwcD

,0w:a,0x

x y

yx













 



 
 (:yکلاسيک )ثابت= گاه ساده بر اساس تئوریلبه با تکيه -

      (2- ب) 

yy

n

1k

n

1m

km
)1(

jm
)1(

ik26

ik

n

1k

)2(
jk22kj

n

1k

)2(
ik12

ij

n,1j,n,........,1i

0wccD2

wcDwcD

,0w:b,0y

x y

yx













 



 

 (:xکلاسيک )ثابت= گاه گيردار براساس تئوریلبه با تکيه -

(3- ب)
yx

n

1k

kj
)1(

ik

ij

n,.......,1j,n,1i0wc

,0w:a,0x

x






 

 

 (:yکلاسيک )ثابت= گاه ساده بر اساس تئوریلبه با تکيه -

  (7- ب) 
 yx

n

1k

ik
)1(

jk

ij

n,1j,n,,.........1i0wc

0w:b,0y

x






 

     

گاه ساده بر اساس تئوری تغييرشکل برشی مرتبه لبه با تکيه -

 (:xاول )ثابت=

 (5- ب) 

yx

n

1k

)1(
ikik

n

1k

)1(
jk66

ik

n

1k

)1(
jk26

n

1k
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)1(

ik16
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n

1k

)1(
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1k
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n
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n,........,1j,n,1i

0)cc(D

cDcD
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0,0)cc(D

cDcD

0w:a,0x

xy

yx

xx

yx





























 
گاه ساده بر اساس تئوری تغييرشکل برشی مرتبه لبه با تکيه -

 (:yاول )ثابت=
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  (1-)ب  

 

xy

n

1k

)1(
ikik

n

1k

)1(
jk66

ik

n

1k

)1(
jk26

n

1k

kj
)1(

ik16

ijkj

n

1k

)1(
ik

n

1k

ik
)1(

jk26

ik

n

1k

)1(
jk22kj

n

1k

)1(
ik12

ij

n,........,1i,n,1j

0)cc(D

cDcD

or

0,0)cc(D

cDcD

0w,:b,0y

xy

yx

xx

yx





























 

 

 مراجع

 [1] Pandit M.K., Singh B.N., Sheikh A.H., Buckling 

of laminated sandwich plates with soft core 

based on an improved higher order zigzag 

theory, Journal of Thin-Walled Structures, Vol. 

46, 2008, pp. 1183– 1191. 

 [2] Leissa A.W., Review of laminated composites 

plate buckling, Applied Mechanical Rev, Vol. 40, 

1987. 

[3] Levy M., Sur L’equilibrie Elastique d’une Plaque 

Rectangulaire, Compt Rend, Vol. 129, 1899, pp. 

535-539. 

[4] Timoshenko S.P., woinowsky – Krieger.S., 

Theory of plates and shells , 2d ed., McGraw 

Hill, New York, 1959. 

آناليز صفحات لایه لایه مرکب به روش  "، ب،[ هنرجو 5]

differential quadrature " ، 1311، دانشگاه شيراز. 

[6] Whitney J.M., Pagano.N J, Shear deformation in 

heteogeneous anisotropic plates, ASME Journal 

of Applied Mechanical, Vol. 37,1970, pp. 1031-

1036. 

[7] Bert C.W., Chen T.L.C., Effect of shear 

deformation on vibration of antisymmetric angle-

ply laminated rectangular plates, International 

Journal of Solids Structure, Vol. 14, 1978, pp. 

465-473. 

[8] Reddy J.N., Chao W.C., A comparison of closed-

form and finite-element solutions of thick, 

laminated, anisotropic rectangular plates, 

Nuclear Engineering and Design, Vol. 64, 1981, 

pp. 153-167. 

[9] Kant T., Numerical analysis of thick plates, 

Computation and Mathematics Applied 

Mechanical Engineering, Vol. 31, 1982, pp.1–

18. 

 

 

[10] Pandya B science N., Kant T., A consistent 

refined theory for flexure of a symmetric 

laminate, Mechanics Research Communications, 

Vol, 14, 1987, pp.107–113. 

[11] Pandya BN., Kant T., Higher order shear 

deformable theories for flexure of sandwich 

plates –finite element evaluations. International 

Journal of Solids Structures, Vol. 24(12), 1988, 

pp. 1267–86. 

[12] Pandya BN., Kant T., Flexure analysis of 

laminated composites using refined higher order 

C_ plate bending elements Computation and 

Mathematics Applied Mechanical Engineering, 

Vol. 66, 1988, pp. 173–98. 

[13] Pandya BN., Kant T., A refined higher order 

generally orthotropic C_ plate bending element. 

Composite Structures, Vol. 28, 1988, pp. 119–

133. 

[14] Pandya BN., Kant T., Finite element stress 

analysis of laminated composites using higher 

order displacement model, Composite science 

Technology, Vol. 32, 1988, pp. 137–155. 

[15] Kant T., Manjunatha BS., An unsymmetric 

FRC laminate C_ finite element model with 12 

degrees of freedom per node. Eng Comput, Vol. 

5(3), 1988, pp. 300–308. 

[16] Swaminathan K., Patil S.S., Nataraja M.S, 

Mahabaleswara K.S., Bending of sandwich 

plates with anti-symmetric angle-ply face sheets 

– Analytical evaluation of higher order refined 

computational models, Composite Structures, 

Vol. 75, 2006, pp. 114–120. 

 [17] Bellman R., Casti J., Differential quadrature 

and long-term integration, Journal of 

Mathematical Analysis and Applications, Vol. 

34, 1971, pp. 235–238. 
 [18] Bellman R.E., Kashef B.G., Casti J., 

Differential quadrature: a technique for a rapid 

solution of nonlinear partial differential 

equations, Journal Computational Physics, Vol. 

10, 1972, pp. 40–52. 

[19] Bert C.W., S.K. Jang., Striz A.G., Two new 

approximate methods for analyzing free 

vibration of structural components, AIAA 

Journal, Vol. 26, 1988, pp. 612-618.  
 [20] Bert C.W., Malik M., Differential quadrature in 

computational mechanics: a review, Applied 

Mechanical Review, Vol. 49, 1996, pp. 1–27. 

 [21] Chen W., Shu C., He W., Zhong, T., The 

application of special matrix product to 

differential quadrature solution of geometrically 

nonlinear bending of orthotropic rectangular 

plates, Composite Structures, Vol. 74, 2000, pp. 

65–76. 

http://www.sciencedirect.com/science/journal/00936413


 اول/ شماره ششمسال / 1312تابستان فصلنامه علمي پژوهشي مهندسي مکانيک جامدات/

 

51 

 [22] Chen W., Tanaka M.A., Study on time 

schemes for DRBEM analysis of elastic impact 

wave, Computational Mechanics, Vol. 28, 2002, 

pp. 331–338. 

 [23] Bert C.W., Jang S.K., Striz A.G., Nonlinear 

bending analysis of orthotropic rectangular plates 

by the method of differential quadrature. 

Computational Mechanics, Vol. 5, 1989, pp. 

217–226. 

 [24]. Bert C.W., Wang X., Striz, A.G., Differential 

quadrature for static and free vibration analyses 

of anisotropic plates, International Journal of 

Solids Structures, Vol. 30, 1993, pp.1737–1744. 

 [25] Wang X., Bert C.W., A new approach in 

applying differential quadrature to static and free 

vibrational analyses of beams and plates, Journal 

of Sound Vibration, Vol. 162, 1993, pp. 566–

572. 

 [26] Wang X., Gu H., Static analysis of frame 

structures by the differential quadrature element 

method. International Journal Numer 

Mechanical Eng, Vol. 40, 1997, pp. 759–772. 

[27] Wang X., Wang Y., Free vibration analyses of 

thin sector plates by the new version of 

differential quadrature method. Computation and 

Mathematics Applied Mechanical Engineering, 

Vol. 193, 2004, pp. 3957–3971. 

 [28] Wang X., Differential quadrature for buckling 

analysis of laminated plates. Computers and 

Structures, Vol. 57, 1995, pp. 715–719. 

 [29] Civan F., Sliepcevich C.M., Differential 

quadrature for multidimensional problems, 

Journal of Mathematical Analysis and 

Applications, Vol. 101, 1984, pp. 423– 443. 

[30] Shu C., Richards B.E., Application of 

generalized differential quadrature to solve two-

dimensional incompressible Navier-Stoaks 

equations, International Journal for Numerical 

Methods in Engineering, Vol. 15, 1992, pp.791–

798. 

[31] Shu, C., Wang, C.M., Treatment of mixed and 

non-uniform boundary conditions in GDQ 

vibration analysis of rectangular plate, 

Engineering Structures, Vol. 21, 1999, pp.125–

134. 

[32] Du, H., Lim, M.K., Lin, R.M., Application of 

generalized differential quadrature method to 

structural problems, International Journal for 

Numerical Methods in Engineering, Vol. 37, 

1994, pp. 1881–1896. 

[33] Wang, X., Wang, X., Shi, X., Differential 

quadrature buckling analyses of rectangular 

plates subjected to non-uniform distributed in-

plane loadings. Thin-Walled Structures, Vol. 44, 

2006, pp. 837–843. 

[34] Hsu, M.H., Vibration analysis of annular plates 

using the modified generalized differential 

quadrature method, Journal of Applied science, 

Vol. 6(7), 2006, pp. 1591–1595. 

[35] Tornabene, F., Viola, E., A generalized 

differential quadrature solution for laminated 

composite shells of revolution, In, Proceedings 

of 8th World Congress on Computational 

Mechanics. Venice Italy, 2008 

[36] Striz, A.G., Wang, X., Bert, C.W., Harmonic 

differential quadrature method and applications 

to analysis of structural components, Acta 

Mechanical, Vol. 111, 1995, pp. 85–94. 

[37] Liew, K.M., Teo, T.M., Han, J.B., Comparative 

accuracy of DQ and HDQ methods for three 

dimensional vibration analyses of rectangular 

plates, International Journal for Numerical 

Methods in Engineering, Vol. 45, 1999, pp. 

1831–1848. 

[38] Civalek, Ö., Application of differential 

quadrature (DQ) and harmonic differential 

quadrature (HDQ) for buckling analysis of thin 

isotropic plates and elastic columns, Engineering 

Structures, Vol. 26, 2004, pp. 171–186. 

[39] Malekzadeh, P., Karami,G., Polynomial and 

harmonic differential quadrature methods for 

free vibration of variable thickness thick skew 

plates, Engineering Structures, Vol. 27, 2005, 

pp. 1563–1574. 

[40] Civalek, Ö, Harmonic differential quadrature-

finite differences coupled approaches for 

geometrically nonlinear static and dynamic 

analysis of rectangular plates on elastic 

foundation, Journal of Sound Vibration, Vol. 

294, 2006, pp. 966–980. 

 [41] Vinson J.R., Plate and panel structures of 

isotropic, composite and piezoelectric materials, 

including sandwich construction, Springer, 

Netherlands, 2005. 

[42] Jones R. Mechanics of composite materials, 

Scripta Book Company 1975. 

[43] Kolakowski Z , Kowal-michalska K. Selected 

problems of in stabilities in composite structures. 

A Series of Monographs, Technical University of 

Lodz, 1999. 

 [44] Mania R. Buckling analysis of trapezoidal 

composite sandwich plate subjected to in-plane 

compression, Composite Structures, Vol. 69. 

2005, pp. 482–490. 

[45] Nayak A.K, Moy S.S.J, Shenoi R.A. A higher 

order finite element theory for buckling and 

vibration analysis of initially stressed composite 

sandwich plates. Journal of Sound Vibration, 

Vol. 286, 2005, pp. 763–780. 

http://link.springer.com/journal/466
http://link.springer.com/journal/466


ندويچي كامپوزيتي بر اساس تئوري تغيير شکل برشي مرتبه اول با استفاده از روش مربعات ديفرانسيلي تحليل خمش صفحات سا  

 تعميم يافته و هارمونيک

 

52 

[46] Civan, F., Sliepcevich, C.M., Differential 

quadrature for multidimensional problems, 

Journal of Mathematical Analysis and 

Applications, Vol. 101, 1984, pp. 423– 443. 

 [47] Shu, C., Xue, H., Explicit computations of 

weighting coefficients in the harmonic 

differential quadrature. Journal of Sound 

Vibration, Vol. 204, 1997, pp. 549–555. 

[48] Wang, X., Gan, L., Zhang,  Y., Differential 

quadrature analysis of the buckling of thin 

rectangular plates with cosine-distributed 

compressive loads on two opposite sides , 

Advances in Engineering Software, Vol. 39, 

2008, pp. 497–504. 

[49] Tornabene, F., Viola, E., 2-D solution for free 

vibrations of parabolic shells using generalized 

differential quadrature method, European 

Journal of Mechanical A/Solids, Vol. 27, 2008, 

pp. 1001–1025. 

 

 

http://www.sciencedirect.com/science/journal/0022247X
http://www.sciencedirect.com/science/journal/0022247X

