
 دوم/ سال پنجم/ شماره 1931 مستانز

 

 فصلنامه علمي پژوهشي  
 

 مکانيک جامدات مهندسي
 

www.jsme.ir 

 

 
فصلنامه علمي پژوهشي 

 مهندسي مکانيک جامدات
     

 

ای  های چندلایه کامپوزیت نرخ رهایي انرژی کرنشي در IIبيني مود  پيش

 چندجهته

 

 9منصور علیزاده ،*2و1الدینی افشین زین

 *zeinedini@iust.ac.ir 

 های کليدی واژه  چکيده

ترین پارامترهاي مؤثر بر مود دوم نرخ رهایی انرژي  گیري الیاف یکی از مهم جهت

اي است. از تیري با شکاف انتهایی براي  یهلا در شروع جدایش بین کرنشی

هاي  اي کامپوزیت لایه گیري نرخ رهایی انرژي کرنشی در شروع جدایش بین اندازه

بینی مقدار نرخ رهایی  اي استفاده شده است. در واقع هدف از این تحقیق، پیش لایه

جهته  ي تکي چندجهته از روي نتایج تجربی مربوط به قطعهانرژي کرنشی نمونه

سازي اجزاء محدود  هاي تجربی و مدل باشد، بدون اینکه مستقیماً به آزمایش می

اي چندجهته نیاز شود. در این زمینه، روشی پیشنهاد شده که  ي کامپوزیتی لایهقطعه

ضمناً نتایج بدست آمده از این  .بینی و تحلیلی است هاي پیش ترکیبی از روش

است. این روش، حجم یج تحلیلی مقایسه شده سازي عددي و نتا روش با نتایج مدل

ي مطالعات آزمایشگاهی را به مقدار محاسبات عددي و تحلیلی و نیز هزینه

 دهد.گیري کاهش می چشم

اي، کامپوزیت،  لایه شروع جدایش بین

 .مود دوم، نرخ رهایی انرژي کرنشی
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  مقدمه -1

هایی که باعث تخریب مواد  ترین مکانیزم یکی از مهم

اي است. جدایش بین  شود، جدایش بین لایهکامپوزیتی می

اي است که باعث گسیختگی بین ماتریس و  اي پدیده لایه

شود. دلیل رخ دادن  هاي کامپوزیت می تقویت کننده

اي، فقدان تقویت کننده در راستاي  جدایش بین لایه

 ضخامت است. عوامل ایجاد کننده تورق عبارتند از: 

 ي آزاد،لبه 

 هاي موجود در سازه،  یوستگیناپ 

  عیوب موضعی به وجود آمده در فرایند تولید یا شرایط

 کارکرد مانند سوراخکاري، ضربه و تغییرات دما و رطوبت.

بار هاي فاجعه از شکست اي لایه جدایش بیندرک مفهوم 

تواند در  ي می ا لایه هاي بین کند. گسترش ترک ممانعت می

یکی از این  ها بوجود آید. آن سه مود شکست یا ترکیبی از

اي که رشد ترک را  مودها، مود دوم شکست نام دارد. مؤلفه

1(، Gکند، نرخ رهایی انرژي کرنشی ) بینی می پیش
SERR 

شود. اگر این نرخ برابر یک مقدار بحرانی ) نامیده می
cG )

اي چندجهته  در مواد مرکب لایهکند.  شود، ترک رشد می

بدلیل تأثیر عوامل مختلف، بدست آوردن نرخ رهایی انرژي 

ذکر است که  لازم به  کرنشی در محل ترک دشوار است.

انرژي   پارامترهاي مختلفی بر روي مود دوم نرخ رهایی

تعداد این پارامترها براي مواد بحرانی تأثیرگذارند و  کرنشی

زنی، کسر  یابند. روش ساخت، بخیه  کامپوزیتی افزایش می

طول یا  جنس و ابعاد الیاف، حجمی الیاف، شکل، زاویه،

جنس ماتریس، نوع بارگذاري  ي ترک،سطح اولیه

ها،  )دینامیکی یا استاتیکی(، نرخ بارگذاري، وجود حباب

هاي پسماند و عوامل محیطی از جمله دماي محیط،  تنش

ز عوامل مؤثر بر نرخ رطوبت، خوردگی و . . . ممکن است ا

ترین پارامترها، اثر  یکی از مهمرهایی انرژي کرنشی باشند. 

زوایاي الیاف مجاور ترک بر مود دوم نرخ رهایی انرژي 

باشد. براي  اي می هاي لایه در کامپوزیت (IIGکرنشی )

بررسی اثر این پارامتر لازم است که آزمایشات تجربی انجام 

اي و تغییر  ها در مواد مرکب لایه تنوع چیدمان لایه رد.گی

                                                           
1- Strain energy release rate 

ها، باعث افزایش  رفتار قطعه با تغییر چیدمان لایه

هاي تعیین خواص، براي مشخصه سازي مواد  آزمایش

هایی  بنابراین لازم است که روشاي شده است.  مرکب لایه

بینی پارامترهایی همچون نرخ رهایی  براي تخمین و پیش

 شی ارائه شوند.انرژي کرن

که در (، DCB) 2ي تیر یکسرگیردار دو لبهآزمایش نمونه

ترین روش براي ( نشان داده شده است، مرسوم1شکل )

باشد و تنها آزمایش  می Iمود  اي لایه جدایش بیني مطالعه

اي استاندارد شده ي تورق در مواد مرکب لایهبراي مطالعه

ASTM-D 5528)) خاصیت مود  . سادگی و]1[باشد  میI 

طور طبیعی به عنوان آن را به، DCBي داشتن آزمایش نمونه

در  Iمود  اي لایه جدایش بیني اولین گزینه جهت مطالعه

تعدادي  1391ي کند. در دهه اي مطرح میمواد مرکب لایه

اي براي بررسی تخریب بین لایه DCBي از محققان از نمونه

 تفاده کردند.در مواد مرکب با الیاف پیوسته اس

 
 DCB( شماي کلی نمونه 1شکل )

در مورد مود دوم، هیچ توافقی بر روي آزمایشی خاص 

انجام نشده است. بعضی ایرادهاي اساسی به دنبال این 

شود طراحی آزمایش مود موضوع بوجود آمده که بیان می

II  غیرممکن و شکست مودI  همیشه بر این مود غلبه می-

توسط لغزش بین دو سطح  IIمود در هاي اولیه  کند. ترک

شود و مقدار چقرمگی شکست به بار اعمالی  افقی تولید می

یک روش بسیار متداول،  .]2[و باز شدن ترک وابسته است 

( بوده ENF) 9آزمایش قطعه با شکاف پایانی تحت خمش

 ENFي . نمونه]9[که براي چوب هم استفاده شده است 

است و  DCBیه آزمایش ارائه شده براي کامپوزیت، شب

ي . هندسه]2[شود  اي بارگذاري میبصورت خمش سه نقطه

( نمایش داده شده است. 2ي آزمایش، در شکل )این نمونه

                                                           
2- Double cantilever beam  
3- End Notch Flexure 
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شود. در نوک ترک ایجاد می IIدر این نمونه تقریباً مود 

ي فوق ساده است لیکن عیب اگرچه استفاده و آنالیز نمونه

مایش ترک داراي رشد اساسی آن این است که در این آز

/باشد و چنانچه ناپایدار می 0.7a L   انتخاب گردد، این

اي چندجهته . در مواد مرکب لایه]7[شود عیب برطرف می

بدلیل تأثیر عوامل مختلف، بدست آوردن نرخ رهایی انرژي 

ی کرنشی در محل ترک و سایر مشخصات مانند چقرمگ

 آراس و همکارانمحققانی همچون شکست، دشوارتر است. 

، میگاوا ]11[بلیکمن و همکاران  ،]3[برونر و همکاران ، ]9[

و گالاخر و  ،]12[جر و همکاران  ،]11[و همکاران 

اي را به صورت  لایه مود دوم جدایش بین ]19[همکاران 

 اند.تجربی و عددي مورد مطالعه قرار دادنده

 
 ENFاي کلی نمونه ( شم2شکل )

-ها در   کامپوزیت با توجه به تنوع و گستردگی چیدمان لایه

خواص هر چیدمان، به   ي زیاد آزمایشاي و هزینههاي لایه

هاي کارآمدتر براي تخمین خواص چیدمان  ي روشارائه

شود که نرخ رهایی  در این تحقیق سعی میها نیاز است.  لایه

هاي  مستقیم به آزمایش انرژي کرنشی قطعه، بدون نیاز

سازي المان محدود قطعه در نرم افزار، از  تجربی و نیز مدل

بینی  جهته پیش روي نتایج مربوط به آزمایش قطعات تک

هاي ارائه شده در مقالات این مدل از ترکیب روش شود.

افزار  در نرم ENFهاي  قبلی پیشنهاد شده است. همچنین نمونه

ABAQUS نهایت نتایج بدست آمده از  سازي شده و در مدل

گردد. سازي عددي مقایسه می روش بیان شده با نتایج مدل

ي مطالعات این روش، حجم محاسبات عددي و نیز هزینه

 دهد. گیري کاهش می آزمایشگاهی را به مقدار چشم

 بيني نرخ رهایي انرژی کرنشي ارائه مدل پيش -2

بحرانی نرخ  بینی مقدار هدف از این تحقیق، تعیین و پیش

در قطعات  اي لایه جدایش بینرهایی انرژي کرنشی شروع 

مقادیر معلوم نرخ رهایی انرژي  بوده که از ENF يچندجهته

هاي چیدمان دومکرنشی در شروع تورق مود 
2[0 ] n

 

شود. روش پیشنهادي براساس ترکیب دو روش استفاده می

نرخ رهایی انرژي  IIمود  سازي معکوس منحنی توزیعخطی

کرنشی )
IIG ،در راستاي عرض نمونه و روش جمع آثار )

توسعه یافته است. براي ایجاد این روش از ترکیب چند 

 شوند، استفاده شده است: روش که در ادامه معرفی می

ي مود دوم نرخ رهایی انرژي روابط تحلیلی محاسبه -

 کرنشی

 ر شکل در سطح مقطع عرضیي تغییرابطه -

 ي بین ممان خمشی و انحنارابطه -

 روش رگرسیون -

 آثار روش جمع -

 ي ترکي جابجایی دهانهرابطه -

روش مذکور نشان داده شده  1( نمودار جریان9در شکل )

هایی که براي توسعه این روش به کار  است. مراحل و روش

ترتیب در این نمودار جریان مشاهده اند به گرفته شده

ي این روش، شوند. همانطورکه ذکر شد هدف از ارائه می

 ENFهاي چندجهته  تخمین نرخ رهایی انرژي کرنشی نمونه
ي با استفاده از مقدار معلوم نرخ رهایی انرژي کرنشی نمونه

 ENFي تک جهته است. این مقدار معلوم، از آزمایش قطعه

هاي آن صفر  گیري لایهاي که جهت جهته در نمونهتک

 شود. درجه هستند، محاسبه می

 روابط تحليلي -2-1

جدایش نرخ رهایی انرژي کرنشی در  IIبراي محاسبه مود 

  اند. ارائه شدهتحلیلی زیر  ییهاروش ENFقطعه  اي لایه بین

 (CBTتئوری تير کلاسيک ) -2-1-2

کاربرد تحلیل تئوري تیر کلاسیک تنها در موادي با صلبیت 

)ت به طول ترک برشی بالا و نسبت ضخام / )h a  کم معتبر

ي است. مقدار مود دوم نرخ رهایی انرژي کرنشی از رابطه

  آید: زیر بدست می

(1                                               )
2 2

2 3
1

9

16
ENF

fx

P a
G

E B h
 

                                                           
1- Flowchart 
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در راستاي الیاف  سفتی خمشی مؤثر fxEکه 

بار  Pو نصف ضخامت تیر h1عرض نمونه، Bاست،

 [.11اعمالی است ]

 
انرژي  )محاسبه نرخ رهایی نمودار جریان روش ارائه شده( 9شکل )

 کرنشی نمونه چند جهته با استفاده از آزمایش نمونه تک جهته(

 تئوری تير تيموشنکو -2-1-9

با در نظر گرفتن نرمی برشی تیر و اعمال تئوري تیر 

شود تیموشنکو نرخ رهایی انرژي کرنشی کل برابر می

 [:11با]

(2)               
22 2

1

2 3
1

9
1 0.2

16

fx

ENF
xzfx

E hP a
G

G aE B h

  
   

   

 

 Bالیاف است، سفتی خمشی مؤثر در راستاي fxEکه 

نصف  h1، اي مدول برشی خارج صفحه xzGعرض نمونه، 

با دقت در این روابط بار اعمال شده است. P و ضخامت تیر

هاي تحلیلی قابل بیان  توان دریافت که اغلب این روش می

توان این  هستند. بنابراین می CBTبراساس مضربی از رابطه 

 روابط تحلیلی را بصورت زیر نوشت:

(9)                                     
2 2

2 3
1

9

16
ENF

fx

P a
G

E B h
  

به صورت زیر  φ، ]11[تئوري تیر تیموشنکو که در 

 شود: تعریف می

(1)                                      
2

11 0.2
fx

xz

E h

G a


 
   

 
 

 

 انحنای تير کامپوزیتي سه بعدی -2-2

ي بین بارهاي خمشی و انحناي یک تیر رابطه 

 :]11[یر قابل بیان است کامپوزیتی بصورت ز

(1                 )      
1 11 12 16 1

2 21 22 26 2

6 61 62 66 6

M D D D k

M D D D k

M D D D k

     
    

    
         

 

بار خمشی  ENFاز آنجایی که تنها بار وارد شده بر قطعات 

1M باشد لذا ماتریس فوق براي این قطعات بصورت زیر  می

 شود: نوشته می

(6               )         
1 11 12 16 1

21 22 26 2

61 62 66 6

0

0

M D D D k

D D D k

D D D k

     
    

    
         

 

بار خمشی ENF قطعه از آنجایی که تنها بار وارد شده بر 

1M ي فوق براي این قطعات بصورت زیر باشد لذا رابطه می

 شود: نوشته می

(7)                            1 11 1 12 2 16 6M D k D k D k   

 به عبارتی

(9)                          11 1 12 2 16 6
2

Pa
D k D k D k

B
   

توان نوشت: ( می6ي )با استفاده از رابطه  

(3     )                           
11 1 12 2 16 6 1

21 1 22 2 26 6

61 1 62 2 66 6

0

0

D k D k D k M

D k D k D k

D k D k D k

  


  
   

 

توان انحناي مقطع  ( می3ي )از دو عبارت پایینی رابطه

عرضی )انحناي زین اسبی( ناشی از خمش و پیچش در 

(، بصورت زیر 1را براي مواد کامپوزیتی، شکل ) yzصفحه 

 بیان نمود:

(11           )                           16 26 12 662
2

1 22 66 26

D D D Dk

k D D D





 

(11                     )                6 12 26 16 22

2
1 22 66 26

k D D D D

k D D D





 

 توان بصورت زیر نوشت: ( را می9رابطه )

(12                     )16 612 2
11 1

11 1 11 1

(1 )
2

D kD kPa
D k

B D k D k
   
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12هاي  که نسبت 2

11 1

D k

D k
16و   6

11 1

D k

D k
 اند. در ادامه معرفی شده 

 
خمشی هاي انحنا در تیر کامپوزیتی ناشی از بار  ( شعاع1شکل )

1M 

اصلاح و تعميم نسبت بدون بعد  -2-9
cD  

معرفی  CDنسبت بدون بعد  ]16[و همکاران  1داویدسون

نمودند که طبق تعریف آنها، این نسبت بی بعد در حقیقت 

دو حالت  در ENFبیانگر تفاوت نسبی تغییر شکل نمونه 

باشد و بصورت زیر   اي می اي و کرنش صفحهتنش صفحه

 شود: تعریف می

(19                   )                                      
2

12

11 22

c

D
D

D D
 

اي لازم بذکر است که با توجه به تئوري کلاسیک لایه

 باشد. با توجه به اي میمدول خمشی چندلایه Dماتریس

به چندین عامل  CDنتایج بدست آمده و منابع موجود نسبت

ها در توان چینش لایه ترین آنها می بستگی دارد که از مهم

اي و همچنین خواص مکانیکی ماده را نام برد.  یک چندلایه

غیر یکنواخت بودن توزیع نرخ رهایی انرژي کرنشی در 

باشد و با می CDبه نسبت  طول نوک ترک بسیار وابسته

با  CDیابد. در حالت کلی مقدار افزایش آن افزایش می

                                                           
1- Davidson 

یابد، در هاي صفر و نود درجه کاهش میافزایش تعداد لایه

تر خواهد این صورت توزیع نرخ رهایی انرژي یکنواخت

مرکب در مقدار  يبود، همچنین خواص مکانیکی ماده

11تأثیر گذارند، به عنوان مثال نسبت  CDنسبت 33E E 

       دارد.  CDتأثیر زیادي در مقدار

شود که  پرداخته می GCDاکنون به معرفی نسبت بدون بعد 

 است با:  این مقدار برابر

(11             )                                   12 2

11 1
GC

D k
D

D k

 
  

 
 

است   CDاین نسبت در واقع حالت کلی نسبت بدون بعد 

توجه  CD( تعریف گردید. اگر به رابطه19ي )که در رابطه

فقط براي  CDتوان دریافت که نسبت بدون بعد شود می

اي که مقادیر  هاي لایه کامپوزیت
16D و

26Dها صفر  در آن

براي هر  GCDاست کاربرد دارد. اما نسبت بدون بعد

ي مربوط به چیدمانی قابل تعریف است. با جایگذاري رابطه

توان  (، می11ي )ع عرضی خمشی در رابطهانحناي مقط

 نوشت:

(11                  )   
2

12 16 26 12 66

2
11 22 66 26 11

GC

D D D D D
D

D D D D D





 

صفر فرض شود 26Dیا  16D( مقادیر 11ي )اگر در رابطه

هایی که فقط داراي زوایاي صفر و نود  )به عنوان مثال نمونه

 آید. بدست می CDهستند(، همان پارامتر بدون بعد 

 اصلاح و تعميم نسبت بدون بعد  -2-8
tβ 

را به عنوان مقداري  tβنسبت بدون بعد  ]17[سان و ژانگ 

که توزیع نامتقارن منحنی نرخ رهایی انرژي کرنشی در 

ورت زیر تعریف دهد، بص راستاي عرض نمونه را نشان می

 نمودند: 

(16                  )                                          16

11
t

D

D
β  

اظهار داشتند که هر چه این مقدار بزرگتر  ]17[ سان و ژانگ

باشد منحنی توزیع نرخ رهایی انرژي کرنشی در راستاي 

دهد. اکنون به  عرض نمونه عدم تقارن بیشتري را بروز می

شود که این مقدار  پرداخته می Gtβبدون بعد معرفی نسبت 

 است با:  برابر
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(17                        )                 16 6

11 1
Gt

D k

D k
β

 
  

 
         

است که  tاین نسبت در واقع حالت کلی نسبت بدون بعد 

به  توسط سان و ژنگ معرفی شد. با جایگذاري رابطه مربوط

 توان نوشت: انحناي مقطع عرضی پیچشی در رابطه فوق، می

(19 )                        
2

12 16 26 16 22

2
11 22 66 26 11

Gt

D D D D D

D D D D D






                                      

 (17              )                          16 6

11 1
Gt

D k

D k
β

 
  

 
         

است که  tاین نسبت در واقع حالت کلی نسبت بدون بعد 

ي مربوط توسط سان و ژنگ معرفی شد. با جایگذاري رابطه

توان  به انحناي مقطع عرضی پیچشی در رابطه فوق، می

 نوشت:

(19 )                        
2

12 16 26 16 22

2
11 22 66 26 11

Gt

D D D D D

D D D D D






                                      

در چیدمان  θاثر تغییر زاویه 
12 11[0 / / / 0 ]θ  بر پارامترهاي

tβ،
Gtβ ،

CD  و
GCD  براي کامپوزیت شیشه/اپوکسی در

شوند که خواص مکانیکی  ( مشاهده می6( و )1هاي ) شکل

اند. بنابراین طبق  ( خلاصه شده1وزیت در جدول )این کامپ

 شود: ( بصورت زیر نوشته می12تعاریف فوق، رابطه )

(13                   )                
11 1(1 )

2
Gc Gt

Pa
D k D

B
    

 ]19[شیشه/اپوکسی -( خواص الاستیک اي1جدول )
 پواسون نسبت

(12v) 

د عمو مدول کششی

 (2Eبر الیاف )

مدول برشی 

(12G) 

مدول کششی در 

 (1Eراستاي الیاف )

27/1 GPa29/11 GPa26/1 GPa 1/99 

 
 در چیدمان Gtβو  tβبر پارامترهاي  θ( اثر تغییر زاویه 1شکل )

12 11[0 / / / 0 ]θ 

 
در چیدمان  GCDو  CDبر پارامترهاي  θ( اثر تغییر زاویه 6شکل )

12 11[0 / / / 0 ]θ 

و جابجایي  ENFبين شعاع انحنای قطعه   رابطه -2-0

 در محل اعمال بار

و جابجایی در محل  ENFي بین شعاع انحناي قطعه  ابطهر

ي بارگذاري نشان توان با استفاده از هندسه اعمال بار را می

 ( بدست آورد.7داده شده در شکل )

 
 هنگام بارگذاري ENFي ي قطعه( هندسه7شکل )

 آید: ا استفاده از رابطه زیر بدست میب dمقدار 

(21)                                               2 2d L  
به  dي بین جابجایی در محل اعمال بار، شعاع انحنا و رابطه

 صورت زیر است:

(21     )                                                         d   

 توان نوشت: ي اخیر میبا استفاده از دو رابطه
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(22                     )                                    
2 2

2

L





 

 از آنجایی که:

(29                                                                 ) 
1

1

1
k


 

 توان نوشت: ( می29( در رابطه )22ي )با جایگذاري رابطه

(21            )                                            
1 2 2

2
k

L







 

 توان نوشت: ( را به صورت زیر نیز می9رابطه )

(21                                   )    
2

3

9

24
II

fx

Pa
G

BE h

 
  

 
 

توان  ( می21ي )( در رابطه21( و )13با جایگذاري روابط )

 نوشت:

(26) 

 
2

11
3 2 2

29
1

4
II GC Gt

fx

D
G D

E h L

  
    

  


 


 

 اعمال روش رگرسيون  -2-6

-بعد شده سازي منحنی بی روش رگرسیون که بر مبناي خطی

ي توزیع نرخ رهایی انرژي کرنشی در راستاي عرض نمونه، 

ي خط ناشی از معادله کند کهگذاري شده، بیان می پایه

سازي منحنی توزیع نرخ رهایی انرژي کرنشی در  خطی

راستاي عرض نمونه بیانگر توزیع نرخ رهایی انرژي کرنشی 

است. به عبارتی شیب این خط، مقدار نامتقارنی این منحنی 

دهد. همچنین از دیگر مزایاي روش رگرسیون  را نشان می

0]1اي با چیدمان  آنست که براي نمونه / / / 0 ]n nθ  اگر از

نقاطی یکی به مختصات
max 2( / 2, [0 ] )II norm nB G  

و  

ي برخورد رگرسیون خطی دو منحنی توزیع دیگري نقطه

نرخ رهایی انرژي کرنشی در راستاي عرض نمونه، خطی 

ي بین این خط و خط عمودي عبور داده شود، آنگاه زاویه

)ي گذرنده از نقطه / 2, 0)B ي بیانگر همان زاویهθ  در

0]1چیدمان  / / / 0 ]n nθ ( موضوع به 9است، در شکل )

ي قابل توجه آنست که خوبی نشان داده شده است. نکته

چینی  سازي به ترتیب لایه ي بوجود آمده در اثر خطیزاویه

در چیدمان  θگیري  جهت الیاف با

1[0 / /0 / / 0 ]n n m m  θ  .بستگی ندارد 

 
 ( شماتیک روش رگرسیون خطی9شکل )

باشد و در  m =11, n = 12به عنوان مثال اگر در چیدمانی 

ي باشد، مقدار زاویه  m = 5, n = 12چیدمان دیگري

خواهد بود و اما باید توجه داشت که θبوجود آمده همان

ي خط مربوط به خود را داراست و این هر چیدمان معادله

ي توان به عنوان یکی از خواص رفتاري ماده خط را می

کامپوزیتی، هنگام شروع رشد ترک در آن فرض نمود. از 

ي خط رگرسیون خطی در معادله B/2جایگذاري مقدار 

آید که  یی انرژي کرنشی بدست میمقدار میانگین نرخ رها

با تقریب خوبی، برابر با مقدار بدست آمده از تئوري تیر 

بعد  است. لازم بذکر است که براي بی ]11[تیموشنکو 

کردن منحنی توزیع نرخ رهایی انرژي کرنشی در راستاي 

شود. با جایگذاري  ( استفاده می1ي )عرض نمونه از رابطه

ط رگرسیون خطی، مقدار میانگین ي خدر معادله B/2مقدار 

آید که با تقریب خوبی  نرخ رهایی انرژي کرنشی بدست می

( بوده که خود 23ي )برابر با مقدار بدست آمده از رابطه

ي رگسیون بعد شده است. اگر معادله ( بی91ي )توسط رابطه

خطی برابر 
GR Ky Z  توان نوشت: باشد، لذا می 

(27)
 2

2 211
3 2 2

29
(1 ) (1 )

4
( )

2

Gc Gt Gc

fx

II UD

D
D D

E h LB
K

G 

         
 



δφ
β

δ

 

(29       )         

2
211

3 2 2

29
(1 )

4
Gc

fx

II UD

D
D

E h L
Z

G 

 
 

 


δφ

δ 
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ي رگرسیون خطی (، شیب معادله27ي )با استفاده از رابطه

منحنی توزیع نرخ رهایی انرژي کرنشی چیدمان 

1[0 / /0 / / 0 ]n n m m  θ  قابل محاسبه است. توجه شود

)بار و  δو  Pي پارامترها بجز که در روابط فوق همه

جهته( در  ي تکجابجایی بدست آمده از آزمایش نمونه

مخرج کسرها مربوط به نمونه با چیدمان 

1[0 / /0 / / 0 ]n n m m  θ ( بایستی 29ي )هستند. در رابطه

 توجه گردد که:

 (23 )          
2

2 211
3 2 2

2
2 211

3 2 2

29
(1 ) (1 )

4
0 0 90

29
(1 ) (1 )

4
0 90 0

Gc Gt Gc

fx

II UD

Gc Gt Gc

fx

II UD

D
D D

E h L

G

D
D D

E h L

G





           
 

  


          

 
    


δχ
β

δ
θ

δχ
β

δ
θ

 

( θگیري الیاف ) ت که براي جهتمفهوم عبارت اخیر آنس

0]1مثبت در چیدمان  / /0 / / 0 ]n n m m  θ شیب ،

ي توزیع نرخ بعد شده ي رگرسیون خطی منحنی بیمعادله

گیري  رهایی انرژي کرنشی، مقداري مثبت و براي جهت

0]1( منفی در چیدمان θالیاف ) / /0 / / 0 ]n n m m  θ ،

ي رگرسیون خطی منحنی توزیع نرخ رهایی شیب معادله

( 27با استفاده از روابط ) انرژي کرنشی مقداري منفی است.

بعد  ي خط رگسیون خطی منحنی بیتوان معادله ( می29و )

شده نرخ رهایی انرژي کرنشی را محاسبه نمود. لازم بذکر 

ي ترک، ی دهانهاست که در روابط فوق بار و جابجای

 اي مود دوم چیدمان لایه مربوط به شروع جدایش بین
2[0 ] n

 

 فرض زیر را در نظر گرفت:  هستند. براي محاسبه مقدار 

ي ترک مربوط به چیدمان از آنجایی که جابجایی دهانه

1[0 / /0 / / 0 ]n n m m  θ ،توان با  می مورد نظر است

ي ترک چیدمان تقریب خوبی آن را برابر جاجایی دهانه

2[0 ] n   در نظر گرفت یعنی آنکهMD UD . 

 اعمال روش جمع آثار  -2-7

توان روش فوق را براي  آثار می با استفاده از روش جمع

اي این کار با هر چیدمانی بکار برد. بر Gبینی مقدار  پیش

براي هر چیدمان  Zو  Kي مقادیر ي جداگانهمحاسبه

1[0 / /0 / / 0 ]n n m m  θ  و استفاده از روابطی که در ادامه

را براي هر چیدمان  Gتوان مقدار  شوند، می معرفی می

لایه محاسبه نمود.  اگر فرض  m+n+1دلخواه و با تعداد 

ان مورد نظر داراي ترکیبی بصورت شود که چیدم

[ / / / / ]f e p qψ γ ξ λ توان نوشت: باشد، می 

(91) 

1

2 2 3

1

1 1

1

[ / / / / ] [ / 0 / 0 / /0 / 0 ]

[0 / / 0 / 0 / /0 / 0 ] [0 / / 0 / 0

/ / 0 / 0 ] ... [0 / / 0 / /0 / 0 ] [0

/ / 0 / /0 / 0 ] [0 / / 0 / /0 / 0 ] ...

[0 / 0 / /0 / 0 / ]

f e p q f e p q

f e p q f e

p q f e p q f

e p q f e p q

f e p q

K K

K K

K K

K

K



 



 



 



  

 



ψ γ ξ λ ψ

ψ ψ

ψ

γ γ

λ

عبارت فوق به این معناست که شیب رگرسیون خطی مربوط 

ي نرخ رهایی انرژي کرنشی چیدمان بعد شده به منحنی بی

[ / / / / ]f e p qψ γ ξ λ  شیب رگرسیون برابر است با مجموع

ي نرخ رهایی انرژي بعد شده خطی مربوط به منحنی بی

گیري  که فقط و فقط یک جهتکرنشی هر چیدمان، زمانی

مربوط به  Zي مقدار الیاف غیر صفر دارد. براي محاسبه

]چیدمان / / / / ]f e p qψ γ ξ λ  کافیست از فرمول زیر تبعیت

 شود:

(91       )                               f e p q

f e p q

ψ γ ξ λ  
 

  
    

گیري معادل الیاف  ي مؤثر یا جهتاین مقدار، بیانگر زاویه

]کل نمونه با چیدمان / / / / ]f e p qψ γ ξ λ  است. حال براي

ي تلاقی رگرسیون خطی نمونه با بدست آوردن نقطه

]چیدمان / / / / ]f e p qψ γ ξ λ  روش زیر پایه گذاري شده

گذاري شده که نقاط تلاقی  هاست. این روش بر این اصل پای

رگرسیون خطی نرخ رهایی انرژي کرنشی براي همه 

ها بر روي یک خط قرار دارند این خط همان  ي گیر جهت

جهته  مقدار میانگین نرخ رهایی انرژي کرنشی چیدمان تک

[0 ] f e p q  
با الیاف صفر درجه بوده که از آزمایش  

و  Kي مقادیر ن با محاسبهتوا بدست آمده است. پس می

Z( مربوط به چیدمان 29( و )27، روابط ،)

1[0 / /0 / / 0 ]f e p q u u    θ  0که در آن 90 θ 

0و ( 1)u p q    ي ي نقطههستند و سپس محاسبه

ن ي میانگیبعد شده تلاقی این خط و خط افقی )مقدار بی
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0]جهته  نرخ رهایی انرژي کرنشی چیدمان تک ] f e p q  
 )

ي تلاقی با شیب و نهایتاً ترسیم خطی از این نقطه

(90 )tg θ  که نقطه برخورد آن با خطی به معادلهy = 

B/2 همان نقطه به مختصات ،
min 2( / 2, [0 ] )II norm nB G  

 

هاي  در خلاف جهت عقربه است. سپس خطی با زاویه 

ساعت نسبت به خط عمودي گذرنده از میانه محور افقی 

 شود. رسم می

 مطالعات عددی -9

ي نرخ رهایی انرژي هاي عددي گوناگونی براي محاسبهروش

کرنشی براساس نتایج بدست آمده از تجزیه و تحلیل اجزاء 

هاي اجزاء محدود  بین روش محدود استفاده شده است. تفاوت

ي نرخ رهایی انرژي کرنشی طور کلی ناشی از روش محاسبهبه

بینی چقرمگی هاي پیش یکی از پر کاربردترین روشباشد.  می

شکست در مواد مرکب روش بسته شدن مجازي ترک 

(1
VCCTي مکانیک شکست ( است، که روشی تقریبی بر پایه

عنوان روش عددي و در این مطالعه به [21و  13است ]

. این روش بر گیرد مورد استفاده قرار می SERRي محاسبه

 ي دو فرض عمده بنا شده است:پایه

کند، مقدار انرژي آزاد شده  ( زمانی که ترک رشد می1 

 ي ترک است.برابر با مقدار انرژي لازم براي بستن دهانه

( در زمان رشد ترک، حالت تنش در نوک ترک به 2 

 شود. اخت فرض میصورت یکنو

[ پیشنهاد شده 21که توسط ریبیکی وکنین ] VCCTدر روش 

هاي نرخ رهایی انرژي از نیروهاي گرهی و جابجایی ،است

بدست آمده از مدل اجزاء محدود قابل محاسبه است. این 

بندي فرآیند هنگامی کارآیی محاسباتی دارد که شبکه

نوک ترک هاي  2ي جزءي کافی ریز باشد و همهباندازه

ابعاد یکسانی در راستاي رشد ترک داشته باشند. تحت این 

شرایط، نرخ آزاد شدن انرژي فقط از یک تحلیل قابل 

محاسبه است. در یک مدل اجزاء محدود سه بعدي که از 

تشکیل شده است، جدایش  9بعدي توپرهاي سه المان

به صورت یک ناپیوستگی دو بعدي بین  aاي به طول  لایه بین

                                                           
1- Virtual crack closure technique 
2- Element 

3 - Solid 

ها در سطوح بالایی و پایینی  شود. گرهسطح تعریف می دو

( 3مختصات یکسانی دارند اما متصل نیستند. در شکل )

اي نشان داده شده است  لایه ي جدایش بینقسمتی از ناحیه

اول  يمؤلفه [.22سازي شده است ] گرهی مدل 9که با المان 

SERR  یعنیGII :به صورت زیر قابل محاسبه است  

(92  )                         
*

1
( )

2
II Li L L

G X u u
A

    


 

aکه در این رابطه  b   مساحتی است که به ،

 LiXپهناي هر شبکه است.  bشود و صورت مجازي بسته می
 iو سطر   Lي نیروهاي نوک ترک در ستوننشان دهنده

اي در  لایه تناظر پشت جدایش بینهاي مباشد. جابجاییمی

( نشان داده 3سطح بالایی و در سطح پایینی مطابق شکل )

 اند.شده

 
 گرهی سه بعدي 9براي شبکه  VCCT( روش 3شکل )

 سازی المان محدود مدل -8

ي آزمایش سازي شده همانند نمونه ي مدلي نمونههندسه

 سازي با است. مدل ]19[شده توسط شکریه و همکاران 

صورت سه بعدي و با در به  ABAQUSاستفاده از نرم افزار 

المان آجري هشت گرهی انجام شده  11219نظر گرفتن 

شیشه/اپوکسی براي -است. خواص الاستیک کامپوزیت اي

 باشند.( می1هر لایه مطابق جدول )

اعمال شده  ENFي شرایط مرزي بدین صورت بر قطعه

 zو xپایینی در جهت  هاي هاي لبهاست که از تغییرمکان

0uشود یعنی ممانعت می w  براي جلوگیري از حرکت .

گره در دو جایی ، جابهyجسم صلب، تغییرمکان در جهت 

 (. 11شوند، شکل ) هاي پایینی صفر در نظر گرفته می گوشه
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 سازي شده ( شرایط مرزي و بارگذاري نمونه مدل11شکل )

بندي در مدل اجزاء محدود و بزرگنمایی  ( شبکه11شکل )

دهند. در اکثر نزدیک نوک ترک براي نمونه را نشان می

ي بالایی و پایینی هر بازوي نمونه به مناطق نمونه، دو لایه

( با C3D8Rگرهی ) اي آجري هشتهاي لایه ي المانوسیله

 در هر لایه مدل شده است.  1ي انتگرالینقطه یک

 
و بزرگنمایی  ENFبندي در مدل اجزا محدودي نمونه ( شبکه11شکل )

 مدل در نوک ترک

در مجاورت ترک، میدان تنش رفتاري نوسانی دارد، به این 

براي نرخ رهایی انرژي  VCCTدلیل مقادیر بدست آمده از 

کرنشی نسبت به اندازه المان در نوک ترک حساسیت 

زه المان انجام دارند. بنابراین در ابتدا، آنالیز حساسیت به اندا

 شده است. 

( 12بر نرخ رهایی انرژي کرنشی در شکل ) Δaاثر تغییر 

ها یا  نشان داده شده است. نتیجه آنکه با افزایش تعداد المان

بعبارتی کوچکتر شدن المان، مقدار نرخ رهایی انرژي 

                                                           
1- Integration point 

ي خاصی یابد اما این افزایش تا محدوده کرنشی افزایش می

مقدار نرخ رهایی انرژي کرنشی ادامه دارد و پس از آن 

بدست آمده با استفاده از روش بسته شدن مجازي ترک 

لازم بذکر است که نتایج ماند.  کاهش و سپس ثابت باقی می

20aارائه شده براي  t  اند.بدست آورده شده 

 
 مقدار نرخ رهایی انرژي کرنشی ي المان براثر اندازه( 12شکل )

 تایجن -0

ي نرخ رهایی انرژي کرنشی با استفاده از در محاسبه

اي  چندلایه خمشی مؤثرسفتی هاي تحلیلی بایستی  روش

هر بازوي  مؤثر( استحکام خمشی 2محاسبه شود. در جدول )

هاي ارائه شده در مرجع  با استفاده از روش ENFي نمونه

اي  چندلایه مؤثراستحکام خمشی  تخمین زده و سپس ]11[

( نرخ رهایی 9در جدول ) .شده استنمونه محاسبه  کل

هاي اجزا محدودي،  انرژي کرنشی با استفاده از روش

اند.  بینی و مدل تئوري تیر تیموشنکو شده آورده شده پیش

نتایج این جدول با استفاده از خواص و ابعاد کامپوزیت 

 ]19[شیشه/اپوکسی مطالعه شده توسط شکریه و همکاران 

بینی نسبت  پیش  ند. در این جدول خطاي روشا بدست آمده

به روش اجزا محدودي محاسبه و با خطاي ناشی از تخمین 

اند.  تحلیلی مقایسه شده  نرخ رهایی انرژي کرنشی با روش

بینی کمتر از  شود خطاي روش پیش همانطور که مشاهده می

( 9خطاي روش تئوري است. همانطور که از نتایج جدول )

بینی نرخ رهایی  ش ارائه شده قادر به پیشآید، رو بر می

انرژي کرنشی براي هر نوع چیدمان و هر نوع کامپوزیت 

 .ي تقویت شده با الیاف بلند استا لایه
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 هاي مختلف نمونه خمشی موثر سفتی( 2جدول )

بازوی  پایینی چیدمان  Efx(GPa) Efx(GPa)  کل نمونه بازوی بالایی Efx(GPa) 

[0°
5/30°

4]s
 

[0°
5/45°

4]s 

[30°
4/0

°
5]s

 
[45°

4/0
°
5]s 

[(0°
2/30°)2/0

°
2/30°//45°/(0°

2/30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/45°)2/0

°
2/30°//45°/(0°

2/45°)2/0
°
2] 

[(0°
2/-30°)2/0

°
2/30°//45°/(0°

2/-30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/-45°)2/0

°
2/30°//45°/(0°

2/-45°)2/0
°
2] 

[(0°
2/30°)2/0

°
2/30°//-45°/(0°

2/30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/45°)2/0

°
2/30°//-45°/(0°

2/45°)2/0
°
2] 

[(0°
2/-30°)2/0

°
2/30°//-45°/(0°

2/-30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/-45°)2/0

°
2/30°//-45°/(0°

2/-45°)2/0
°
2] 

[(0°
2/30°)2/0

°
2/30°//-30°/(0°

2/30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/45°)2/0

°
2/30°//-30°/(0°

2/30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/-30°)2/0

°
2/30°//-30°/(0°

2/-30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/-45°)2/0

°
2/30°//-30°/(0°

2/-45°)2/0
°
2] 

[(0°
2/30°)2/0

°
2/45°//-45°/(0°

2/30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/45°)2/0

°
2/45°//-45°/(0°

2/45°)2/0
°
2] 

[(0°
2/-30°)2/0

°
2/45°//-45°/(0°

2/-30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/-45°)2/0

°
2/45°//-45°/(0°

2/-45°)2/0
°
2] 

[(0°
2/30°)2/0

°
2/-30°//-30°/(0°

2/30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/45°)2/0

°
2/-45°//-45°/(0°

2/45°)2/0
°
2] 

12/11  

49/12  

30/21  

94/21  

64/13  

21/13  

64/13  

21/13  

64/13  

21/13  

64/13  

21/13  

61/13  

61/13  

61/13  

26/13  

64/13  

21/13  

64/13  

21/13  

61/13  

    21/13 

12/11  

49/12  

30/21  

94/21  

61/13  

26/13  

61/13  

26/13  

61/13  

26/13  

61/13  

26/13  

61/13  

26/13  

61/13  

26/13  

64/13  

21/13  

64/13  

21/13  

61/13  

       21/13 

123/11  

493/12  

303/21  

943/21  

611/13  

211/13  

611/13  

211/13  

641/13  

211/13  

641/13  

211/13  

613/13  

124/13  

613/13  

263/13  

643/13  

213/13  

643/13  

213/13  

613/13  

213/13  

 

هاي مختلف براي کامپوزیت شیشه/اپوکسی )خطاها نسبت به روش  ( با استفاده از روشJ/m2( مقایسه مود دوم نرخ رهایی انرژي کرنشی)9جدول )

 اند( مدلسازي عددي محاسبه شده

 VCCT چیدمان

 

روش ارائه 

 شده

 خطا

(-%) 

  خطا (1رابطه تحلیلی)

(-%) 

 

[0°]18 202 --- --- 219 0/1   
[0°

5/30°
4]s

 

[0°
5/45°

4]s 

[30°
4/0

°
5]s

 

[45°
4/0

°
5]s 

[(0°
2/30°)2/0

°
2/30°//45°/(0°

2/30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/45°)2/0

°
2/30°//45°/(0°

2/45°)2/0
°
2] 

[(0°
2/-30°)2/0

°
2/30°//45°/(0°

2/-30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/-45°)2/0

°
2/30°//45°/(0°

2/-45°)2/0
°
2] 

[(0°
2/30°)2/0

°
2/30°//-45°/(0°

2/30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/45°)2/0

°
2/30°//-45°/(0°

2/45°)2/0
°
2] 

[(0°
2/-30°)2/0

°
2/30°//-45°/(0°

2/-30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/-45°)2/0

°
2/30°//-45°/(0°

2/-45°)2/0
°
2] 

[(0°
2/30°)2/0

°
2/30°//-30°/(0°

2/30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/45°)2/0

°
2/30°//-30°/(0°

2/30°)2/0
°
2] 

264 

132 

243 

130 

241 

244 

296 

294 

211 

211 

216 

240 

219 

214 

210 

269 

241 

261 

241 

211 

242 

204 

204 

291 

211 

211 

219 

294 

211 

294 

4/1  

1/9  

4/1  

9/1  

0/9  

1/9  

2/4  

1/4  

4/9  

1/0  

6/0  

6/1  

1/0  

4/1  

4/1  

214 

264 

211 

261 

294 

214 

204 

204 

299 

212 

294 

294 

294 

294 

291 

6/4  

1/1  

6/1  

4/6  

4/4  

1/1  

2/6  

1/6  

1/1  

6/0  

4/1  

4/6  

1/1  

9/4  

1/1  
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[(0°
2/-30°)2/0

°
2/30°//-30°/(0°

2/-30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/-45°)2/0

°
2/30°//-30°/(0°

2/-45°)2/0
°
2] 

[(0°
2/30°)2/0

°
2/45°//-45°/(0°

2/30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/45°)2/0

°
2/45°//-45°/(0°

2/45°)2/0
°
2] 

[(0°
2/-30°)2/0

°
2/45°//-45°/(0°

2/-30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/-45°)2/0

°
2/45°//-45°/(0°

2/-45°)2/0
°
2] 

[(0°
2/30°)2/0

°
2/-30°//-30°/(0°

2/30°)2/0
°
2] 

[(0°
2/45°)2/0

°
2/-45°//-45°/(0°

2/45°)2/0
°
2] 

243 

219 

214 

210 

243 

292 

290 

210 

294 

210 

294 

210 

201 

204 

9/9  

1/0  

6/0  

4/1  

9/9  

     0/9    

     4/9   

291 

294 

294 

299 

294 

202 

200 

2/6  

1/1  

1/6  

4/1  

6/6  

      2/1 

      3/1   

 

ي انجام شده براساس مطالعه ،ي دومسنجی و مقایسهاعتبار 

صورت گرفته است. پریرا و  ]29[مورایس و پریرا توسط 

ساخته شده از الیاف کربن و رزین  ENFي مورایس قطعه

اپوکسی را مورد مطالعه قرار دادند. ابعاد هندسی و خواص 

 اند. ( آورده شده1( و )1هاي ) مکانیکی این نمونه در جدول

 ]29[( خواص الاستیک کربن/اپوکسی 1ل )جدو

 نسبت پواسون

   (12v) 

مدول کششی 

عمود بر 

 (2Eالیاف )

مدول 

برشی 

(12G) 

مدول کششی 

در راستاي 

 (1Eالیاف )

99/1 GPa2/9 GPa1/1 GPa 191 

 ]29[( ابعاد هندسی قطعه ساخته شده از کربن/اپوکسی 1جدول )

ضخامت نمونه 

(mm) 

عرض نمونه 

(mm) 

طول ترک 

(mm) 

طول نمونه 

(mm) 

6/9 21 91 11 

( نرخ رهایی انرژي کرنشی را با استفاده از دو 6جدول )

سازي عددي و روش ارائه شده در این تحقیق  روش مدل

هاي  ه براي کامپوزیتطور کدهد. همان نشان می

نرخ  IIشیشه/اپوکسی این روش مقادیر خوبی را براي مود 

هاي  دهد، براي کامپوزیت رهایی انرژي کرنشی ارائه می

 زند.  کربن/اپوکسی نیز نتایج قابل قبولی تخمین می

 جمع بندی -0

بینی نرخ رهایی انرژي کرنشی  در این مقاله روشی براي پیش

ش مقدار نرخ رهایی انرژي کرنشی توسعه یافت. در این رو

ها و هر جنس از  اي انواع چیدمان لایه شروع جدایش بین

با استفاده از مقادیر معلوم نرخ رهایی انرژي  ENFقطعات 

هاي  اي مود دوم چیدمان لایه کرنشی در شروع جدایش بین

2[0 ] n
هاي  بینی شد. این روش براساس ترکیب روش  پیش 

در راستاي عرض  Gسازي معکوس منحنی توزیع  طیخ

از نمونه، روش جمع آثار و روش هندسی توسعه یافت. 

هاي  ي نتایج روش معرفی شده، اجزاء محدود و مدلمقایسه

توان نتیجه گرفت که مدل ارائه شده روشی ساده تحلیلی می

بینی مقدار نرخ رهایی انرژي کرنشی  براي پیش

( قابل 9است. همانطور که در جدول ) اي هاي لایه کامپوزیت

ها روش ارائه شده در این  مشاهده است براي انواع چیدمان

نرژي مقاله نتایج قابل قبولی را براي مقدار نرخ رهایی ا

ي بینی کرده است. به عنوان مثال براي نمونه کرنشی پیش

0)]کامپوزیتی با چیدمان 
°
2/45

°
)2/0

°
2/-45

°
//-

45
°
/(0

°
2/45

°
)2/0

°
 قدار نرخ رهایی انرژي کرنشی م [2

j/m2 196 بینی شده که داراي خطاي بسیار کمی نسبت  پیش

همچنین مشاهده گردید روش سازي است.  به روش مدل

VCCT ي مطالعه ، در زمینهروشی ساده اما بسیار کاربردي

توان  قطعات کامپوزیتی تحت شکست است. بنابراین می

 ش به شمار آورد:موارد زیر را از مهمترین مزایاي رو

و    ENFي ناشی از ساخت قطعات کاهش هزینه .1

  ي مطالعات آزمایشگاهیهزینه

 سازي عددي کاهش محاسبات مربوط به مدل .2

 خطاي بسیار کمتر نسبت به روش تحلیلی .9

هاي )جنس( کامپوزیتی  قابل استفاده براي همه سیستم .1

 اي لایه

 مستقل بودن این روش از ابعاد هندسی نمونه .1
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