
 اول/ شماره هشتم/ سال 4931بهار 

 

 فصلنامه علمي پژوهشي  
 

 مکانيک جامدات مهندسي
 

www.jsme.ir 

 

 
فصلنامه علمي پژوهشي 

 مهندسي مکانيک جامدات
     

 

-جرم متوالی تحلیل پایداری دینامیکی ارتعاشات عرضی تیر تحت عبور

 متحرک های

  1 مصطفی پیرمرادیان

 pirmoradian@iaukhsh.ac.irنویسنده مسئول: 

 هاي کليدي واژه  چکيده

قرار گرفته  هاجرممتوالی گاه ساده که تحت عبور با تکیه یدر این مقاله تحلیل پایداری دینامیکی تیر

حرکت وسائل نقلیه  از قبیلی ئلچنین شرایط بارگذاری روی تیر در تحلیل مسا .شودرسی میاست بر

حایز  های انواع اسلحهیال، لولههای حاوی سلههای حمل بار، لولهجراثقیل ها،و قطارها از روی پل

حاصل ی خطی پریودیک ها از روی تیر، یک مسألهبر اثر عبور مداوم و پریودیک جرماهمیت است. 

شود. تئوری فلاکه و روش هارمونیک بالانس نموی برای به دست آوردن مرز پایدار و ناپایدار می

ی گیرند. منحنی مشخص کنندههای عبوری مورد استفاده قرار میمسأله بر حسب پارامترهای جرم

کدیگر مطابقت نواحی پایدار و ناپایدار حاصل شده با استفاده از بکارگیری این دو روش به خوبی با ی

سازیهای عددی برای مقادیر عددی پارامترهای انتخابی جرم متحرک، صحت و دقت داشته و شبیه

 کند.های مذکور را تأیید میروش

 متحرک،جرم -ی تیرمسأله

روش  دینامیکی،پایداری 

تئوری  نموی،هارمونیک بالانس 

 فلاکه.
 
 

                                                           
 شهرآزاد اسلامی، واحد خمینیمکانیک، دانشگاه مهندسی دانشکده  استادیار -1
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 مقدمه  -1

-وان به مثابه مسألهتهای مهندسی را میبسیاری از سیستم

های متحرک است پذیری که تحت عبور جرمی تیر انعطاف

در نظر گرفت و مدل ریاضی آنها را ارائه کرد. بسیاری از 

کاربردهای عملی از قبیل حرکت وسائل نقلیه و قطارها از 

ی بارهای متحرک، کنندههای حملها، جراثقیلروی پل

ها، نفت و دیگر سیال های حامل آب،ها، لولهبازوهای ربات

های فضایی و همچنین عملیات ماشینکاری با سرعت سازه

ها هستند. از این رو تعیین رفتار هایی از این سیستمبالا، نمونه

دینامیکی تیرهای تحت عبور جرم، از دیرباز موضوع مورد 

ی تحقیق و تفحص بسیاری از دانشمندان و محققین علاقه

ها برای حل اریخی اولین تلاشنظر تبوده است. از نقطه

و  ]1 [توان در مطالعات ویلیسی بار متحرک را میمسأله

آهن چستر ی فرو ریختن پل راهروی مسأله ]2 [استوکس

های زیادی در این زمینه جستجو کرد. بعد از آن، تلاش

 توان به تحقیقات آیرهانجام شده است که به عنوان نمونه می

 ]5 [و هیلربورگ]4 [ف انگلیسی معروو دو رساله ]3[

هایی کتاب ]7[ و یانگ ]6 [اشاره کرد. همچنین اخیراً فریبا

اند و به صورت جامع و کاملی به در این زمینه منتشر کرده

اند. با توجه به استفاده روزافزون از این موضوع پرداخته

ی سنگین و در عین حال سریع و بکارگیری وسائل نقلیه

تر به منظور بهینه کردن پذیر و سبکهای انعطافسازه

توجه  ]21تا  8[ ها، در مطالعات جدید، محققینهزینه

هایی از قبیل اینرسی و تغییر بیشتری به در نظر گرفتن ترم

-های اولیه در نظر گرفته نمیشکل برشی که در اکثر تحقیق

 شد، دارند.

شئی  -ی رفتار دینامیکی تیری مسألهها در زمینهتحقیق

-توان به طور کلی به دو گروه اصلی دستهحرک را میمت

ها به بررسی پاسخ بندی کرد. اولین دسته از این تحقیق

پردازد. دومین زمانی یا فرکانسی تیر تحت عبور جرم می

گروه اساساً بر تحلیل پایداری سیستم تمرکز دارد. این دسته 

 از مطالعات شامل شناسایی آن دسته از پارامترهای سیستم

افتد و در است که به ازای آنها در سیستم ناپایداری اتفاق می

کند. های افزایشی را تجربه مینتیجه تیر، ارتعاشاتی با دامنه

این نوع تحلیل معمولاً به محاسبات تحلیلی یا عددی نتایج بر 

 شود.های پایدار یا ناپایدار مسأله منتج میوضعیت

ی تشر شده در زمینهدر مقایسه با تعداد زیاد مقالات من

، تعداد ]21تا  1 [متحرکجرم -پاسخ دینامیکی سیستم تیر

-تحقیقات در زمینه پایداری دینامیکی این مسأله محدود می

با استفاده از تئوری  ]22 [. نلسون و کنور]28تا  22 [باشد

فلاکه به تحلیل پایداری دینامیکی تیر یکنواختی با شرائط 

های یک سری پیوسته از جرم گاه ساده که بامرزی تکیه

ی مطالعه ]23 [شد پرداختند. بندتیمتحرک تحریک می

نلسون و کنور را گسترش داد و نواحی دیگری از ناپایداری 

عبوری گزارش های را برای برخی شرائط فاصله بین جرم

پایداری دینامیکی ارتعاش  ]24 [داد. کتز و همکارانش

شده با بارهای متحرک  گاه ساده تحریکعرضی تیر با تکیه

متغیر ایجاد شده در اثر نیروهای برش هنگام عملیات 

ماشینکاری را بررسی کردند. آنها تغییر مقدار بارها را 

 ]25 [متناسب با تغییر شکل تیر در نظر گرفتند. ماکرتیچ

پایداری دینامیکی تیر تیموشنکوی واقع بر محیط الاستیک 

ه کرد. او برای به های متحرک را مطالعتحت عبور جرم

ی پایدار مسأله از تئوری فلاکه استفاده دست آوردن ناحیه

ای واقع پایداری دینامیکی تیر پله ]26 [کرد. آلدرایهم و باز

های متحرک را بررسی کردند. آنها از تئوری بر عبور جرم

بینی پایداری تیر تحریک پارامتریک تکانشی برای پیش

-تریک پریودیک قرار میهنگامی که تحت تحریک پارام

گیرد استفاده کردند. با مروری بر مطالعات انجام شده در 

شود که در جرم متحرک مشخص می-ی تیرزمینه مسأله

اکثر آنها از تئوری فلاکه برای تحلیل پایداری مسأله استفاده 

های شود با استفاده از روششود. در این مطالعه سعی میمی

تئوری فلاکه تحلیل پایداری هارمونیک بالانس نموی و 

ای نتایج حاصل ی مقایسهمسأله انجام شود و در یک مطالعه

 مقایسه شوند.

ی مطالب این مقاله، ابتدا مدل ریاضی تیری با در ادامه

های متوالی تحریک شده گاه ساده که با یک دسته جرمتکیه

شود. سپس، روش گالرکین برای است استخراج می

مکانی و به دست آوردن معادله سازی حوزه گسسته
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شود. سپس دیفرانسیل معمولی حاکم بر مسأله استفاده می

 صلی حاروش هارمونیک بالانس نموی برای تحلیل معادله

استفاده شده و یک روش تکرار شونده برای تعیین منحنی 

-مشخص کننده مرز ناپایداری مسأله مورد استفاده قرار می

حاصل از روش بکارگیری گیرد. این منحنی با منحنی 

سازیهای عددی برای تأیید تئوری فلاکه مقایسه شده و شبیه

 شوند.این منحنی بکار گرفته می

 مدلسازي ریاضي و استخراج معادله حرکت -2

مدل سیستم مورد مطالعه که شامل جرم متحرکی به 

برنولی یکنواختی با شرائط مرزی  -و تیر اویلر  M0بزرگی 

و صلبیت  m  ، جرم واحد طولlه طول گاه ساده بتکیه

 ( آمده است.1است در شکل ) EIخمشی 

 

 V 

m, EI, l  

M0 

 
 

 جرم متحرک. -ی تیرشماتیک مسأله (1) شکل

از سمت چپ تیر  Vشود که جرم با سرعت ثابت فرض می

کند و همواره در تماس با تیر به سمت راست آن حرکت می

ر ی حاکم بر ارتعاش عرضی دامنه کوچک تیاست. معادله

 شود عبارت است ازنشان داده می  v(x,t) که با

 
(1) 

2 4

2 4

2 2 2
2

0 2 2
( 2 ) ( ) ,

v v
m EI

t x

v v v
M g V V x Vt

x tx t


 
 

 

  
   

  

 

 ی تابع دلتای دیراکبیان کننده شتاب جاذبه و  g که

 است.

به منظور بکارگیری روش گالرکین جهت گسسته 

 به صورت (، پاسخ آن 1ی )سازی معادله
 

(2) 
1

( , ) ( ) ( ) ,
n

i i

i

v x t x q t


  

که  شوددر نظر گرفته می
i
(x)  بیان کنندهi- امین تابع

تعداد توابع شکل یا مودهای استفاده شده، و  nشکل، 

( )iq t ی مودال باشد که مختصهضریب تأثیر این تابع می

(، 1ی )له( در معاد2ی )شود. با جایگذاری معادلهنامیده می

گاه ساده برایی تیر با تکیهاستفاده از توابع ویژه
i

 ،ها

انتگرالگیری بر روی طول تیر و در نظر گرفتن شرط تعامد، 

ی معادلات ( به مجموعه1ای )ی دیفرانسیل پارهمعادله

( 3دیفرانسیل عادی حاکم بر مختصات مودال بیان شده در )

 ودشتبدیل می

(3) ( ) ( ) ( ) ( ),t t t tM q+B q+K q=f  

Tکه 

1 2 n
=[q (t),q (t),...,q (t)]q  بردار مختصات مودال

و بردار M ،B، K هایاست. اجزای ضرائب ماتریس

f عبارتند از 

 

 

 

(4) 

0

0
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2 0

2

0

( ) ( ) ,

( )2
( ) ,

( )
( ) ,

( ),

ij ij i j

j

ij i

j

ij i ij i

i i

M
M Vt Vt

m

d VtM v
B Vt

m dx

d VtM V
K Vt

m dx

M g
f Vt

m

  





  



 



 



 

و  ijکه 
i  بترتیب دلتای کرونکر وi- امین فرکانس

طبیعی تیر )
2 2

2
( ) /i

i
EI m

l


  هستند. با در نظر )

گرفتن یک تابع شکل نرمالیزه تطبیقی به شکل 

   1
2x l x l  / sin ارامترهای و معرفی پ /

 بدون بعد
0

M ml  و  /
1

v l    یمعادله /

 آید( در می5ی )حاکم بر مختصات مودال به فرم رابطه

 

 

(5) 
   

   

2

1 1 1

2 2 2

1 1 1 1

1 2 2 2

2 2

t q t q

t q l g t

   

    

       

    

sin sin

sin sin ,
 

1که در این رابطه  1 /V l    ی باشد. معادلهمی

ای کند معادلهتیر حرکت می( تا زمانی که جرم روی 5)

خطی با ضرائب متغیر با زمان است. به محض اینکه جرم تیر 

را ترک کند دیگر اثری بر آن نداشته و ضرائب متغیر با 

ط ( حذف شده و در نتیجه شرای5ی )زمان موجود در رابطه

برای تشدید ارتعاشات از بین خواهد رفت. بنابراین با در نظر 

هنگامیکه یک جرم تیر را ترک کند  گرفتن این شرائط که

جرم بعدی روی تیر قرار گرفته و حرکتش را آغاز کند یک 

-ب معادلهشود که در نتیجه ضرایتحریک تکراری ایجاد می
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pT/( پریودیک با پریود 5ی ) l V شوند. با نوشتن می

 شود( نتیجه می5ی )بسط فوریه ضرائب معادله

 

 
 

(6) 

 

 

 

1 1 1

2 2

1 1 1

12
k 1

1 1 2 t q 2 2 t q

1 2 t q

2 4
2l g 2k t

1 4k

   

  

 
 





        

      

 
    
 
 



cos sin

cos

cos .

 

های هارمونیک بالانس نموی روشبه منظور بکارگیری 

دو متغیر  ی پایداری سیستمو تئوری فلاکه برای مطالعه

 شود،جدید تعریف می

(7) 
3

2
1
t ,

q
Q

l
   .  

( و انجام چندین 6ی )( در معادله7با جایگذاری معادلات )

یک بدون بعد حاکم بر ی پارامترعملیات جبری، معادله

 سیستم به صورت

 

 

(8) 

 

 

 

2
2 2

2

2

2 2
11

1+α 1- 2 2 2

1 1 2

2 2 4
2

1 4k

d Q dQ

dd

Q

g
k

l k

  


 




 





        

       

 
    
 
 



cos sin

cos

cos ,

 

1شود که در آن، حاصل می

1





  باشد. برای می

ی پایداری دینامیکی سیستم، با کنار گذاشتن ترم مطالعه

 شود،( حاصل می9ی )( معادله8ی )سمت راست معادله

(9)     

  

2 2

2

1+α 1- 2 2 2

1 1 2 0

Q Q

Q

  

 

      

      

cos sin

cos ,
 

را نشان  گیری نسبت به که در آن بالانویس پرایم مشتق

 دهد.می

 روش هارمونيک بالانس نموي و روش فلاکه -3

جرم -به منظور بررسی پایداری دینامیکی مسأله تیر

ی و ومتحرک در ادامه از دو روش هارمونیک بالانس نم

 .شودفلاکه استفاده می

 نموي بالانس هارمونيک وشر -3-1

روش هارمونیک بالانس نموی یک تکنیک با دقت بالا 

در تحلیل پایداری دینامیکی است. در این روش، 

  * به عنوان نقطه مرزی ناپایداری متناظر با حل  ,*

پریودیک  Q * ( در نظر گرفته می9برای معادله ) .شود

 ی مرزی مجاور به صورتطهنق

(11)      Q Q Q        

  

* *

*

, ,
 

( در 01شود. با جایگذاری معادلات )در نظر گرفته می

های خطی ( و نگه داشتن ترم9ی )معادله Q  ،  و

ی نموی خطی، معادله 
 

 

 

(11) 

  

  
 

 

  
 

2 2

2

2

2 2

1+ 1- 2 2 2

1 1 2

1- 2

2 2 1- 2

2 1 1- 2 4 2

2 1- 2

Q Q

Q

R Q

Q Q

Q Q

Q

   

 



  

   

 

        

      

    

       

         

    

* * * *

* *

* *

* * * *

* * * * * *

* * *

cos sin

cos

[ cos

sin cos ]

[ cos sin

cos ] ,

 
 آید که در آنبه دست می

 

 
(12) 

   

 

     

2

2

2

1+ 1- 2

2 2

1 1 2

R Q

Q

Q

 

 

  

   


 

   


* * *

* * *

* * *

cos

sin

cos

 

ترم اصلاح کننده است و روی نقاط مرزی ناپایداری صفر 

توان با در نظر گرفتن شود. مرز پایداری را میمی Q * 

و  Q  ودیک داده شده در رابطهبه صورت توابع پری-

 ( تعیین کرد13ی )
 

(13)  

 

0

2 4 6

0

2 4 6

N T

k ip

N T

i ip

Q b

b p a p

Q b

b p a p



  



  





   

       

     

         





*
C A

C A

*

, , , ...

, , , ...

cos sin ,

cos sin .

 

عدد صحیح مثبتی است که دقت پاسخ  N(، 13در روابط )

بزرگتری انتخاب شود پاسخ  Nکند )هر چه را تعیین می

 دقت بیشتری خواهد داشت( و
 

(14) 
 

 

 

0 2 4 2 2 4 2

0 2 4 2 2 4 2

1 2 2 2 2 T

T

N N

T

N N

N N

b b b b a a a

b b b b a a a

              

        

*

C

A =

A

,cos ,... ,cos ,sin ,... ,sin ,

, , ,... , , , ,... , ,

, , ,... , , , ,... , .
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-( و اعمال روش گالرکین، معادله12( در )14جایگزینی ) زا

 شود( نتیجه می15ی )

 

 

 

 
 

(15) 

    

  

  

    
   

   

2

2

2

2 2 2

*

0

*

*

0

*

* *

0

1+α 1- 2

2α 2

1 α 1 2

1- 2 2 2 1- 2

2 1 α 1- 2

4 α 2 2 α 1- 2

T

T

Q Q

Q

Q d

Q R

Q Q Q

Q

Q Q d





 



 



   



  

    

   

      

 

            

    

        





*

*

*

* * * * * *

* *

* * *

.[ cos

sin

cos ]

.

cos sin cos

cos

sin cos .

 
-(، مجموعه15( در )13ی )فرمت فشرده با جایگزین کردن

به  و  A ،ای از معادلات خطی از پارامترهای 

 فرم

(16) 
A  

  
    S A S S R,  

 شود کهحاصل می

 

 

 

 

(17) 

  

  

  

  

 

 

2

2

2

2

2

2

2

2

2

0

0

0

1 1 2

2 2

1 1 2

1 1

2 2

1 1 2

1 2

2 2

1 2

T

A

T

T

T

T

T

T

T

T

d

d









 

 

  

 

 

  











     

   

     

     

   

     

    

   

   







*

S CC

CC

CC

R 2 CC

CC

CC ]A

S CC

CC

CC

* *

* *

* *

* *

* *

* *

*

*

*

[ cos ,

sin

cos ]

[ cos ,

sin

cos

[ cos ,

sin

cos

  

 

0
2 1 1 2

4 2

2 1 2

T

T

T

d

d





 

 

  


     

   

    



*

*

A

S CC

CC

CC A

* *

* *

* *

]

[ cos

sin

cos ] .

 

ای است که برای به دست آوردن ( معادله16ی )معادله

Aمرز ناپایداری برای کمیتهای
* ، -استفاده می *و  *

ی غیرخطی بر حسب شود. این معادله در حیقت یک معادله

 ها است. بجای حل این معادلات غیرخطی برایاین کمیت

A * ، و  A ،معادلاتی که بر حسب  *و  *

 شوند. در خطی هستند در یک روند بازگشتی حل می

تا  2( تعداد متغیرهای نامعلوم از تعداد معادلات 16ی )معادله

Aبیشتر است. با این وجود از آنجایی که در بردار 
فقط  *

اهمیت دارند، در نظر گرفتن یکی از  مقادیر نسبی ضرائب

پذیر برابر صفر امکان Aضرائب برابر یک و نمو آن در 

به  یا  است. همچنین با انتخاب یکی از پارامترهای 

آن برابر عنوان پارامتر فعال و در نتیجه در نظر گرفتن نمو 

0صفر )یعنی   0یا نتیجتاً دو تا از ،)

شوند و معادلات برای مجهولات برابر صفر قرار داده می

به عنوان  شوند. در این مقاله مجهولات باقیمانده حل می

0پارامتر فعال و در نتیجه   شود و در نظر گرفته می

 شود.برابر صفر لحاظ می Aاولین عنصر 

 روش فلاکه -3-2

تئوری فلاکه روشی برای تعیین پایداری یا ناپایداری 

ای بر این تئوری کند. مقدمههای پریودیک ارائه می سیستم

بیان شده  nی  تبهپریودیک مر  در ادامه آمده است. سیستم

 گیریم ( را در نظر می18در فضای حالت )

(18)     z A t z h t .   
بردار متغیرهای حالت و  zکه  A t  ماتریس ضرائب شامل

توابع زمانی پریودیک و  h t  بردار تحریک است. با

ی مورد مطالعه در این توجه به این مطلب که برای مسأله

مقاله محدود است، تحریک محدود به خروجی محدود 

انجامد. بنابراین برای تحلیل پایداری دینامیکی کافی می

 در نظر گرفته شود( 18ی )ی همگن معادلهاست که مسأله

(19)    , ( ).pz A t z A t T A t    
ی ( با شرط اولیه19پاسخ معادله ) 0 0z t z  عبارتست

 از 

(21)    0 0, ,z t t t z  
که ماتریس انتقال  0,t t عبارتست از 

(21)    
0

0, exp ( )
t

t
t t A d     

سازی، نماد  برای ساده   0 ,0t t  شود تعریف می .

0 لذا برای 0t ، 
t

0
t,0 exp A( )d   

  
  .با 

 تعریف 0C t( 21ی )،مشخص است که پاسخ معادله

 ی تناوب خواهد شددوره Nبعد از 

(22)   0
kz kT C z  

ی  کند که اگر تمامی مقادیر ویژه تئوری فلاکه بیان می

ای واحد به مرکز در داخل دایره Cماتریس  0,0 در
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واقع شوند، آنگاه سیستم دارای پایداری  ی مختلط صفحه

 مجانبی است.

(، 18ی )( به صورت معادله8ی )با تغییر معادله A   و

 h   با خواهند شدبرابر 

 

(23)    

  

 

  

   

  

2

1 2

2 2

1 1

3

2

1

0 1

A ,1 p p

1 p 1 p

0
Q

ph , z ,
Q

1 p

  

 





 
 
   

 


 

 
 
 
 
 

 
  
  
   

 

 که 

 

(24) 

        

   

2

1 2

3 2 2
11

2 2

2

1 cos , 2 sin ,

2 2 4
cos .

4k

k

p p

g
p

l k

   

 

 



  





   

 
  

 


 

بق با مطالب گفته شده در این بخش مطا Cحال ماتریس 

ی تشکیل شده و تئوری فلاکه صفحه   را به دو

شود که کند. یادآوری میقسمت پایدار و ناپایدار تقسیم می

ی نقاطی از صفحه   متعلق به ناحیه پایدار خواهند

ن، همگی کمتر از اظرشامتن Cی ماتریس بود که مقادیر ویژه

 .یک باشند

 بحث و تحليل نتایج -4

گاههای برنولی با تکیه-نتایج پایداری دینامیکی تیر اویلر

های با فواصل یکسان ای از جرمساده که با عبور مجموعه

شود در این قسمت آمده است. بدین منظور، با تحریک می

در نظر گرفتن بسط سری  Q *  و Q   مطابق رابطه

(، در حقیقت به دنبال آن دسته از پارامترهای جرم 13)

عبوری در صفحه    هستیم که منجر به پاسخ

( 2شود. این منحنی در شکل )( می9پریودیکی برای معادله )

دار را نشان داده شده است. این منحنی نواحی پایدار و ناپای

کند. همانگونه که نشان داده ی پارامترها جدا میدر صفحه

شده است نواحی بالا و پایین این منحنی بترتیب نواحی 

باشند. به منظور بررسی صحت روش ناپایدار و پایدار می

هارمونیک بالانس نموی، منحنی مرز پایداری با استفاده از 

و منحنی دقت روش فلاکه نیز تولید شده است. تطابق این د

 دهد.بالای آنالیز را نشان می

 
نواحی پایدار و ناپایدار حاصل شده با روش هارمونیک  (2)شکل 

 بالانس نموی و فلاکه.

به منظور بررسی صحت منحنی مرز پایدار و ناپایدار 

ی انتخابی ( برای دو نقطه6ی )سازی عددی معادلهشبیه

 یاز صفحه  (0.5, 1.4    و

0.5, 1.5  ) شود. مقادیر عددی انجام می

10kg/mmها، سازیپارامترهای تیر در این شبیه   ،
5 25 10 N.mEI   ،20ml  شوند. انتخاب می

ی ناپایدار ی پایدار و دومی از ناحیهاولین نقطه از ناحیه

( 4( و )3های )سازی در شکلشود. نتایج شبیهانتحاب می

نمایش داده شده است. نتایج، رفتار پایدار و ناپایدار 

 کند.تصدیق می و  سیستم را برای مقادیر انتخابی 

 
,0.5پاسخ نقطه میانی تیر برای ( 3) شکل 1.4   متعلق(

 ی پایدار(.به ناحیه

 
,0.5پاسخ نقطه میانی تیر برای ( 4)شکل  1.5   متعلق(

 ی ناپایدار(.به ناحیه
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 گيري  نتيجه -5

ی پایداری دینامیکی تیر اویلر برنولی در این مقاله، مسأله

های مشابه با گاه ساده تحت عبور پریودیک جرمبا تکیه

اده از روش هارمونیک بالانس نموی و روش فلاکه استف

ی مورد بررسی قرار گرفت. با بکارگیری این روشها صفحه

پارامتری متغیرهای جرم عبوری توسط منحنی مرز پایداری 

شود. منحنی مرز حاصل به نواحی پایدار و ناپایدار تقسیم می

 برای گستره وسیعی با دقت بسیار بالایی ،شده با هر دو روش

-بر یکدیگر منطبق می ها و جرمهای بار عبوریاز سرعت

های عددی برای مقادیر انتخابی از نواحی سازیباشند. شبیه

پایدار و ناپایدار انجام شد. رفتار مورد انتظار سیستم برای هر 

یک از مقادیر انتخابی، درستی و صحت منحنی مرز و در 

 کند.نتیجه آنالیز انجام شده را تصدیق می
 

 هرست علائمف

 l (mطول تیر )

kgجرم واحد طول تیر )
m

) ρ  

 A (2mسطح مقطع تیر )

 I (4mممان اینرسی مقطع تیر )

 v (mجابجایی عرضی تیر )

2مدول یانگ )
Nt

m
) E 

2شتاب گرانش )
m

s
) G 

 M0 (kgجرم ذره عبوری )

mسرعت ذره عبوری )
s

) V 

 بعد ذرهجرم بی  
 بعد ذرهسرعت بی  
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