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 چکیده
درجه که تحت بار محوري فشاري  ا سطح مقطع بیضی با چیدمان صفر و نودي مرکب  بها ه بررسی کمانش الاستیک پوستهدر این مقاله ب

 اي یک المان هشت گره. محدود، براساس تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول اتخاذ شده است روش حل بر مبناي اجزا. شود، پرداخته میهستند
در مختصات محلی پوسته به دقت  ها جایی هکرنشها بر اساس جاب. یکی پوسته بیضوي در نظر گرفته شده استبراي به دست آوردن رفتار الاست

انرژي پتانسیل به  کردنمعادلات تعادل با استفاده از حداقل . محاسبه شده و کار انجام شده توسط بار اعمالی به سازه، در نظر گرفته شده است
نسبت شعاع بزرگ به ( اثر تغییر پارامتر سطح مقطع بیضی .اند دن دترمینان ماتریس سیستم، حل شدهصفر کر و با استفاده از روش اند دست آمده

نتایج مؤید این مطلب است که تغییر در  پارامتر . بر روي بار کمانش بحرانی پوسته استوانه بیضوي بررسی شده است) شعاع کوچک بیضی
 . کمانش بحرانی را تغییر دهد تواند به طور محسوسی بار میسطح مقطع بیضی 

 
 .بار کمانش بحرانی، المان محدود، تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول، سطح مقطع بیضی شکل ي مرکب،ها پوسته: هاي کلیدي واژه
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 مقدمه -1
ــا اســتفاده از  تــوان بــه مــواد کــامپوزیتی مــی از آنجــایی کــه ب

سـت یافـت،   یی با اسـتحکام و سـفتی بـالا و وزن سـبکتر د    ها  سازه
 شـوند یی کـه بـا اسـتفاده از مـواد کـامپوزیتی سـاخته مـی       هـا  سازه

ي اخیر مـورد توجـه   ها در سال) اي هاي استوانه به خصوص سازه( 
همچنـین پوسـته  بـا سـطح مقطـع      . انـد  صنایع مهندسی قرار گرفتـه 

دایره کاربرد وسیعی در صنایع مهندسـی از قبیـل صـنایع دریـایی،     
کرده است امـا در کاربردهـاي خاصـی در    پیدا  اي هوافضا و هسته

 .باشد میاین صنایع، نیاز به پوسته با سطح مقطع غیر مدور 
 ،)ها و لوله ها مانند استوانه(پایداري مقاطع توخالی دایروي 

هم به صورت تحلیلی و هم به صورت تجربی از اوایل قرن 
رفتار کمانشی پوسته . بیستم مورد مطالعه قرار گرفت

تحت بار فشاري محوري، تقریباً اولین بار توسط  اي استوانه
نتایج به . گرفتمورد بررسی قرار  1908در سال  ]1[ لرنز

که براساس تئوري تغییر (ي تئوري اولیه ها دست آمده از حل
تجربی  هاي مطابقت خوبی با آزمایش) وچک بودشکل ک

نداشت، در عمل پدیده کمانش زودتر از مقدار پیش بینی 
مسئله فوق، روش  کردنبرطرف  براي. داد میشده رخ 

 ]2[ي بزرگ، توسط دانل ها تحلیلی جهت تخمین تغییر شکل
اولین حل دقیق تحلیلی غیر خطی به وسیله وان . ارائه شد

چندین سال بعد تحقیقاتی . ]3[کارمن و تسین انجام شد 
 اي که از اهمیت ویژه ]4[توسط دانل و وان صورت گرفت 

اولیه ) عیوب(تحقیقات نشان داد، نقص  این .برخوردار است
در پوسته عامل ایجاد این ناهماهنگی و ناسازگاري بین نتایج 

علاوه . باشد میبه دست آمده از حل تحلیلی و نتایج تجربی 
ایجاد یک تئوري ( ]5[بر آن، تحقیقاتی که توسط کویتر 
حساسیت در ی از قبیل کلی پایداري ساختاري و تأثیر عیوب

انجام شده بود، توسط ایشان مورد تأیید ) یداري پوستهرفتار پا
پس از آن مطالعات فراوانی در خصوص بررسی . گرفتقرار 

رفتار مقاطع تو خالی دایروي تحت بار فشاري محوري  براي 
 .انجام شد) ها خصوص براي استوانه هب(مقاطع با طول کوتاه 

ایروي با مقاطع غیر د اي ي استوانهها در ارتباط با پوسته
از آنجا که . توخالی کارهاي بسیار کمتري انجام شده است

کند این مسئله  میشعاع در امتداد تار خنثی سطح مقطع تغییر 

. گردد می ها باعث پیچیده تر شدن تحلیل پایداري این پوسته
در خصوص بررسی  ]6[اولین مطالعه نظري توسط مارگوار 

ار کمانشی و پیش سپس رفت. ي غیر دایروي انجام شدها پوسته
بیضوي تحت بار فشاري، توسط  اي ي استوانهها کمانشی پوسته

مورد تحقیق و بررسی قرار ] 10و 9و 8و 7 [کمپنر و همکارانش
دهد که  مینتایج به دست آمده از این مطالعات نشان . گرفت

شعاع  bشعاع بزرگ و  a/b )aمقاطع بیضوي با مقادیر بالاي 
متري به عیوب دارند و حتی حساسیت ک) استکوچک بیضی 

این جمله در  .بار نهایی ممکن است بزرگتر از بار کمانشی باشد
 اي ي استوانهها تقابل مستقیم با حساسیت به عیوب در پوسته

به دلیل  این . دایروي است که توسط دانل و وان بیان شده بود
 اي ي استوانهها ناهماهنگی رفتار کمانش و پیش کمانش پوسته

که  گرفتمورد بررسی قرار  ]11[توسط هاتچینسن بیضوي 
مقاطع (دهد این مقاطع  مینتایج حاصل از این مطالعات نشان 

اما ) ي دایرويها مانند پوسته( اند حساس  به عیوب) غیر دایروي
از بار  ممکن است در بارهاي بزرگتر ها شکست در این پوسته

سط تنیسن چندین سال بعد نتایج مشابهی تو. کمانشی روي دهد
بیضوي  اي ي استوانهها پوسته(به دست آمد  ]12[و همکارانش 

که نسبت شعاع بزرگ به شعاع کوچک آنها در شرط روبرو 
). ، بار نهایی آنها بیشتر از بار کمانشی است≤ a/b 2برقرار شود  

از این جهت ي غیر دایروي ها بنابراین رفتار کمانشی پوسته
ي مذکور ها ه ذکر است نویسندهلازم ب. مورد توجه قرار گرفت

رفتار . اند با طول کوتاه را مورد بررسی قرار داده ها تنها استوانه
ي با طول متوسط تا بلند براي مقاطع غیر ها پایداري پوسته

بعد از تحقیقات . دایروي هنوز یک مسئله حل نشده بود
صورت گرفته توسط هاتچینسن و کمپنر، مطالعات مربوط به 

، ]13[ غیر دایروي غیر خطی، توسط سان اي استوانهي ها پوسته
 ]16[ ، سلداتس]15[ ، سوزوکی و همکارانش]14[ شینمن و فیرر

 .، انجام شد]17[ و میر و هیر
ي بیضوي ها اخیراً رفتار کمانش و پیش کمانش استوانه
سامباندام و (تحت فشار، در زمینه مواد کامپوزیتی 

، چان و ]19 [گاردنر(یک و مواد ایزوتروپ) ] 18 [همکارانش
توجه محققان را به خود ) ]21[ ، زو و ویلکینسون]20[ گاردنر

 . جلب نموده است
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ي مختلفـی  هـا  کار بر روي استوانه بیضوي با اسـتفاده از روش 
، روش انـرژي  ]22 [و ]8[اسـت از جملـه روش ریتـز     انجام شـده 

ــه  ]24[ و ]23[تفاضــل محــدود  ــه همــراه نظری ــرکین ب ، روش گل
همچنین در ایـن  . و روش تجربی ] 28-25[ و ]9[ضل محدود تفا

شود که تئوري مورد اسـتفاده بـر مبنـاي تئـوري      میکارها مشاهده 
 . باشند میکلاسیک پوسته 

در کار حاضر به بررسـی کمـانش پوسـته بـا سـطح مقطـع       
بیضی بر مبناي تئوري تغییـر شـکل برشـی مرتبـه اول پرداختـه      

در مختصـات مطلـق    هـا  جـایی  هجاب ـکرنشها بر اساس . شود می
کار انجام شده توسط بار اعمالی  و پوسته به دقت محاسبه شده

معادلات تعادل با استفاده از . به سازه، در نظر گرفته شده است
حداقل نمودن انرژي پتانسیل بـه دسـت آمـده و بـا اسـتفاده از      

اثـر  . روش صفرکردن دترمینان ماتریس سیستم حل شده است
نسبت شـعاع بـزرگ بـه شـعاع     (ر سطح مقطع بیضیتغییر پارامت

اي  ، بر روي بار کمانش بحرانی پوسته اسـتونه )کوچک بیضی
همچنین  تغییر نسبت شعاع متوسط . بیضوي بررسی شده  است

 .به ضخامت پوسته مورد مطالعه قرار گرفته است
 

 فرضیات حاکم بر مسئله  -2
گرفتـه  در نظـر  ) 1(المانی به عنوان نمونه به صورت شـکل 

امـا    اسـت سطوح  خارجی این المان منحنی شـکل  . شده است
باشند را می توان بـه وسـیله   مقاطعی که در امتداد ضخامت می

.]29[خطوط مستقیمی ایجاد نمود ي هـا  مؤلفـه بـه عنـوان    ,
بـه   مختصات منحنی در صفحه میـانی المـان فـرض شـده و     

هت ضخامت در نظر گرفته شده خطی در ج مؤلفهیک عنوان 
که  به طوري. توجه شود) 1(است، به شکل و  -1بـین   ,,

تزین و مختصات رابطه زیر بین مختصات کار. کنند میتغییر  1
 : ]29[شود  میتعریف منحنی 

)1  (  2
1 2
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 .اي یک المان هشت گره) 1(شکل

 
حاضر براي هر گـره پـنج درجـه آزادي در نظـر      مقالهدر 

، المـان چهــار  وع المــان مـورد اسـتفاده  گرفتـه شـده اسـت و ن ـ   
 .است 1اي وجهی هشت گره

 :]29[شود  میبه صورت زیر بازنویسی ) 1(رابطه
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eبردار یکه در جهت ضخامت المان، v٣kکه در این رابطه، 
ih 

 . را ببینید) 1(است، پیوست  تابع شکل  Nضخامت هر المان و 
ــورد   )2(در شــکل ــات م ــواع سیســتمهاي مختص ــه و ان ، هندس

  .استفاده در کار حاضر نمایش داده شده است
 

 
 

 .انواع سیستمهاي مختصات المان پوسته) 2(شکل
 

توسط براي هر المان در مختصات مطلق  جایی جابهمیدان 
 ]. 30و29 [شودمیتعریف رابطه زیر 

                                                
1- Serendipity Quadrilateral Eight-noded Element 
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kV ،)3(کــه در رابطــه 1 و  kV2 ي  یکــه ممــاس  بــر هــا بــردار
kVدوران حول محـور   αو   هستندصفحه المان در هر گره  1  

 اي پوسته استوانه ،همچنین .است kV2دوران حول محور   β و
) 3(بیضوي در نظر گرفته شده در کار حاضر به صورت شکل

 :است

 
 

 .بیضوي اي پوسته استوانه) 3(شکل
R  که به صـورت زیـر بـه     استشعاع اصلی سطح مقطع بیضی

 : ]31[آید میدست 

)4(                                     232
21 /)cos(   

R
bR 

 شعاع کوچک آن، bشعاع بزرگ بیضی، aین رابطهکه در ا
2122 2 /]/)[( baR  و )/()( 2222 baba   وθ 

 .شوددر نظر گرفته می yزاویه بین مماس بر هر گره و محور 
 

 محدود مسئله اجزاسازي  مدل -3
ــدل   ــه م ــئل    در ادام ــدود مس ــزا مح ــازي اج ــث  س ــورد بح  ه م

 .گیرد قرار می

 جایی جابه -روابط کرنش
در مختصات محلـی هـر المـان بـه صـورت زیـر        ها کرنش
 :]33و 32و 30[شوند تعریف می

)5(                          
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، )5(که در رابطه bm ي خمشی و غشایی کـرنش  ها مؤلفه
 دهند و میراتشکیل  s   ي برشـی عرضـی   هـا  مؤلفـه بیـانگر

در مختصات محلی هـر   ها جهت بیان کمیت .باشند میکرنش 
 . استفاده شده است ها بر روي آن) -(المان، از علامت 
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) 6(در رابطه ,,,, wvu     پنج درجـه آزادي در نظـر گرفتـه
 .هستنداي هر گره شده بر
در  هــا  و کــرنش هســتند در مختصــات مطلــق   u,v,wچــون 

، بنابراین لازم اسـت  اند تصات محلی هر المان تعریف شدهمخ
براي بـه   .در مختصات محلی هر المان بیان شوند  ها جایی جابه

در مختصــات محلــی از تبــدیل  هــا جــایی جابــهدســت آوردن 
 :شود طبق مراحل زیر استفاده میمختصات 

 اول مرحله
(نسبت بـه مختصـات منحنـی    u,v,wابتدا مشتقات  ,, (

و ســپس بــا اســتفاده از )) 1-ب(پیوســت (شــوند  مــیمحاســبه 
 )).2-ب(پیوست (شود  میژاکوبین، به مختصات مطلق برده 

)7(                       
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 : شود میتعریف  به صورت زیر  J، )7(که در رابطه 

)8(                                                   


























,,,

,,,

,,,

zyx

zyx

zyx

J

    
    
    

 

 مرحله دوم
در مختصـات مطلـق کـه     جـایی  جابهي ها حال مشتقات میدان

ــا ))2-ب(پیوســت (محاســبه شــده )) 7(رابطــه (در مرحلــه اول  ، ب
 .شود می استفاده از تبدیل مختصات زیر، به مختصات محلی برده

)9(                    
      
      
      

      
      
      

 







































zzz

yyy

xxx
T

zzz

yyy

xxx

wvu

wvu

wvu

wvu

wvu

wvu

,,,

,,,

,,,

,,,

,,,

,,,
 

، مـاتریس کسینوسـهاي هـادي اسـت کـه      θ، )9(که در رابطه 
 .کند میمختصات مطلق را به مختصات محلی تبدیل 

 :داریم همچنین

)10 (                                           
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بـه صـورت زیـر    ) 5(، رابطـه )10(تـا  ) 6(بـا اسـتفاده از روابـط    
در ایــن رابطــه ماتریســی اســت کــه  B][. شــود مــیبازنویسـی  

ي آن شـامل توابـع شـکل و مشـتقات آن در مـاتریس      ها مؤلفه
 . است) 5(کرنش رابطه
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 انرژي پتانسیل کلی
مان پوسـته  انرژي پتانسیل کلی در مختصات محلی براي ال

 : ]34[شود میبه صورت زیر تعریف 

)12 (                                  )()()(  WUUT  
باشد  ، شامل انرژي کرنش الاستیک میU (  ) که در این رابطه

کاري است که به وسیله بار فشاري اعمالی به پوسـته،   W(δ)و 
 .شودانجام می
 :شودبه صورت زیر بیان می U)(، )12(در رابطه

)13   (                                 dVδU
V

T }{}{)( 2
1 

)14   (                           dVQU
V

T    2
1
 }]{[}{)(  

)15    (             dVBQBU
V

TT    2
1
  }{}]{[}{}{)(  

)16 (                       }){][}{()(   K δU local
eT

2
1

 

و به  استماتریس ضرایب سفتی هر المان  Q][، )14(طهدر راب
6655 يها مؤلفهدر  .شود میصورت زیر تعریف  QQ ضریب  ,

 :تصحیح برشی اعمال شده است

)17  (               
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local ، )16( که در رابطه
eK ][ ساختاري است که ماتریس سفتی   

 :شودبراي هر المان در مختصات محلی به صورت زیر تعریف می

)18(        
V

T
 local

e dVBQBK         

W(δ) گردد میبه صورت زیر بیان ) 12(در رابطه: 

)19( dVW
x

y

V yyxy

xyxx
T

x
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yx  کـه بـه صـورت زیـر      انـد  ي چرخشی متوسـط ها مؤلفه ,
 :]36و35[شوند تعریف می

)20( 
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GB ي آن شــامل هــا مؤلفـه ماتریســی اسـت کــه  ) 21(در رابطـه
 . است) 20(توابع شکل و مشتقات آن در رابطه 
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 :خواهیم داشت) 21(و ) 20(، )19(ه روابطبا توجه ب

)22(        dVBBW
V

G
yyxy

xyxxT
G

T    
  

  
 2

1





 






















)( 

)23(      )][()(    2
1

 local
e
G

T KW 

local  در رابطه بالا 
e
GK بـراي هـر   ) مـاتریس سـفتی هندسـی   ( ][

 :شود میتعریف  زیرالمان در مختصات محلی به صورت رابطه 

)24(  
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G local
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از طرفی با توجه بـه اینکـه تنهـا بـار محـوري بـه سـازه اعمـال         
 :شود، بنابراین می

)25(    x yyyxx     ,        ,  
Ch
P        

ضـخامت   hمحـیط سـطح میـانی پوسـته و      Cکه در این رابطه 
 .کلی پوسته است

بـه صـورت زیـر    ) 12(، رابطـه )24(تـا  ) 13(با توجه بـه روابـط  
 .شودبازنویسی می

)26( 
}{][}{

}{][}{)(

e
local

e
G

Te

e
 local

eTe
T

K

KU





2
1              

 2
1


 

،  )26 رابطـه طبـق  ( انـرژي پتانسـیل کلـی    کـردن بعد از حداقل 
 :ودش میرابطه زیر حاصل 

)27(  
e

local
e
G

e
local

e KK }{][}{][      
ــط    ــتفاده از رواب ــا اس ــی ب ــه ) 29(و ) 28(از طرف در ) 27(رابط
 .شود مینوشته ) 30(مختصات مطلق به صورت رابطه 

)28( 
 Te

local
e
G

e
global

e
G

 Te
local

ee
global

e

KK

KK

][]][][

][][][][
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 :از طرفی

)29( 
 

 



















m

e
global

e
GG

m

e global
e

KK

KK

1

1

 

 
 

 :بنابراین

)30(      



  GKK    

 :دشونتیجه می) 30(و ) 25(از روابط
)31(       ][][ **

GKPK   
][که در رابطه بالا  *

GK   ماتریس سفتی هندسی به ازاي تـنش
و محوري واحد 

Ch
Pp *

 
 :همچنین داریم. است

)32(      ( 1 )][][ ** IPKKG 
)33(  IPKKG   1 ** ][][ 

 :معادل است با) 33(که رابطه
)34(   I AB   1-  

 :شوند میبه صورت زیر تعریف ) 33(مقادیر ویژه رابطه
)35( )][][( **   1 KKeigP G

 
 :شود میبنابراین بارکمانش به صورت رابطه زیر حاصل 

                                              )(* ChPP  
 

 نتایج و بحث -4
ــایجی کــه در  ــه  ) 2(و) 1(جــداولنت ــوط ب ــه شــده مرب ارائ

ده ارتوتروپیـک بـا خصوصـیات    استوانه دایروي براي یک مـا 
 : ]37[ استزیر 

250 
   50,    60,      10

12
2232121321

/

//





EGEGGEE 

ه شده و ضـخامت کلـی پوسـته    در نظر گرفت 6/5ضریب برش 
مقادیر بار کمانش بحرانی بـراي   .باشدمیلی متر می 4/25برابر 

مطابق شرایط مرزي متفاوت  براي دو نوع و دو هندسه مختلف
 ]37 [ با مرجع) 2(و) 1(به دست آمده و در جداول )ج(پیوست 
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حل دقیق  ]37 [روش مورد استفاده در مرجع. مقایسه شده است
در مرجع مذکور یک روش تحلیلی براي مسائل کمانش . است

ــانی اي و ارتعاشــات آزاد پوســته اســتوانه  کــه نســبت طــول   زم
و یـا بزرگتـر از آن    20ن نزدیـک  مشخصه سازه به ضخامت آ

 . باشد، بیان شده است
هدف اصلی از نتایج ارائه شده در این قسمت تائید صحت 

. اســتروابــط بــه دســت آمــده و کــد نویســی مربــوط بــه آن  
شـود، روش   میمشاهده ) 2(و) 1(طور که ازنتایج جداول همان

ارائه شده در این مقاله در مقایسـه بـا روش حـل دقیـق مرجـع      
دایـروي   اي ي اسـتوانه ها ، نتایج قابل قبولی را براي پوسته)37(

 ]0/90[، در چیدمان )1(ماکزیمم خطا در جدول. دهد میئه اار
% 26شـود کـه در حـدود     مـی مشاهده  S٣-S٣در شرط مرزي 

 ]90/0/90/0[، در چیدمان )2(و ماکزیمم خطا در جدول است
 . است% 16شود که در حدود  میمشاهده 

المــان در  64ظـر گرفتــه شـده در ایــن مقالـه،    مـش بنــدي در ن 
، بار crP.استالمان درجهت طولی پوسته  8جهت محیطی و 
 .است، بار کمانش بحرانی بی بعد crPکمانش بحرانی و 

 
 مقادیر بار کمانش بحرانی بی بعد براي استوانه دایروي) 1(جدول

 .40hR   و 2RLبه ازاي 

crP  شرط مرزي تکیه گاه ساده 
 [37] مرجع  حاضر مقاله   )( 232  100 EhLPP crcr   

5451/1  5746/1  S١-S١ 
[ 0/90 ] 

لایه
ان 

یدم
چ

ها 
 

8479/1  3287/2  S٣-S٣ 
8234/1  2719/2  S١-S١ 

[ 0/90/0 ] 
0372/2  8825/1  S٣-S٣ 

 

 مقادیر بار کمانش بحرانی بی بعد براي استوانه دایروي )2(جدول
80  و 1RLبه ازاي   hR . 

crP  شرط مرزي تکیه گاه ساده 
 [37] مرجع  حاضر مقاله   )( 232  10 EhLPP crcr   

3325/9  7362/8  [ 90/0 ] 

لایه
ان 

یدم
چ

ها 
 

3966/9  3941/8  [ 0/90 ] 
6417/11  5289/13  [ 90/0/90/0 ] 

6085/11  3398/12  [ 0/90/0/90 ] 
 

) 7(تا) 4(هاي  شکلو ) 4(و) 3(هاي  جدولنتایجی که در 
پیوسـت  ست براي شرط مرزي تکیه گاه ساده طبق ارائه شده ا

 :]18[استو یک ماده اورتوتروپیک با خصوصیات زیر  )ج(

250
,    50,    60,      40

132312
2232121321

/

//





EGEGGEE 

R  که به صورت زیـر   استشعاع متوسط سطح میانی بیضی
 :شودبیان می

2/CR  
)/(رابطه بی بعد استفاده شده  11 CAPP crcr  در آن  است که

C  ،1محیط سطح میانی بیضی
11 A ،ضریب سفتی کششی ،h ،

به ترتیب شعاع بزرگ و  b و a و ضخامت کلی پوسته
 .باشند میکوچک بیضی 

اثر تغییر پارامتر سطح مقطع بیضی بر روي بـار   ]18 [در مرجع
کمانش استوانه بیضوي بر اساس تئوري تغییر شـکل برشـی مرتبـه    

عرضـی   جـایی  جابـه بالا با در نظر گـرفتن تئـوري زیـگ زاگ و    
ر د. خامت، مــورد بررسـی قـرار گرفتـه اســت   متغیـر در امتـداد ض ـ  

، اثر تغییر پارامتر سطح مقطـع بیضـی بـر روي بـار     )4(و) 3(جداول
کمـانش بحرانــی اســتوانه بیضــوي، براســاس تئــوري تغییــر شــکل  

بـا شـرط مـرزي تکیـه       و برشی مرتبه اول براي دو هندسه مختلف
ي مرتبه بـالا و مرتبـه   ها این نتایج با تئوري بررسی شده و گاه ساده

 . شده است مقایسه ،]18 [اول ارائه شده در مرجع
 

مقادیر بار کمانش بحرانی بی بعد  استوانه بیضوي به ازاي ) 3(جدول
1RL  5وhR  90/0[براي چیدمان [. 

crP 

a/b 
 ]18[مرجع

تئوري تغییر شکل (
 ) 2برشی مرتبه بالا

 ]18[مرجع
تئوري تغییر شکل (

 ) 3مرتبه اول برشی

 حاضر مقاله
تئوري تغییر شکل (

 )برشی مرتبه اول

0160/0 0170/0 0223/0 5/1 

0150/0 0158/0 0200/0 75/1 

0140/0 0145/0 0177/0 2 

0134/0 0140/0 0148/0 25/2 

0130/0 0132/0 0137/0 5/2 

                                                
1- Extensional stiffness coefficient 
2- HSDT 
3- FSDT 
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    مقادیر بار کمانش بحرانی بی بعد  استوانه بیضوي به ازاي )4(جدول
 .10hRو  1RL براي چیدمان 4]90/0[

crP 

a/b 
 ]18[مرجع

تئوري تغییر شکل (
 )برشی مرتبه بالا

 ]18[مرجع
تئوري تغییر شکل (

 )برشی مرتبه اول

 کار حاضر
تئوري تغییر شکل (

 )برشی مرتبه اول

0110/0 0130/0 0153/0 75/1 

0106/0 0125/0 0146/0 2 
01/0 0118/0 0132/0 25/2 

0098/0 0113/0 0124/0 5/2 
 

 
بین مقادیر بار کمانش بحرانی  بررسی میزان اختلاف موجود) 4(شکل

   ]18 [این مقاله، با دو تئوري ارائه شده در مرجع  در استوانه بیضوي بعد بی
 .] 90/0[براي چیدمان  5hRو  1RL به ازاي

 

 
ر کمانش بحرانی بررسی میزان اختلاف موجود بین مقادیر با) 5(شکل

  ]18 [این مقاله، با دو تئوري ارائه شده در مرجع  در استوانه بیضوي بعد بی
10hRو  1RL به ازاي  .] 90/0[4راي چیدمان  

 
میزان اختلاف موجـود بـین نتـایج     ) 5(و) 4(اي ه شکلدر 

ي مرتبـه اول و  هـا  تئوري مرتبه اول این مقالـه بـا نتـایج تئـوري    

، براي دو هندسه و دو چیدمان مختلـف  ]18 [مرتبه بالا مرجع 
و ) 4(و) 3(همــان طــور کــه در جــداول . شــده اســت بررســی

 شود تأثیر تئوري مرتبه بـالا در  میمشاهده ) 5(و) 4(هاي  شکل
 اي لایه است در مقایسه با پوسـته  2که شامل  اي کمانش پوسته

هـاي   شکلهمچنین در . استدارد کمتر  اي لایه 8که چیدمان 
 ،شود  با افزایش پارامتر سطح مقطع بیضی میمشاهده ) 5(و) 4(

  ]18 [اختلاف نتایج بـه دسـت آمـده در ایـن مقالـه بـا مرجـع        
 .  شود میکمتر 

) 6(هـاي   شـکل و ) 4(و) 3(ي هـا  جـدول نتایج حاصـل در  
مؤید این مطلب است که افـزایش مقـدار پـارامتر سـطح     ) 7(و

و   شـود  مـی مقطع بیضی باعث کاهش در بار کمانش بحرانی  
ي حـائز اهمیـت درطراحـی ایـن     هـا  این پارامتر یکی از پارامتر

 .است ها پوسته

 
 به بعد استوانه بیضوي مقایسه مقادیر بار کمانش بحرانی بی) 6(شکل

 .] 90/0[ 4ازاي دو هندسه مختلف براي چیدمان 

 
 

بعد استوانه بیضوي به  ازاي مقایسه مقادیر بار کمانش بحرانی بی) 7(شکل
     .]90/0[ چهار هندسه مختلف براي چیدمان

 
تغییرات بار کمانش بحرانی به ) 7(و) 6(هاي  شکلدر 

ي ها سبتازاي تغییر در پارامتر سطح مقطع بیضی با توجه به ن
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R  مختلف

/h  براي دو چیدمان مختلف مورد بررسی قرار

افزایش  ،مانند استوانه دایروي شود میمشاهده . است گرفته
Rنسبت 


/h  باعث کاهش بار کمانش بحرانی استوانه بیضوي

لازم به ذکر است که این تغییرات متأثر از . و بالعکس شود می
همچنین مشاهده .  اند تغییر در پارامتر سطح مقطع بیضی

که دو ) 7(و دو نمودار بالاي شکل) 6(شود در شکل می
پوسته جدار ضخیم در نظر گرفته شده است، روند افزایشی 
پارامتر سطح مقطع بیضی با روند کاهشی بار کمانش بحرانی 

که دو پوسته ) 7(پایینی شکل همراه است اما دردو نمودار
که که این  مانینازك مورد مطالعه قرار گرفته است ز جدار

 .شود میتغییري در این روند دیده  است 2پارامتر کمتر از 
 

 گیري نتیجه -5
دریک هندسه معین و در یک چیدمان و شرط مرزي 

 :خواهیم داشت یکسان
تواند به طور قابل  میتغییرات در پارامتر سطح مقطع بیضی  -1

 .باعث تغییر در بار کمانش بحرانی شود اي ملاحظه
، مقـدار بـار کمـانش    )h(انیم در یک ضـخامت ثابـت   دمی -2

Rي هــا بحرانــی در اســتوانه دایــروي بــه نســبت

/h  وL/R

 

، هـا  بستگی دارد اما در استوانه بیضوي علاوه بر این نسـبت 
پارامتر سطح مقطع بیضی نیز حـائز اهمیـت اسـت و نقـش     
مهمی را در مقدار بار کمانش بحرانی استوانه بیضوي ایفـا  

Rانند استوانه دایروي، افزایش نسبت هم. کندمی

/h  باعث

گـردد و   مـی کاهش بار کمانش بحرانـی اسـتوانه بیضـوي    
لازم به ذکر است که این تغییرات متأثر از تغییـر  . بالعکس

 .اند در پارامتر سطح مقطع بیضی
تئوري مرتبه اول در مقایسه با تئوري مرتبه بالا تخمین قابل  -3

 .دهد میرانی پوسته ارائه قبولی در بررسی کمانش بح
 

 فهرست علائم
 h ضخامت کلی پوسته

 a شعاع بزرگ بیضی
 b شعاع کوچک بیضی

  کرنش
  تنش

 درجه آزادي هر گره 5 ,,,, wvu 
R شعاع متوسط سطح میانی بیضی


 

 L طول مشخصه پوسته
  C نی بیضیمحیط سطح میا

 A 11 ضریب سفتی کششی
  ي یک المانها بردار درجات آزادي کل گره

 crP بارکمانش بحرانی
 crP بار کمانش بحرانی بی بعد

 eبالا نویس  معرف المان  ضریب پواسون G مدول برشی E مدول الاستیسیته

 
 )الف(پیوست 

المان در نظر گرفته شده  توابع شکل به صورت زیر براي
 :شوند میتعریف 

)(
)
)(

)

)())

)))

)))

))





























1) 1(
  1() 1(

1) 1(
 1() 1(2

1
1 1( 1(4

1
  1( 1( 1(4

1
1( 1( 1(4

1
    1)( 1( 1(4

1

28

27

26

25

4

3

2

1

N
N
N

N

N

N

N

N

 

 )ب(پیوست 










 





8

1
21   2

1
i

i
x
ki

x
kii

i VVtu
N

u )(, 
 










 





8

1
21   2

1
i

i
y
ki

y
kii

i VVtv
N

v )(, 
 










 





8

1
21   2

1
i

i
z
ki

z
kii

i VVtwNw )(, 
 










 





8

1
21   2

1
i

i
x
ki

x
kii

i VVtu
N

u )(, 
 










 





8

1
21   2

1
i

i
y
ki

y
kii

i VVtv
N

v )(, 
 










 





8

1
21   2

1
i

i
z
ki

z
kii

i VVtw
N

w )(, 
 



 هاي مرکب با سطح مقطع بیضی تحت بار فشاري محوري پوستهالاستیک تحلیل کمانش 
 
 

44





8

1
21 2

1
i

i
x
ki

x
kii VV tNu )(,  





8

1
21 2

1
i

i
y
ki

y
kii VV tNv )(,  

)                     1-ب(



8

1
21 2

1
i

i
z
ki

z
kii VV tNw )(,  

 :همچنین داریم







 







 





















)(),(

)(

),(),(,

i
x
ki

x
kii

i
x
ki

x
kii

i

ii
x

VV tNJ

VVtu

NJNJu







21
1-

21 

8

1
11 

2
1 31            

 2
1            

2111

 

     







 







 





















)(),(

)(

),(),(,

i
x
ki

x
kii

i
x
ki

x
kii

i

ii
y

VV tNJ

VVtu

NJNJu







21
1-

21 

8

1

11 

2
1 32            

 2
1            

2212

 







 







 
























)(),(

)(

),(),(,

i
x
ki

x
kii

i
x
ki

x
kii

i

ii
z

VV tNJ

VVtu

NJNJu







21
1

21 

8

1

11 

2
1 33          

 2
1           

 2313

 

  )2 -ب(












 














 































 














 































 














 










































i
y
ki

y
kii

i
y
ki

y
kii

i

ii
z

i
y
ki

y
kii

i
y
ki

y
kii

i

ii
y

i
y
ki

y
kii

i
y
ki

y
kii

i

ii
x

VV tNJ

VVtv

N
J

N
Jv

VV tNJ

VVtv

NJNJv

iVV tNJ

ViVtv

NJNJv



















21
1

21 

8

1

11 

21
1

21 

8

1

11 

21
1

21 

8

1
11 

2
1 33              

 2
1              

 2313

2
1 32          

 2
1            

 2212

22
1 31           

2 2
1           

2111

),(

),(),(

),(

),(),(

),(),(

),(

),(),(

,

,

,

 

 )ج(پیوست 
استفاده شده براي تغییر شـکل برشـی مرتبـه     ایط مرزيشر
Lxxاول در    ,  استبه صورت زیر. 
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