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به روش عددی دایروی تک لایه صفحات غيرموضعي نانو  مکانيکي کمانشتحليل 

 مربعات دیفرانسيلي

 2 مهرداد جبارزاده، *1 مصطفی صادقیان

  msadeghian@mshdiau.ac.ir* نويسنده مسئول: 

 های کليدی واژه  چکيده

روپیک مورد در اين مقاله، تحلیل کمانش صفحات نسبتا ضخیم دايروی گرافن با خواص ارتوت

، اصل کار مجازی، تئوری ارينگن لاستیسیته غیرموضعیری اتئوگیرد. به کمک بررسی قرار می

با  ها بدست آمده ویيکارمن، روابط حاکم برحسب جابجا-های فونمرتبه اول برشی و کرنش

( DQمربعات ديفرانسیلی ) عددی از روش گیریاستفاده از روش تعادل همسايگی و همچنین بهره

 جهت حل معادلات بدست آمده، لوباتو(-گوس-مراه با  توزيع غیريکنواخت نقاط )چیبشفه

ديگر مقايسه  استفاده شده است. جهت اعتبار سنجی، نتايج بدست آمده با نتايج کمانش در مراجع

مورد بررسی  بعد کمانششعاع بر بارهای بی بعد وبی شده و اثرات ضريب غیرموضعی، ضخامت

بعد کمانش صفحات گرافن با کاهش انعطاف شود که بار بیاز نتايج مشاهده می ت.قرار گرفته اس

يابد و همچنین بار زايش بیشتری میپذيری از نظر شرط مرزی، با افزايش ضريب غیرموضعی، اف

 يابد.بعد، کاهش میبعد کمانش با افزايش ضخامت بیبی

دايااااروی، تئااااوری  ، مکااااانیکی کمااااانش

، روش مربعااااات غیرموضااااعی الاستیساااایته

 ديفرانسیلی

                                                           
 ، خراسان، ايران.مشهدواحد آزاد اسلامی ، دانشکده مکانیک، دانشگاه شجوی کارشناسی ارشددان -1

 ايران ، خراسان،مشهدواحد آزاد اسلامی ، دانشکده مکانیک، دانشگاه ياراستاد-2
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 مقدمه  -1

با توسعه روزافزون علم و فناوری، مواد و ساختارهايی با 

به  ]1[خواص برتر و پیشرفته مورد نیاز است. فناوری نانو

پردازد و صفحات –مواد و ساختارها در مقیاس نانو می

باشد که در ای از اين ريز ساختارها میگرافن زير شاخه

، ]3[، سنسورهای بیولوژيکی و شیمیايی]2[هاساخت باطری

و غیره کاربرد دارد. صفحات  ]4[های خورشیدی–سلول

ای از دسته کربن هستند که در يک ساختار يک لايه گرافن

اند و در واقع برای شش ضلعی)لانه زنبوری( قرار گرفته

اولین بار به عنوان يک کريستال دو بعدی مطرح و نخستین 

. گرافن از نظر تئوری، به ]5[لید شدندتو 2004بار در سال 

دلیل داشتن يک سطح خاص بزرگ، تحرک پذيری ذاتی 

های اخیر –بالا، مدول يانگ و هدايت حرارتی بالا در سال

 ].6[توجه بسیاری از محققین را به خود جلب کرده است

های مدلسازی يکی از شیوه  ]7[ مشاهدات تجربی 

یل پر هزينه بودن آن از باشد که به دلساختارهای نانو می

های ديگری نظیر: مدلسازی اتمی، مکانیک محیط روش

های پیوسته استفاده پیوسته اتمی هیبريد و مکانیک محیط

هايی مانند دينامیک شود. مدلسازی اتمی شامل روشمی

و  1مولکولی کلاسیک، دينامیک مولکولی اتصال سفت

حیط پیوسته . مکانیک م]9و8[باشدمی 2تئوری تابعی چگالی

دهد تا پتانسیل درون اتمی را اتمی هیبريد اين امکان را می

در تحلیل محیط پیوسته با برابر قرار دادن انرژی پتانسیل 

المان حجمی  مکانیکی کرنش ساختار مواد نانو با انرژی

. مدلسازی به روش ]10[مدل محیط پیوسته بدست آيد

قبل کم  های پیوسته به مراتب  نسبت به دو روشمحیط

های کلاسیک)موضعی(، تئوری تر بوده و شامل تئوریهزينه

، تئوری الاستیسیته ]11[الاستیسته غیرموضعی ارينگن

3گراديان کرنشی اصلاح شده
و تئوری تنش کوپل  ]12[

4اصلاح شده
باشد که برای ساختارهای نانو در می ]13[

                                                           
1
 Tight-binding molecular dynamics 

2
 Density functional theory 

3
 Modified Strain Gradient Elasticity 

4
 Modified Couple Stress Theory 

 . به اين]14 [شوندهايی با مقیاس بزرگ استفاده میسیستم

خاطر از مدلسازی به روش محیط پیوسته به عنوان راهی در 

تحلیل ساختارهايی نظیر کمانش می توان استفاده کرد. در 

اين بین، تئوری الاستیسته غیرموضعی ارينگن دارای روابط 

باشد و اثر مقیاس کوچک در تری میحاکم نسبتا ساده

 کند.ساختارهايی با مقیاس نانو و میکرو را محاسبه می

ای در زمینه صفحات نانو بر اساس تئوری تحقیقات گسترده

غیرموضعی ارينگن صورت گرفته است. از جمله اين 

، اشاره نمود ]15[محققین می توان به پرادهان و همکارانش 

را با استفاده   های مستطیلی تک لايه گرافنکه کمانش ورق

بررسی کرده و نشان دادند که ضريب DQ از روش 

تاثیر بسزايی بر روی صفحات گرافن دارد و غیرموضعی 

شود. سماعی و ها میباعث کاهش بارهای کمانش بر آن

، پاسخ کمانشی صفحات گرافن مستطیلی ]16[همکارانش

ايزوتروپیک تحت بارگذاری يکنواخت را به صورت 

تحلیلی ارائه کردند و در آن برای مدل سازی صفحات 

ول برشی میندلین گرافن نسبتا ضخیم از تئوری مرتبه ا

ها در مقاله خود رفتار کمانشی نانو ورق استفاده نمودند. آن

مستطیلی بر روی بستر پسترناک را با استفاده از مدل 

غیرموضعی صفحه میندلین به صورت تحلیلی مورد بررسی 

کمانش صفحات  ]17[پور و همکارانشقرار دادند. فرج

شان دادند رفتار گرافن با ضخامت متغیر را بررسی نموده و ن

کمانش صفحه گرافن تک لايه بشدت به ضريب 

، به ]18[غیرموضعی وابسته است. نارندر و گوپالکريشنن

 های تک لايهتحلیل دمای کمانش بحرانی در نانو تیوپ

براساس مدل تیر تیموشنکو پرداخته و مشاهده کردند که 

اثرات ضريب غیرموضعی و ضريب پايه وينکلر دو جزء مهم 

باشند. در تحلیل کمانش حرارتی صفحات گرافن میدر 

، به بررسی کمانش ]19[تحقیق ديگری، لیم و همکارانش 

ها در تحلیل خويش از ها پرداختند. آنحرارتی نانو میله

تئوری غیرموضعی ارينگن برای بررسی نانو میله ها و نانو 

 ها و نانو تیرها پرداخته و تاثیر تغییرات دما بر کمانشتیوب

، کمانش ]20[پور و همکارانبحرانی را ارزيابی نمودند. فرج

های مستطیلی با خواص ارتوتروپیک را با استفاده از ورق
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ارائه نمودند. تجزيه و تحلیل ارتعاشات حرارتی DQ روش 

گرافن تک لايه مستطیل شکل تعبیه شده در محیط 

تئوری الاستیسیته غیرموضعی  الاستیک پلیمر با استفاده از

، مورد مطالعه قرار ]21[توسط پرسنا کومار و همکارانش

ها در تحلیل خود از روش ناوير استفاده که آن  گرفت

، مدلی برای تحیل کمانش و پس کمانش ]22[نمودند. امام 

های گوناگون نظیر نانوتیرها ارائه نمود که برای تئوری

تئوری مرتبه اول برش و مراتب بالاتر و کلاسیک مناسب 

، به تحلیل رفتار کمانشی ]23[محمدی و همکارانش است.

صفحات ارتوتروپیک مستطیلی تک لايه نانو در محیط 

بررسی نمود.   DQحرارتی بر پايه الاستیک به کمک روش

ها در تحقیق خود شرط مرزی مختلف را بررسی نمودند آن

و نشان دادند که بارهای کمانش صفحات گرافن به ضريب 

، به تحلیل ]24[ست. سرامی و ازهریغیرموضعی وابسته ا

 1ارتعاشات و کمانش صفحات مستطیلی به روش نوار

محدود پرداختند و صفحه گرافن را با خاصیت ايزوتروپیک 

گاهی مختلف بررسی و ارتوتروپیک برای شرايط تکیه

کمانش صفحات ] 25[نمودند. گلمکانی و رضاطلب

ا با ارتوتروپیک مستطیلی تحت بارهای غیريکنواخت ر

استفاده از تئوری مرتبه اول برشی و به کمک روش مربعات 

ها تمام لبه ( بررسی نمودند. در مقاله آنDQديفرانسیلی)

های صفحه گرافن تحت بار متغیر خطی فرض گرديده و 

مشاهده نمودند که با افزايش ضريب غیرموضعی بارهای 

کمانش در ابتدا به صورت غیرخطی سپس به صورت خطی 

 يابند.یکاهش م

در زمینه کمانش صفحات دايروی گرافن تحت بارهای 

ای، کارهای اندکی ارائه شده است مکانیکی درون صفحه

باشند که می ]26[پور و همکارانشها فرجکه از جمله آن

های دايروی گرافن تحت تحلیل کمانش متقارن ورق

بارگذاری يکنواخت شعاعی به کمک تئوری کلاسیک را 

، از ]27[در پژوهش راوری و شهیدی همچنین .ارائه کردند

های دايروی روش تفاضل محدود برای کمانش نانوورق

حلقوی به کمک تئوری کلاسیک استفاده شده است. 

                                                           
1 finite strip 

، در پژوهش خود کمانش متقارن ]28[بدرود و همکارانش

گیری از تئوری های نازک، با بهرهو غیرمتقارن نانو ورق

های ينگن همراه با کرنشمرتبه اول برشی غیرموضعی ار

ها اثرات پارامترهای هندسی نانو خطی، بررسی نمودند.آن

ورق، شرايط تکیه گاهی و پارامترهای غیرموضعی بر روی 

رفتار کمانشی نانو ورق دايروی و حلقوی را ارزيابی 

 نمودند.

در پژوهش حاضر تحلیل کمانش صفحات نسبتا ضخیم 

کرنش ارتوتروپیک وای گرافن همراه با خصوصیات دايره

شود. اثرات مقیاس کوچک به های غیرخطی بررسی می

کمک تئوری الاستیسیته غیرموضعی ارينگن اعمال شده 

معادلات تعادل از روش انرژی محاسبه و برای حل  .است

 .ها از روش عددی مربعات ديفرانسیلی استفاده شده استآن

  روابط حاکم -2

 .دهدمی را نشان ای، يک صفحه گرافن دايره1شکل 

ها بر اساس تئوری مرتبه اول برشی به صورت رابطه جابجايی

 :]29[باشند( می1)

 
 

(1) 
0( , , ) ( ) ru r z u r z    

 
(2) ( , , ) 0v r z   

 
(3) 

0( , , ) ( )w r z w r   

 

های جابجايی هر نقطه مولفه wو  u ،vکه در رابطه فوق 

جهات از صفحه میانی، به ترتیب در  zدلخواهی در فاصله 

r، و z0همچنین باشند.میu،0v0 وw های مولفه

 rجابجايی صفحه میانی ورق بوده که خود تابعی از متغیر

نامیده  چرخش المان حول محور  rباشند و عبارتمی

 شود.می
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 N( صفحه گرافن دايروی تحت بار 1ل )شک

 

با استفاده از فرضیات فون کارمن برای روابط غیرخطی 

های کرنش بر حسب جابجايی به جابجايی، مولفه -کرنش

 :]29[آيند( بدست می2صورت رابطه )
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(6) 01
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2
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dw

dr
    

 

در تئوری مکانیک پیوسته موضعی، تنش در يک نقطه به 

نقطه وابسته است اما ارينگن نشان داد در  کرنش در همان

غیرموضعی تنش در يک نقطه به  مکانیک پیوستهتئوری 

معادله  .]16 [ کرنش در تمام محیط پیوسته وابسته است

غیرموضعی توسط ارينگن  مکانیک پیوستهتئوری  در حاکم

 :]16 [است ارائه گرديده ه صورت زيرب

 
(7) 2NL NL L       

 های غیرموضعی باشد. رابطه تنشپارامتر غیرمحلی می

(  به صورت رابطه  کلی، در محیط 7تواند بر طبق رابطه )می

 :قطبی به صورت زير تبديل شود
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عملگر لاپلاسین در محیط قطبی  2(، 12-8که در روابط )

 آيد:است و به صورت کلی به صورت زير در می

 

(13) 
2 2

2

2 2 2

1 1

r rr r 

  
   

 
 

NL  تنش غیرموضعی وL  تنش موضعی استکه به

 شود:( تعريف می14صورت رابطه )

 
(14) :L C   

در اين مطالعه صفحه گرافن به صورت ارتوتروپیک بررسی 

-به صورت زير تعیین می Cی شده است و ماتريس سفت

 گردد:
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روابط تنش کرنش به   )14 (و  )7(با ترکیب معادلات 

 گردد:صورت زير تعريف می
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1E  2وE  12و همچنین  2و 1مدول الاستیسیته در جهاتv 

مدول  12Gضريب پواسون در جهات مذکور و  21v و

  باشد.برشی می

 :]16 [شوندهای تنش به صورت زير تعريف میمنتجه
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 که با استفاده از رابطه غیرموضعی ارينگن داريم:
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ای و نیروی برشی و های نیروی درون صفحهکه منتجه

 شوند:گشتاور موضعی بصورت زير تعريف می
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 ضخامت صفحه گرافن است. hکه 

برای تعیین معادلات تعادل از اصل حداقل انرژی پتانسیل 

 شود: استفاده می

 
(27) U    

انرژی کرنشی سیستم  Uانرژی پتانسیل کل سیستم، که 

 انرژی پتانسیل بارهای خارجی است. و 

یرات طبق اين اصل، وقتی سیستمی در حال تعادل است، تغی

 انرژی پتانسیل آن سیستم صفر است:
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(28) 0U       

نشان دهنده عملگر تغییرات است.  ( 28که در معادله )

و انرژی تغییرات انرژی کرنشی سیستم  همچنین مقادير

 آيند:پتانسیل بارهای خارجی به صورت زير بدست می

 

(29) 
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U rdrd dz

rdrd dz





   

 

  

     

    





 

  



  

    

 

 

(30) 
22

0 0

2

( )
( )

h

r

r

h

dud ru
N drd dz

dr d



 




       

 

 Nباشد.ای میشعاعی درون صفحه نیروی 

 

های با استفاده از معادلات فوق روابط تعادل برحسب منتجه

 :می باشند  (33-31)تنش به صورت روابط 

 

(31) : 0
NL

NL NLr
r

dN
u N r N

dr
     

 

(32) : 0
NL

NL NL NLr
r r

dM
r M rQ M

dr
       

 

(33) 0: ( ) 0
NL

NL NLr
r r

dwdQ d
w Q r rN

dr dr dr
     

 

های فوق، روابط تعادل بر حسب منتجهمعادلات  استفاده از با

 شوند:های زير حاصل میتنش غیرموضعی به صورت رابطه

 

(34) : 0
L

L Lr
r

dN
u N r N

dr
      

 

(35) : 0
L

L L Lr
r r

rdM
M rQ M

dr
       

 

(36) 

 
2

2 0 0 0
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1 ( ) 0

r
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r

r r
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L L

dQ
w Q r

dr

dNdw dw d w
N r rN

dr dr dr dr





 

    

 

 

-ز روش تعادل همسايگی استفاده میبرای تحلیل کمانش ا

شود. در اين روش معادله تعادل را می توان از تغییر بسیار 

کوچک در نزديکی حالت تعادل بدست آورد. بدين منظور 

نیرو و گشتاور به صورت زير در نظر های جابجايی، منتجه

 شوند:گرفته می

 

(37) 
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مربوط به حالت پیش کمانش  0که در اين روابط بالانويس 

ناشی از تغییر بسیار ناچیز در حالت پايداری  1و بالانويس 

است. در نتیجه به دلیل آن که در حالت پیش کمانش تغییر 

0شکل عمودی وجود ندارد پس
0 0w   0و نیز 0 . 

 آيد:معادلات پیش کمانش به صورت روابط ذيل بدست می

 

(39) 
0

0 0 0r
r

dN
N r N

dr
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(40) 
0

0 0 0 0r
r r

dM
r M rQ M

dr
      

(41) 
0

0 0r
r

dQ
Q r

dr
   

 :شودنتیجه می با حل معادلات پیش کمانش

(42) 0 0
rN N N    

 

-هچنین معادلات پايداری به صورت روابط زير بدست می

  آيند:

(43) 
1

1 1 0r
r

dN
N r N

dr
     

 

(44) 
1

1 1 1 0r
r r

dM
r M rQ M

dr
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های در مقیاس نانو، از عبارت هابرای ساده سازی در تحیل

 نمايیم:بعد زير استفاده میبی
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 مربعات دیفرانسيليحل به روش  -3

روش مربعات ديفرانسیلی يک روش عددی برای حل 

اين باشد. از مسائل مقدار مرزی و مسائل مقدار اولیه می

روش علاوه بر ساختارهای بزرگ در تحلیل ساختارهای نانو 

 گیرد.نیز مورد استفاده قرار می

ات ديفرانسیلی مشتق يک تابع به صورت در روش مربع 

-جمع خطی توابع وزنی در طول دامنه مورد نظر نوشته می

در راستای شعاع به صورت زير  شود که در مختصات قطبی

 : [30]آيد بدست می

(47)  ( )

1

n N
n

ij jn
j

d F
C F r

dr 

  

 

(48) (1) ( )
,

( ) ( )

i
ij

i j j

p r
c i j

r r p r
 


 

( )n

ijC است.ضريب وزنی 

)به طوری که )n

ijC شود. ضريب ضريب وزنی نامیده می

 آيد:وزنی برای مشتق مرتبه اول به صورت زير بدست می

(49) 
1
1

( ) ( )

N

i i k

k
k

p r r r




   

 

 i = j :  و هنگامی که 

 

(50) (1) ( )

1, 1
1,2,...

N
n

ij ki

k
i N

C C
 


    

-ر میضرايب وزنی برای مشتق مراتب بالاتر به صورت زي

 باشد:
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(52) 
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ii ki

k i
i N

C C i j

 


    

لوباتو به -گوس-در نهايت، توزيع غیريکنواخت چیبیشف

 صورت زير بکار رفته است:
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(54) 1 cos , 0,1,...,
2 1

i

a i
r i N

N

  
    

  
 

ر راستای شعاع بیانگر تعداد نقاط د Nکه در روابط فوق 

 است.

 نتایج عددی-4

برای تعیین نتايج عددی، صفحه ارتوتروپیک تک لايه 

5Rای توپر با شعاع دايره nm ضخامت صفحه ،

0.335h nm 1، مدول الاستیسیته 1765E Gpa 

2و 1588E Gpa    12ضرايب پواسون 0.3v    در نظر

 .گرفته شده است

به صورت  (b) 1برای مقايسه دقت نتايج، کرنش کمانشی

 :]26[ شودزير تعريف می

(54) 
* 2

2 212(1 )
b

N N h

Eh R



 


 

که در آن 
*N باشد و به بعد کمانش صفحه میبار بی

 صورت زير بیان شود:

(55) 
2 3

*

2
,

12(1 )

NR Eh
N D

D 
 


 

که مقدار کرنش کمانشی بر اساس ضرايب غیرموضعی 

با  و ساده گاهی گیردارمختلف برای شرايط مرزی تکیه

ارائه شده است که تطابق  1مقايسه و در جدول ]26[مرجع 

 دهد.نشان میخوبی را 

به دلیل آن که نتايج روش عددی مربعات ديفرانسیلی به 

ها وابسته است، نتايج عددی همگرايی تحقیق تعداد گره

باشد. مطابق شکل در شرايط می 2حاضر به صورت شکل 

1گاه گیردار و به ازای مرزی تکیه ،  های از  تعداد گره

 شود.ی مطلوب حاصل میبه بعد، همگراي 11

 ] 26[: مقايسه بار بی بعد کمانش تحقیق حاضر با مرجع 1جدول 

b(%)کرنش کمانشی ) )  

                                                           
1
 Strain buckling 

)2)ضريب غیرموضعی )nm) (شعاعnm) 

4 2225 1 0225 0 

0219 0229 0248 0275 0293 4 

022 023 0249 0276 0294 [26] 4 

0215 0221 0229 0238 0241 6 

0215 0221 0229 0238 0241 [26] 6 

0212 0215 0219 0222 0223 8 

0212 0215 0219 0222 0223 [26] 8 

0209 0211 0213 0214 0215 10 

0209 0211 0213 0214 0215 [26] 10 
 

8

8.2

8.4

8.6

8.8

9

9.2

9.4

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

 
   

  
  

   
   

  
 

            

   هابعد کمانش به تعداد گره( بررسی همگرايی بار بی2شکل )

های بعد کمانش به ضريبتغییرات بارهای بی 3در شکل 

گاهی گیردار و ساده غیرموضعی گوناگون برای شرايط تکیه

 شود که در شرايط ن داده شده است. ملاحظه مینشا

بعد کمانش به صورت گاهی گیردار تغییرات بارهای بیتکیه

گاه ساده با کنند اما در شرايط مرزی تکیهغیرخطی تغییر می

يابد. همچنین تاثیر افزايش شیب نسبتا ثابتی کاهش می

-ضريب غیرموضعی با کاهش انعطاف پذيری شرايط تکیه

 يابد.زايش میگاهی، اف

0

2

4

6

8
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12

14

16

0 1 2 3 4

 
   

  
  

   
   

   

μ(nm^2)

               

             

 های غیرموضعی بعد کمانش به ضريب( تغییرات بارهای بی3شکل )
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شعاع، برای بعد کمانش به تغییرات بارهای بی 4در شکل

1برای  گاهی گیردار و سادهشرايط تکیه  ، ترسیم شده

بعد کمانش شود با افزايش شعاع، بار بیاست. مشاهده می

يابد ولی اين افزايش در  در هردو شرايط مرزی افزايش می

 باشد. گیردار، بیشتر از مفصلی می گاهیشرايط تکیه
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r(nm)

               

             

های بعد کمانش به شعاع، برای ضريبتغییرات بارهای بی  ( 4شکل )

 غیرموضعی مختلف

-بعد کمانش به ضخامت بیتغییرات بارهای بی 5در شکل

صفحه ثابت درنظر گرفته شده و شعاع بعد)مقدار ضخامت 

گاهی گیردار و ساده و در حال تغییر است(، در شرايط تکیه

1برای   نشان داده شده است. با توجه به شکل، با

 يابد. بعد کمانش کاهش میافزايش ضخامت بی بعد، بار بی
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 بعدبعد کمانش به ضخامت بی( تغییرات بارهای بی5شکل )

 

 

 

 گيری نتيجه- 5

در اين تحقیق تحلیل غیرخطی کمانش صفحات دايروی 

موضعی تحلیل شده ستیسیته غیرگرافن به کمک  تئوری الا

 است. از مهمترين نتايج می توان به موارد زير اشاره نمود:

با کاهش انعطاف پذيری شکل از نظر شرط مرزی، تاثیر  -

 بعد کمانش بیشتر است.افزايش ضريب غیرموضعی بر بار بی

بعد افزايش ضريب غیرموضعی موجب کاهش نیروی بی-

 شود.کمانش می

دو شرايط  بعد کمانش در هرشعاع، بار بی با افزايش -

 .يابدمرزی گیردار و ساده، افزايش می

 

 تشکر و قدرداني -6

لازمست از استاد راهنمای خود، جناب آقای دکتر مهرداد 

های جبارزاده صمیمانه تشکر نمايم که بدون راهنمايی

دلسوزانه ايشان نگارش و ويرايش اصلاحات موجود در اين 

همچنین از اساتید محترم  گرفت.ه صورت نمیمقاله هیچگا

شهر به خاطر پذيرش و انتخاب دانشگاه آزاد اسلامی خمینی

اين مقاله به عنوان سخنرانی و همه مسئولان مربوطه در 

نظیر و به يادماندنی هفتمین کنفرانس ملی برگزاری بی

 تشکر ويژه نمايم. 1393مهندسی مکانیک در اسفندماه
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