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 مقدمه -1

تواند از مكانيكي، مي هاي سازهاطلاع از صحت سلامت 

، ها ميلهجلوگيري کند.  ناپذيري جبرانبروز مشكلات 

جهت حمل  ها آني هستند که از هاي سازهها و تيرها شافت

ت و شكس شود ميها استفاده و يا انتقال بار در ماشين

جدي در  هاي آسيب، باعث بروز ها سازهناگهاني اين 

عيوبي هستند  ازجمله ها تركشود. مي هاعملكرد ماشين

 براثرکه ممكن است در سازه وجود داشته باشند و يا 

 مرورزمان به ها تركآيند.  به وجودبارگذاري در آن 

. شوند ميباعث شكست سازه  درنهايتو  کنند ميپيشرفت 

 تواند ميطبيعي سازه،  هاي فرکانسبر ترك  تأثيرشناخت 

روشي اقتصادي، ارزان و غير مخرب در شناسايي  عنوان به

قرار گيرد.  مورداستفادهسازه  يابي عيبموقعيت ترك و 

طبيعي يک سازه،  هاي فرکانسدر  مؤثريكي از عوامل 

 رگرفتهقرانشيمنگاه يا فونداسيوني است که سازه بر آن 

طبيعي  هاي فرکانسون بر رفتار اثر فونداسي بررسياست. 

 .شود مي سازه، از مواردي است که در اين مقاله بررسي

 شده انجامتاريخچه كارهاي -2

موضوعي است  دار ترك هاي سازهبررسي رفتار ديناميكي 

که طي چند دهه اخير تحقيقات زيادي بر روي آن صورت 

 آورده شده است: ها آنگرفته است که در زير تعدادي از 

با استفاده از ماتريس نرمي روشي براي  [1] 3نسونگودما

ترك در تير ارائه نمود. او ماتريس نرمي را به  سازي مدل

اول با  درروشدو روش متفاوت محاسبه کرد. 

دوم با  درروشاز ضرايب شدت تنش و  گيري انتگرال

استفاده از اجزاء محدود به محاسبه ماتريس نرمي پرداخت. 

، يكسر گيردارل بر يک تير سپس با اعمال اين مد

هاي مختلف محل و طبيعي را براي حالت هاي فرکانس

                                                 
3 Gudmunson 

عمق ترك بدست آورد. او به کمک آناليز مودال تجربي 

ارزيابي روش خود  منظور بهتجربي را  هاي فرکانس

 استخراج کرد.

با انجام تحليل مودال تجربي بر روي  [2] 4سيلوا و گومز

 هاي فرکانسگاه آزاد، هداراي تكي دار تركشانزده تير 

محل و عمق  تأثيرتجربي اول تا چهارم را استخراج کرده، 

 طبيعي بررسي نمودند. هاي فرکانسترك را بر روي 

ماتريس سختي يک المان داراي  [3]و همكاران  5کيان

از ضرايب شدت تنش  گيري انتگرالترك را از طريق 

را  دار تركمدل المان محدود تير  ها آنبدست آوردند. 

 يكسراستخراج نموده، با اعمال اين مدل بر يک تير 

هاي طبيعي را براي حالت هاي کانسفر، دار تركگيردار 

مختلف ترك محاسبه نمودند. سپس با مقايسه 

حاصل از اجزاء محدود و تحليل مودال  هاي فرکانس

 تجربي به بررسي دقت روش خود پرداختند.

يرات ماتريس نرمي در با محاسبه تغي [4] 6پندي و بيسواز

با  ها آنبيني محل ترك پرداختند. اثر ايجاد ترك به پيش

تجربي تير سالم و  هاي فرکانسمحاسبه شكل مود و 

 دار تركهاي نرمي تير سالم و به تعيين ماتريس دار ترك

تغييرات ماتريس نرمي تير  بامطالعهاقدام نمودند. سپس 

 مشخص کردند.محل و اندازه ترك را  دار تركسالم و 

با  دار تركارتعاشات محوري و عرضي تير  [5] 7نارکيس

با  ها آنگاهي ساده را بررسي نمودند. شرايط تكيه

ترك با فنر پيچشي، معادلاتي جبري را بدست  سازي مدل

طبيعي و محل و اندازه  هاي فرکانسآوردند که برحسب 

بيني محل و ترك بود. سپس با حل معكوس مسئله به پيش

 زه ترك پرداختند.اندا

                                                 
4 Silva and Gomes 
5 Qian 
6 Pandey and Biswaz 
7 Narkis 
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 ها آنترك را با فنري پيچشي مدل نمودند.  [6] 8لل و ميتي

در حل مستقيم، با فرض معلوم بودن محل ترك و حل 

طبيعي را بدست آوردند. در  هاي فرکانسمعادله مشخصه، 

طبيعي و  هاي فرکانسحل معكوس، با فرض معلوم بودن 

 محل برحسبي سختي حل معادله مشخصه، به محاسبه

ترك و رسم نمودارهاي آن پرداختند. سپس از تقاطع 

هاي مربوط به سه شكل مود اول، محل ترك را منحني

 تعيين نمودند.

ي الگوريتمي براي تشخيص ترك بر پايه [7] 9کيم و استابز

ريزي کردند. بدين طبيعي طرح هاي فرکانستغييرات 

اي که ترتيب که محل ترك را با استفاده از رابطه

طبيعي مرتبط  هاي فرکانسيت مودال را به تغييرات حساس

سازد، مشخص نمودند. سپس با استفاده از رابطه بين مي

طبيعي و انرژي کرنشي هر مود  هاي فرکانستغييرات 

 ي ترك پرداختند.بيني اندازهارتعاش، به پيش

از روش ماتريس انتقال براي حل مستقيم و  [8] 10لين

ساده داراي ترك باز استفاده  گاهمعكوس يک تير با تكيه

نمود. او ترك را با فنر پيچشي مدل کرده، با استفاده از 

 ي معادلهتئوري تير تيموشنكو و اعمال شرايط پيوستگي، 

صريح بدست آورد. اين معادله مشخصه  طور بهمشخصه را 

. لين استطبيعي، محل و عمق ترك  هاي فرکانستابعي از 

ترك و نرمي محلي را تعيين با حل معادله مشخصه محل 

نموده و اندازه ترك را از رابطه بين نرمي محلي با اندازه 

 ترك بدست آورد.

با استفاده از روش انرژي،  [9]و همكاران  11سواميداس

را بدست آورده و با استفاده  دار تركصلابت خمشي تير 

طبيعي تير  هاي فرکانساز آن در معادله ديفرانسيل تير، 

هاي مختلف محل و عمق ترك براي حالت را دار ترك

                                                 
8 Lele and Maiti 
9 Kim and Stubbs 
10 Lin 
11 Swamidas 

بدست آوردند. سپس با حل معكوس مسئله به جستجوي 

 محل و اندازه ترك پرداختند.

با استفاده از مدل اجزاء محدود  [10]و جباري  دکتر نحوي

و يک الگوريتم تشخيص ترك به تخمين محل و اندازه 

ترك پرداختند. بدين ترتيب که با فرض وجود ترك در 

طبيعي را  هاي فرکانسهاي اجزاء محدود، ک از المانهر ي

هاي ترك محاسبه نمودند. سپس با براي هر يک از حالت

طبيعي به  هاي فرکانسروش معكوس با معلوم بودن 

 جستجوي محل و اندازه ترك پرداختند.

ترك  سازي مدلبا  [11]باغميشه و همكاران  دکتر وکيلي

نسيل تير به محاسبه با يک فنر پيچشي و حل معادله ديفرا

هاي مختلف محل و طبيعي تير در حالت هاي فرکانس

 ي پايهر برا  12تابع هدفي ها آناندازه ترك پرداختند. 

تجربي و  هاي فرکانسهاي بين مجموع مجذورات اختلاف

عددي تعريف نمودند. با توجه به آنكه تابع هدف، تابعي 

لگوريتم ، با استفاده از ااستاز اندازه و محل ترك 

اين تابع پرداخته و اندازه و محل  سازي بهينه به 13ژنتيک

 ترك را بدست آوردند.

دکتر آريايي و دکتر ضيايي راد و دکتر غيور به مطالعه 

تحت جرم  دار تركبرنولي -رفتار ديناميكي تير اويلر

14با روش متحرك
DET با  عمدهبدست  هاي جواب مقايسه

ماتريس  ها آنکار پرداختند. در  FEMروش  هاي جواببا 

ابتدا  ها آن. شود ميمحاسبه  دار تركمجزايي براي المان 

اثر نيروهاي کوريوليس و گريز از مرکز را در معادلات 

وارد کرده سپس با بسط اين معادلات براي  DETروش 

کردند طبيعي را محاسبه  هاي فرکانس، دار تركحالت تير 

[12]. 

                                                 
12 Objective Function 
13 Genetic Algorithem 
12Discrete Element Technique 
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لي و تيموشنكو بر برنو-با قرار دادن تيرهاي اويلر 15هتيني

هاي روي بستر الاستيک به حل دقيق اثر بستر بر فرکانس

 .[14] طبيعي پرداخت

ارشاد چهارمحالي پور و دکتر نحوي به بررسي رفتار 

برنولي و -و بدون ترك اويلر دار تركارتعاشي تيرهاي 

از روش حل مستقيم و  ها آنتيموشنكو پرداختند. در کار 

 سينوسي استفاده شد به فرم تقريب معادله جابجايي تير

[18.] 

تير تيموشنكو حامل بار متحرك بر روي بستر  16چن

ماتريس  از محاسبهويسكو الاستيک قرار داد. وي پس 

آن با ماتريس سختي  کردن جمعو  سختي ناشي از اثر بستر

طبيعي تير  هاي فرکانستير و با محاسبه ماتريس جرمي تير 

 [.15] را محاسبه کرد

 معادلات حركت -3

دريک تير تيموشنكو واقع بر بستر ارتجاعي، براي بدست 

آوردن معادلات حرکت و انتشار موج، ابتدا الماني از تير 

وارده به المان، نيروهاي . با ترسيم تمام گيريم ميرا در نظر 

. براي کنيم ميمعادلات حاکم بر اين المان را استخراج 

 شده گرفته ساده شدن معادلات، بستر از نوع وينكلر در نظر

 صورت بهاست. بدين سبب نيروي اعمالي از زمين بر تير 

k
*
y است. 

با در نظر گرفتن حرکت هارمونيک و با استفاده از 

 صورت به جداسازي متغيرها، معادلات

Y(x,t)=y0e
iωt 0وe

iωt
ψ (x,t)=ψ  که پس از  شوند مينوشته

 ط داريم:بس
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13Hetenyi 
14Chen 
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 الاستيک بستر بر رويالمان تير تيموشنكو  (1)شكل 

 تحليل ارتعاش آزاد -3-1 

 t=0مناسب در لحظه  به صورتياگر يک سازه الاستيک را 

نماييم )يعني با اعمال تغيير مكانهاي  جابجايي اوليهدچار 

باشند و  شده انتخابمناسب  صورت بهاوليه يا قيود اوليه که 

سازه را به ارتعاش  توان مين اين قيود( سپس رها کرد

هارمونيک واداشت. اين حرکت ارتعاشي از خصوصيات 

جرم و سختي سازه  تغيير مكان اوليهسازه است و بستگي به 

دارد. در صورت وجود ميرايي در سازه، دامنه ارتعاش 

و اگر مقدار ميرايي از يک حد  يابد ميتنزل  تدريج به

 .رود مياز بين  ر نوساني کاملاًبحراني تجاوز نمايد، رفتا

عدم وجود ميرايي، حرکت  در صورتاز طرف ديگر 

و دامنه نوسان بستگي  کند مينوساني تا بينهايت ادامه پيدا 

 اوليه خواهد داشت. شده اعمال تغيير مكانبه 

Pاگر فرض کنيم بردار نيروي خارجي 


صفر و تغيير  

 زير باشد: هارمونيک صورت بهمكان 

(3)                                   02  QMK  
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Q] [که در آن


كل مد تغيير مكان )به نام ش دهنده نشان 

کننده فرکانس طبيعي مشخص بردار ويژه( و و يا

مقدار ويژه جبري  مسئلهبه نام  (3)معادله  .استارتعاش 

تابعي  [M]و  [K] از دو ماتريس يک هيچزيرا  استخطي 

آنكه دترمينان  شرط بهنيستند. اين معادله  از فرکانس 

ريس مات    MK 2  صفر باشد داراي جواب غير

Qصفر براي 


 خواهد بود يعني: 

(4)                                                        02  MK  

( متفاوت از 4در حالت کلي، همه مقادير ويژه معادله )

 هاي فرکانساين مقادير از . به ازاي باشند مييكديگر 

بدست آورد. Q} {جواب غير صفر براي توان ميطبيعي، 

طبيعي امين فرکانس  jبردار ويژه )شكل مد( مربوط به 

(j)، Qj شده است. گذاري نام 

 روش حل -3-2

 گيريم:زير در نظر مي به فرمرا  wتابع جابجايي 

(5)                                           W=a0+a1x+a2x
2
+a3x

3 

 
 Aدو المان مجاور در نقطه  : bالمان تير  :a ( 2شكل )

 ( داريم:2با توجه به شكل )

(6)                                         W' = θ + γ W' = θ + γ 

وابستگي نداشته باشد،  xبه  γکرنش برشي  کنيم ميفرض 

 يعني داريم:

(7)  

 از طرف ديگر:

(8) 

 :استدانيم معادله ممان خمشي تير به فرم زير مي

(9) 

زير  صورت به γ با کرنش برشي Vارتباط بين نيروي برشي 

 است

(10) 

 .استضريب برشي تيموشنكو  kکه 

 :آوريم ميبدست  از معادلات فوق،

(11) 

 .است  g=EI/kGAکه در آن 

زير  به فرم θ اي چندجملهمعادله  لاباز معادلات با استفاده ا

 :آيد ميبدست 

 (12) 

دو  هاي مجهول برحسبرا  a3تا  a0ضرايب  انتو مياکنون 

 2 و نقطه x=0براي  1 بدست آورد. با فرض نقطه سر المان

 :آيد مينتايج زير بدست  a براي الماني به طول x=aبراي 

(13) 

                                                                                                                            

(14) 

                                       

(15) 

 

                 

(16)                                                          

 داريم: درنتيجه 
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 با فرض  edNw   و  edN  توابع شكل به فرم

 :آيند ميزير بدست 

 

(18) 

 

 

 
 

 

 

 

(19) 

 

که در آن  a به طولمعادله انرژي کرنشي براي يک المان 

 :شود ميزير نوشته  به فرماثر برشي نيز لحاظ شده باشد 
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 :باشند ميبه شرح زير  (20رابطه )که اجزاي 

 طول المان a 

 صلبيت خمشي EI 

 ضريب برشي k 

 مدول برشي G 

 مساحت سطح مقطع A 

 زاويه برش  





x

w
 

و مقدار  ((19) ( و18)معادلات )با جايگذاري توابع شكل 

(، ماتريس سختي به شرح زير 20زاويه برش در معادله )

 آيد:بدست مي
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که در ماتريس فوق 
kGA

EI
g  است. 

، از معادله انرژي تير مسئلهمحاسبه ماتريس جرمي  منظور به

 :است شده استفادهبه فرم زير 
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که  
etm  مربوط به اثر جابجايي و 

erm  تأثيرمربوط به 

. ماتريس جرمي المان برابر جمع دو استانرژي چرخشي 

 ماتريس 
etm  و 

erm با جاگذاري توابع شكل است .

 (:27در رابطه ) (19)( و 18)
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 دار تركالمان  -3-3

مدل کردن ترك با فنر پيچشي لازم است بدانيم  درروش

وجود ترك در يک مقطع هنگام بارگذاري، به چه ميزان 

 تأثيرروي افزايش زاويه خمش در محل گسستگي 

کنيم مقدار  . اگر المان تير را بدون ترك فرضگذارد مي

 :شودبه فرم زير محاسبه مي jچرخش نسبي در نقطه 

 (33)     11

1
  jjjjj yyyy

l


 

. حال اگر فرض استبرابر طول المان  lکه در اين رابطه 

باشد ماتريس سختي  دار تركام  (j-1)کنيم المان 

در جداگانه محاسبه شود.  طور بهبايد  چرخشي اين المان

 :]12[شود ميبه فرم زير نوشته  jاين صورت چرخش گره 

 (34)                                               
jjj DM 0 

 j ،0jچرخش نسبي نقطه  jکه در اين رابطه، 

ضريب اثر ترك  Dدر غياب ترك،  jچرخش نسبي نقطه 

 .استام  jه گشتاور خمشي در نقط Mjو 

با يک فنر پيچشي که  دار تركمقطع  سازي مدلبا  Dثابت 

دو قسمت سالم تير را به هم وصل کرده است بدست 

. سختي پيچشي فنر به کمک مكانيک شكست آيد مي

است محاسبه  شده دادهشرح  ]12[مطابق آنچه در مرجع 

 .شود مي

زير محاسبه  به فرم Dثابت  ]12[با استفاده از مرجع 

عمق ترك  aارتفاع مقطع و  bکه در اين رابطه  شود مي

 :است

(35) 

        
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5.93 19.69 37.14 35.84 13.12
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 

سختي ماتريس ]12[مرجع در  شده ارائهبا استفاده از روش 

-به شرح زير بدست مي 17براي ترك باز دار تركالمان 

 آيد:

(36)            :,44:,
4,41
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eopene kk
Dk

D
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
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 4ek,:و  ek,:4ك و ماتريس بدون تر keدر روابط بالا 

 .باشند مي keسطر و ستون چهارم ماتريس 

 اثر بستر -3-4

 فنر خطياشاره شد بستر الاستيک با  تر پيشکه  گونه همان

که انرژي کرنشي آن  شود ميمتصل شده به زير تير مدل 

 :شود ميزير محاسبه  صورت به

                                                 
1Open crack 
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( از نظر ابعادي با ماتريس 39با توجه به اينكه ماتريس )

هاي تير برابر است و با فرض اينكه تير از روي سختي المان

احتساب اثر بستر، ماتريس  منظور به، شود ميبستر جدا ن

 .شود مي( جمع 26( با ماتريس معادله )39معادله )

 مسئلهابعاد و خواص تير  -3-5

تير با مقطع مستطيل به طول  ]18[مطابق مرجع شماره 

L=80mm  و ضخامتW=20 mm  و پهنايB=10 mm 

و چگالي جرمي  G=27Gpaبوده و داراي مدول برشي 

2800Kg/m
3=ρ و ضريب برشيk=5/6  است. 

، نسبت طول ترك به دار تركدر محاسبات مربوط به تير 

. سختي بستر در گيريم ميدر نظر  μ=  0.2عمق تير را برابر

N/mمام محاسبات ت
 .است 20000 2

 نتايج -4

در اين بخش، بر مبناي نتايج  شده ارائهتمام مطالب 

 مقالهکه براي اين  است Matlabاز کدهاي  شده گرفته

است و همگي با قوانين علم مكانيک و  شده نوشته

مقايسه در اکثر  منظور به باشند.ارتعاشات قابل توجيه مي

 L=8000mmو  L=80mm هاي طولبا  دو تيراز  ها قسمت

صحت محاسبات  تأييد منظور بهدر ابتدا  است. شده استفاده

بدست  هاي جوابو بررسي دقت روش اجزاء محدود، 

 هاي جواببراي ارتعاشات تير بدون ترك با  عمده

که از حل دقيق استفاده  [18] از مرجع شماره شده ارائه

ه در جدول ک گونه هماناند که کرده است مقايسه شده

صحت  مؤيد، پايين بودن ميزان خطا، شود ميذيل مشاهده 

 .باشند ميمحاسبات 

 [18با مرجع ] آمده دست به( مقايسه نتايج 1جدول )

 خطا % ]18[نتايج مرجع  نتايج پروژه حاضر 

فرکانس طبيعي اول 

(rad/sec) 
41839 41063 8/1 

 فرکانس طبيعي دوم

(rad/sec) 
149270 135060 7/3 

 فرکانس طبيعي سوم

(rad/sec) 
258090 247830 9/3 

فرکانس طبيعي چهارم 

rad/sec)) 
379340 365830 5/3 

فرکانس طبيعي پنجم 

rad/sec)) 
499850 484700 3 

 :باشند ميه به شرح زير مقالاز اين  عمدهنتايج بدست 

در شرايط يكسان براي ، (3و ) (2مطابق جدول ) -1

بسيار  تأثير(، بستر L=80 mm) اهتيرهاي با طول کوت

طبيعي تير تيموشنكو دارد.  هاي فرکانسناچيزي در تغيير 

تيموشنكو با طول زياد  اين در حالي است که در تير

(L=8000 mm بستر اثر زيادي در تغيير فرکانس طبيعي ،)

 .شود ميافزايش فرکانس طبيعي نمايان  صورت بهدارد که 

بين سختي تير با  تناسب به توان ميدر توجيه نتايج فوق 

معكوس توان سوم طول تير اشاره کرد که با توجه به اينكه 

سختي کل برابر مجموع سختي ناشي از اثر بستر و سختي 

کوتاه اثر سختي تير غالب بوده و در  هاي طولدر  استتير 

L/1بلند با توجه به ناچيز شدن مقدار  هاي طول
سختي   3

 کل را دارد.بستر نقش غالب در سختي 

 کوتاه، هاي لطو، در (3( و )2مطابق جدول ) -2

(L=80mm) گيردار، باعث  ها از لولايي بهگاهتبديل تكيه

در  شود مي. مشاهده شود ميطبيعي  هاي فرکانسافزايش 
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 هاي فرکانسبرابري طول تير،  100اين حالت، با افزايش 

 .يابند ميکاهش  شدت بهطبيعي پايين تير 

 

طبيعي ارتعاشات عرضي تير بدون ترك  هاي فرکانس (2)جدول 

 ساده هاي گاه تكيهتيموشنكو با 

 
 با بستر

L=80mm 

 با بستر

L=8000mm 

 بدون بستر

L=8000mm 

 فرکانس اول

(rad/sec) 
41839 04/189 5148/4 

 فرکانس دوم

(rad/sec) 
140270 84/189 059/18 

 فرکانس سوم

(rad/sec) 
285090 3/193 631/40 

 فرکانس چهارم

(rad/sec) 
379340 3/202 229/72 

 فرکانس پنجم

(rad/sec) 
499850 11/220 85/112 

بدون ترك  طبيعي ارتعاشات عرضي تير هاي فرکانس (3) جدول

 گيردار هاي گاه تكيهتيموشنكو با 

 بدون بستر 

L=8000mm 

 با بستر

L=80mm 

 بدون بستر

L=80mm 

 فرکانس اول

(rad/sec) 
75585 75585 234/10 

 فرکانس دوم

(rad/sec) 
167990 167990 28/21 

 فرکانس سوم

(rad/sec) 
275910 275910 299/55 

 فرکانس چهارم

(rad/sec) 
389870 389870 405/91 

 فرکانس پنجم

(rad/sec) 
506270 506270 53/136 

 هاي فرکانسا افزايش سختي بستر، ب، (4مطابق جدول ) -3

 يابند.وشنكو افزايش ميطبيعي تير تيم

با  دار تركدر تير تيموشنكو  ،(5مطابق جدول ) -4

ساده و بدون احتساب اثر بستر، در يک  هاي گاه تكيه

تير  عمقطول ترك به  نسبت ، افزايشموقعيت ثابت ترك

 طبيعي تير خواهد شد. هاي فرکانسباعث کاهش 

طبيعي تير  ايه فرکانس بستر بربررسي اثر تغييرات سختي ( 4) جدول

 بدون ترك تيموشنكو

 سختي بستر

(N/m) 

 فركانس سوم

(rad/sec) 

 فركانس دوم

(rad/sec) 

 فركانس اول

(rad/sec) 
10000 67/139 85/134 71/133 

20000 3/193 84/189 04/189 

30000 99/243 16/232 5/231 

40000 33/270 87/267 3/267 

50000 56/301 35/299 84/298 

100000 53/424 96/422 6/422 

با  دار تركطبيعي تير تيموشنكو  هاي فرکانستغييرات ( 5جدول )

 نسبت به تغيير نسبت ترك هاي سادهگاه تكيه

نسبت طول 

 ترك به عمق تير

 فركانس سوم

rad/sec)) 
 فركانس دوم

(rad/sec) 

 فركانس اول

(rad/sec) 

0 258090 140270 414839 

2/0 244300 139950 36087 

4/0 238850 139810 33248 

6/0 233690 139650 30096 

8/0 227640 139460 25579 

 پذيري انعطافوجود ترك در يک تير باعث افزايش  -5

و بنابراين کاهش سختي تير  دار تركموضعي تير در ناحيه 

 تير بيشتر. از طرف ديگر هرچه گشتاور اعمالي به شود مي

بيشتري داشته و اين  باز شدنباشد، دهانه ترك تمايل به 

باز شدن بيشتر دهانه ترك به معني افزايش بيشتر 

موضعي و کاهش بيشتر سختي بوده که  پذيري انعطاف

. با توجه به منحني شود ميمنجر به کاهش فرکانس 

گشتاور تير دوسرگيردار، در دونقطه گشتاور صفر و در 

طابق . بنابراين ماستمنحني داراي اکسترمم نسبي  نقطه سه

 نقطه سه( در دو نقطه فرکانس ماکسيمم و در 3شكل )

 مينيمم دارد.
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 دوسرگيردارتغييرات فرکانس طبيعي اول تير تيموشنكو  (3شكل )

 دار تركنسبت به تغيير موقعيت المان  دار ترك

پذيري  وجود ترك در يک تير باعث افزايش انعطاف -6

سختي تير و بنابراين کاهش  دار تركموضعي تير در ناحيه 

 تير بيشتر. از طرف ديگر هرچه گشتاور اعمالي به شود مي

بيشتري داشته و اين  باز شدنباشد، دهانه ترك تمايل به 

باز شدن بيشتر دهانه ترك به معني افزايش بيشتر 

پذيري موضعي و کاهش بيشتر سختي بوده که  انعطاف

. با توجه به منحني شود ميمنجر به کاهش فرکانس 

دوسر لولا، بيشترين گشتاور در وسط تير و  گشتاور تير

( 4ها است. بنابراين مطابق شكل ) کمترين آن در گوشه

ها  کمترين مقدار فرکانس در وسط و بيشترين آن در گوشه

 است.

 
 دوسر لولايتغييرات فرکانس طبيعي اول تير تيموشنكو  (4شكل )

 دار تركنسبت به تغيير موقعيت المان  دار ترك
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