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   عرضي گسترده و محوريهايالاستيك تحت بارارتعاشات تير ويسكو بررسي كمانش و

  2حميده صديقي، *،1حميد رضا ايپك چي

 eipakchi @ shahroodut.ac.ir: نويسنده مسئول* 

  هاي كليدي واژه  چكيده

هاي والاستيك و بار كمانش آن تحت باردر اين مقاله به بررسي  پاسخ ديناميكي تير ويسك
 .هاي كلوين و استاندارد خطي پرداخته شده است عرضي و محوري به كمك مدل

 و تيموشنكو استخراج شده و حل  برنولي-اويلرمعادلات حاكم بر اساس دو تئوري 
اساس بار كمانش و پاسخ بر. ت آمده استدس بهيلي آنها به كمك بسط توابع ويژه تحل

با  اي كلوين و استاندارد خطي محاسبه وه برنولي و تيموشنكو و مدل - اويلر تئوريهاي
دهد مدل سازي تير  مينتايج نشان . نتايج حالت الاستيك مقايسه شده است
همچنين، . هاي متوسط، تقريب ضعيفي است ويسكوالاستيك با تير الاستيك در استهلاك

 شود ولي بار كمانش تير  صريح در تعيين بار كمانش ظاهر نميصورت بهپارامتر استهلاك 
  .   بيش از تير الاستيك است%50ويسكو الاستيك، 

  

ارتعاش تير ويسكوالاستيك، كمانش تير 
ويسكوالاستيك، روش بسط توابع ويژه، 

  .بارگذاري عرضي و محوري

  

                                                            
  . استاديار دانشكده مكانيك دانشگاه صنعتي شاهرود-1
  . دانشجوي كارشناسي ارشد دانشكده مكانيك دانشگاه صنعتي شاهرود-2
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  مقدمه-1
سازي از تئوري الاستيسيته   يك ساده برنولي-اويلرتئوري تير 

خطي است كه به  محاسبه تغيير شكل كوچك تحت بار 
ي تير با خيز ها در اين تئوري خيز تمام لايه. پردازد مي عرضي

در تير تيموشنكو علاوه بر خيز . صفحه خنثي يكسان است
بر . شود ميمدل سازي صفحه خنثي، چرخش صفحات نيز 

مقاطع مسطح كه ابتدا عمود بر محور خنثي اساس اين تئوري، 
عمود بر  لزوماً ولي هاند پس از تغيير شكل مسطح باقي ماند بوده

 در اين تئوري اثر اينرسي دوراني و. ماند ميمحور خنثي باقي ن
ميرسكي و  .[1]شود  برش عرضي در فرمول بندي ظاهر مي

توان  مي تئوري تغيير شكل برشي را معرفي كردند كه [2]هرمن
 در نظر ها تيموشنكو براي ورقها و پوستهري تير ئوآن را تعميم ت

پاسخ هارمونيك تيركامپوزيتي با   [3]بابر و همكاران  .گرفت
با روش اجزا تحت بار هارمونيك هسته ويسكوالاستيك را 

 رفتار FE  با روش[4]بلنسا و جولرمو . اند محدود تعيين كرده
جدارنازك كامپوزيتي را  خمشي، كمانشي وخزشي تيرهاي

پاسخ هارمونيك  [5] ن و پراديپا گانس.اند مطالعه كرده
لاستيك تحت بار دمايي را با روش  ويسكواتيركامپوزيتي با هسته

 پاسخ [6] و سيمسك كوكاتورك .اند تعيين كردهاجزا محدود 
كه از مدل تير تيموشنكوي ويسكوالاستيك يك ديناميكي 

 محوري خارج از مركز و بار را تحت باركند  ميكلوين تبعيت 
 و چرخش به شكل جايي جابه .اند عرضي متحرك تعيين كرده

شده و بخش زماني پاسخ با  در نظر گرفته اي جملهتوابع چند 
  و انصاري صالحي. روش عددي نيومارك به دست آمده است

 و تيموشنكوي برنولي -اويلر كمانش تيرهاي [7]
بندي رياضي براي تير   فرمولو مطالعه كردهويسكوالاستيك را 

عرضي   ويسكوالاستيك تحت بار محوري و برنولي-اويلر
 براي تير تيموشنكو ويسكوالاستيك تحت بار متغير بازمان و

معادلات حاكم با روش  .اند را ارائه دادهمحوري متغير با زمان 
ثير برش و أت [8]سونگ و يون .حل شده است 3تفاضل محدود

 واقع وري بر ارتعاشات و كمانش يك ستون طويلنيروي مح

                                                            
- Finite Difference 

  را الاستيك  تحت بار متحرك با سرعت متغيرويسكوبر بستر 
 به كمك تبديل فوريه بي نهايت در مسئله حل .اند  نمودهرسيبر

دست آمده و تبديل فوريه معكوس آن با  فضاي فركانس به
محمودي و . تعيين شده است  4روش تبديل فوريه سريع

خطي ويسكوالاستيك  معادله حركت يك تير غير [9]همكاران 
، 5انهچندگمقياسهاي  و با روشبا دامنه زياد را استخراج كرده 

  [10]گانسان و ستورامان .اند ارتعاشات آزاد آن را بررسي كرده
اثر لايه مغناطيسي و هسته ويسكوالاستيك را بر بار كمانش و 

  به كمك روش اجزا حل. اند ارتعاشات آزاد تير بررسي كرده
 تحليل عددي تيرها ي .انجام شده استمحدود 

ومارك ويسكوالاستيك با روش حداقل مربعات و روش ني
تير موردنظر، .  انجام شده است[11]توسط كياني و همكاران 

 و تحريك آن جرم متحرك بوده و مدل سازي تير 6چند دهانه
مفيد و . باشد مي برنولي اويلربر اساس تئوري تيموشنكو و 

 با يك روند عددي مبتني بر مدل سازي تير [12]همكاران 
يله صلب و مفصل ،  از المانهاي ماي ويسكوالاستيك با مجموعه

 آروين .اند پاسخ ديناميكي تير را به بار متحرك به دست آورده
ارتعاشات آزاد و اجباري تيرهاي كامپوزيتي  [13]و همكاران 

و اجزا محدود ي ها با هسته ويسكوالاستيك را با روش
  . اند نيومارك مطالعه كرده

 در اين اي كند كه كارهاي پيشرفته ميمرور مقالات مشخص 
توان به كمك  مياين كارها را . حوزه انجام شده است

تري كه اثرات غير خطي، برش عرضي،  تئوريهاي پيشرفته
گيرند يا با تعريف  ميدر نظر را ... اينرسي دوراني و 

بارگذاريهاي ديگر و يا با در نظر گرفتن خواص مكاني براي 
تر كرد ولي وجه   همچنان پيچيده(FGM)جنس ماده 
 هيچ اند ري از اين مقالات اين است كه نتوانستهمشترك بسيا

ي ها  به روشعمدتاً و دهند ارائه مسئلهحل تحليلي براي 
اند كه نتايج آن نياز به   متوسل شده اجزا محدودعددي مانند

در اين مقاله تلاش شده است براي تعيين پاسخ و . ييد داردأت

                                                            
- Fast Fourier Transform (FFT) 
- Multiple Scale 
- Multi-span 



 دومشماره  / سومسال  / 1389زمستان / ژوهشي مهندسي مكانيك جامدات فصلنامه علمي پ

 
 

15

ي رياضي استفاده شده و حل ها بار كمانش، از تكنيك
   . ارائه شودمسئلهتحليلي 

هرچند مدلهاي تعميم يافته ويسكوالاستيك مانند سري پروني، 
 هستند تري از رفتار ماده ويسكوالاستيك انعكاس دهنده دقيق

ولي پيچيدگي اين مدلها محققان را بيشتر به سمت مدلهاي 
جامد استاندارد  هاي كلوين، ماكسول و تري مشابه مدل ساده

ديناميكي  پاسخ در اين مقاله به بررسي .دهد خطي سوق مي
هاي كلوين و استاندارد پرداخته شده و  تير بر اساس مدل

پاسخ ديناميكي . نتيجه با حالت الاستيك مقايسه شده است
تير با حل تحليلي معادلات حاكم به كمك بسط توابع ويژه 

  محاسبات بر اساس دو  تئوري . به دست آمده است
 بارگذاري شامل بار بوده ووشنكو  و تيمبرنولي -اويلر

علاوه  .استمحوري ثابت  وبار عرضي متغير با زمان و مكان 
  براي بار كمانش، يك رابطه رياضي براي تير بر آن،  

  و استانداردي كلوينها  با مدل و تيموشنكوبرنولي -اويلر
ي ها توان با روش مياين روابط را ن. استخراج شده است
به ويژه براي ) 7ثمانند روش رو(يداري متداول در تحليل پا

ي ها همچنين، به كمك تحليل .وردآتير تيموشنكو به دست 
سازي تيرهاي  در مدلانجام شده برخي نتايج كيفي 

 و كتابها به آن اشاره ها كه كمتر در مقالهويسكوالاستيك 
  . شده استارائه ) در بخش نتايج(شود  مي
  
  معادلات حاكم-2

، l طـول  ،ρدانسيته  تير ويسكو الاستيك با   يك) 1(مطابق شكل   
  بـار و P  تحـت بـار محـوري    I ممـان اينرسـي   و A   مقطعسطح
  .  بر واحد طول مفروض استq (x , t)   عرضي

  

  
  

  .شماتيك تير وبارگذاري آن ) 1(شكل 

                                                            
- Routh 

   برنولي -اويلر تير 2-1
 جايي جابهمعادله حاكم بر  تئوري اويلر برنوليبر اساس 

   :]14[ حالت الاستيك عبارت است ازعرضي تير در
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 مدول الاستيك E خيز صفحه خنثي و w(x,t) كه درآن،
استاندارد راي يك ماده ويسكوالاستيك با مدل جامد ب. است

  :زير استخطي، معادله بنيادين به شكل 
)2                                                 (           EE qp  

 صورت به) 2شكل (هاي ويسكوالاستيك عملگراست كه 
   :]15[ شوند تعريف ميزير 
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  . مدل ويسكوالاستيك)2(شكل
 

اي  براي ماده وي برشي و فشاري ها با تفكيك تنش به بخش
 در فشار تراكم ناپذير و در برش ويسكو كه رفتار آن

 :توان نوشت الاستيك است مي
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در معادله  (4)روابط با جايگذاري .  مدول برشي استGكه 
  :شود مينتيجه ) 1(
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برنولي ويسكوالاستيك را  -اويلر، پاسخ تير له فوقمعادحل 
   .دهد ميبه بار عرضي و محوري نتيجه 
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   تير تيموشنكو2-2
ساس تئوري تيموشنكو ز دياگرام آزاد يك المان تير بر اا

  : ]14[توان نوشت مي
)6                                             (),( txqwA
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،  ممان خمشيM، خيز صفحه خنثيw ،  نيروي برشيVكه در آن 
φ چرخش مقطع و Kرابطه ممان و .  ضريب تصحيح برشي است

  :[14]نيروي برشي با خيز و چرخش به شكل زير است 
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براي ماده ويسكو الاستيك ) 9(، معادلات )4(رابطهبه كمك 
  :به شكل زير قابل بازنويسي  است 
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  رتعيين پاسخ  تي -3
 تير، ساده و رفتار آن در برش مطابق مدل استاندارد گاه تكيه 

  .شود ميدر نظر گرفته ي خط
  

   برنولي-اويلرتير  -3-1
 با جايگزيني، 8به كمك بسط توابع ويژه

x
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n
tWtxw
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sin)(),( نتيجه  (5)در معادله 

  :شود مي

                                                            
- Eigenfunctions Expansion 
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 پاسخ تير   باشد1E و 2E در رابطه فوق چنانچه
، 1E و 2E به ازايبر اساس مدل ماكسول و 

 پاسخ 1 آيد و ميلوين به دست  مدل كبرايپاسخ تير 
 .دهد ميالاستيك را نتيجه 

  
   تيموشنكو تير3-2

 با توجه به صفر بودن شرايط مرزي براي تير با تكيه گاه ساده
  : زير استصورت به )8رابطه (خيز و ممان 
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  :شود مي نتيجه (10) با جايگذاري در معادلات. شود ميدر نظر گرفته 
}{][}{][}{][ 111213 wAwAwA    

)13(                                        }{}{][ BwA  1  

  :ند ازا عبارتهاي ضرايب  كه ماتريس


















1
1

2 2
2

EA

EI
A 


و][















1
1

3 2
2




A

I
A ][ 











2221
1211

bb

bb
A ][     و   










2221
1211

1 aa

aa
A ][  

l

n
EEKAPa


12111 2 ))((   

)()( 2112
22

12
3

EE
l

nI
KAa  

 



 دومشماره  / سومسال  / 1389زمستان / ژوهشي مهندسي مكانيك جامدات فصلنامه علمي پ

 
 

17

221121 ))((
l

n
EEKAa

   

l

n
EEKAa

 )( 21122   

l

n
EPKAEb


1211 2 )(   

AEEK
lA

nI
b 212

22
12

3
)(  

 

22121 )(
l

n
EKAEb

 و  
l

n
EKAEb


2122   













 
l

x
l

n
txf

l
B




sin),(}{ 1

2
 

),(
),(

),( txqE
dt

txdq
txf 111 22    














)(

)(
}{

tb

ta
w

n

n
1  

ي ها توان پاسخ را براي تير ميمشابه حالت قبل از اين روابط 
 كلوين، استاندارد،مدل (الاستيك و ويسكوالاستيك 

  .به دست آورد  )ماكسول
 
   كمانش بار نعيي ت-4
   برنولي-اويلر ير ت-4-1

 در حوزه لاپلاس با شرايط اوليه در حالت همگنمعادله تير 
   :ست ازا عبارتصفر 
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براي پايداري سيستم، لازم .  پارامتر تبديل لاپلاس استSكه 
بر اساس قاعده . شداست معادله فوق، ريشه مثبت نداشته با

  مثبتيها ، تعداد ريشه9 ضرايب معادله مشخصهتغيير علامت
.  در ضرايب معادله استها معادله برابر با تعداد تغيير علامت

تغيير علامت به  كه)مدول كمانش( P كوچكترين مقدار
  :ست ازا شودعبارت ميمنجر ضرايب معادله 
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22

2
3

l

IE
Pcr

  

                                                            
- Discarte’Rule of Sign 

مدل توان نتيجه گرفت كه  مي به راحتي )14(از معادله 
را برنولي  -اويلرتواند بار كمانش در تير  ميماكسول ن

ي كلوين و ها  بار كمانش بر اساس مدلو بيني كند پيش
ي در بار بحران.  وابسته نيست1 استاندارد يكسان است و به

 حالت الاستيك بر اساس روابط مقاومت مصالح عبارت
  :ست ازا
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 با تعميم مدل استاندارد مدول الاستيسيته در حالت الاستيك

  . است 2E  برابرضريب ويسكوزيته صفربراي  
  
  تيموشنكو تير -4-2

دترمينان ماتريس (  معادله مشخصه،براي تعيين بار بحراني
مساوي  ،در حوزه لاپلاس با شرايط اوليه صفر) ضرايب

  :شود ميدر نظر گرفته صفر 
2233445566 SKSKSKSKSK   

)17                                                      (  KSK1  
اني بار بحر.  وابسته استمسئلهعادله به پارامترهاي  م ضرايب

  :عبارت است از ها بنا بر قانون تغيير علامت
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تواند بار كمانش را  مي مدل ماكسول ناين حالت نيزدر 
ي كلوين و اه  بار كمانش بر اساس مدلو بيني كند پيش

در حالت .  وابسته نيست1 استاندارد يكسان است و به
  : به شكل)17 (الاستيك، معادله مشخصه

)19                                         (  KSKSK 2244  
يعني . خواهد بود )16 ( همان رابطهو بار بحرانيتبديل شده 

بر ) در حالت الاستيك و ويسكوالاستيك(اولين بار كمانش 
  . تيموشنكو يكسان استو برنولي -اويلراساس هر دو تئوري 

 
  مطالعه اثر تغيير پارامترها بر پاسخ  -5

براي بررسي اثر پارامترهاي مدل بر رفتار تير، روابط ذكر شده 
 براي موارد MAPLEافزار  ي قبل به كمك نرمها در بخش

 ) 1(جدول  مشخصات تير مطابق. خاص محاسبه شده است
  :شود مي زير تعريف صورت به تير  بار عرضي .است

)20                      ()(sin)(),( tKxLxQ
L

txq 12
4    
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)/( كه mNQ 400 و )/( sradK 101  بار  .است
NP)( رسم شدهمحوري نيز در نمودارهاي  100 فرض 

  . شده است
  .مشخصات تير  )1(ل جدو

  مقدار  كميت
/)(  طول ml 50  
  (m) 0/04  پهنا
  h = 0/02 (m)  عمق
 ρ = 0/22 (kg/m3)  دانسيته

 K =0/83  ضريب برشي

   استاندارد براي مدللومد
E1=11010 (Pa)  

 E2=0/331010 (Pa) 

 E2=0/331010 (Pa)  مدل كلوينمدول براي 

 
  تيري زمانبررسي پاسخ  5-1

 را به بارگذاري برنولي -اويلر پاسخ يك تير (3)شكل 
شود پاسخ تير  مي ديده .دهد ميعرضي و محوري نشان 

  بر اساس اين دو مدل تقريباً برنولي-اويلرويسكوالاستيك 
 جايي جابهدر اين نمودار، . يكسان و اختلاف آنها ناچيز است

 پاسخ  (4)در شكل  . برحسب ضخامت تير بي بعد شده است
يج با هر دو انت. اين تير با تئوري تيموشنكو رسم شده است

تقريبا يكسان است و اختلاف زيادي  كلوين و استانداردمدل 
  . شود ميبين اين دو مدل مشاهده ن

  
 ويسكوالاستيك بر حسب زمان به بار  برنولي -اويلرتير   پاسخ  (3)شكل

    استاندارد و كلوينيها  مدل-عرضي و محوري
) =0/25 109 Pa.s 1η(.  

  
 پاسخ تير تيموشنكوي ويسكوالاستيك برحسب زمان به بار عرضي (4)شكل

  .) 109 Pa.s 1η 0/25= (  استاندارد و كلوينيها  مدل-و محوري

  

   بررسي خيز تير بر حسب مكان 5-2
پاسخ نقاط مختلف تير را در به ترتيب  )6(و) 5( هاي شكل

 و  برنولي-اويلر يها بر اساس تئورييك زمان خاص 
فاصله در امتداد تير نسبت به طول . دنده مينشان  تيموشنكو

ي كلوين و ها  اختلاف بين مدل.تير بي بعد شده است
ي ها  ولي اختلاف فاحشي بين مدلكم استاستاندارد 

                             .وجود دارد ويسكوالاستيك و الاستيك 
  

 

  
 براي مدلهاي كلوين  t = 2s در تير پاسخ بر حسب طول (5)شكل 

) نمودارپاييني(و الاستيك ) نمودار مياني(، استاندارد )نمودار بالايي(
  .)109 Pa.s 1η 0/25= ( اويلربراساس تئوري 
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ي كلوين ها براي مدل t = 2s   پاسخ بر حسب طول تير در(6)شكل 
) نمودارپاييني(و الاستيك ) نمودار مياني(، استاندارد )نمودار بالايي(

  .)109 Pa.s 1η 0/25= (براساس تئوري تيموشنكو 

  

  جايي جابهبررسي اثر استهلاك بر  5-3
 نشان داده جايي جابهاثر استهلاك بر ) 8(و )7(ي ها در شكل

   كمتر از مثلاً ، پاييني تقريباًها  استهلاكدر. شده است

 Pa.s6101 ، الاستيك فرض كردتوان تقريباً ميپاسخ را .  
  

  
  

 به ازاي ضرايب مختلف  t = 1/16 s  وسط تير در جايي جابه (7)شكل 
   كلوين و استاندارد بر اساس يها استهلاك براي مدل

  . برنولي-اويلرتئوري 

  
 به ازاي ضرايب مختلف  t = 1/16s  وسط تير در جايي جابه (8)شكل 

  .بر اساس تئوري تيموشنكو كلوين و استاندارد يها استهلاك براي مدل
 

 ،110 Pa.s بزرگتر از  مثلاً،ي خيلي زيادها استهلاكدر همچنين 
 محدوده  در وليماند ميتقريبا ثابت خيز با افزايش استهلاك، 

اين . شود ميتغيير استهلاك منجر به تغييرات زياد در پاسخ  مياني
 1010) (Pa.s  تا106 )(Pa.sرد بررسي شده حدودامحدود در مو

 كلوين و يها  بر اساس مدلجايي جابه علاوه بر آن، .است
اختلاف قابل  ي خيلي زيادها استاندارد، فقط براي استهلاك

 يك زمان انتخابي است  t = 1/16 s زمان.ندنك ميتوجهي پيدا 
 خيز ماكزيمم  متناظر بازماناين ولي در بيشتر مقادير استهلاك 

  .در نمودار پاسخ است
  

  
  
  

براساس مدل )  وسط تيرجايي جابه( همگرايي پاسخ نمودار )9 (شكل
 به ازاي تعداد  )109 Pa.s 1η 0/25= (  تئوري تيموشنكو-استاندارد

  .متفاوت جملات سري
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 گرفتن يك جمله از سري نمودارهاي رسم شده با در نظر
 تأثيردهد افزايش تعداد جملات  مي نشان )9(شكل . بود

 يك جمله از يا لذا. نداردپاسخ نقطه مياني تير چنداني در 
  .كافي است  و همگرايي پاسخ جايي جابهحل، براي تعيين 

  
    جمع بندي و نتيجه گيري-6

 كلوين دست آمده از هر دو مدل بهخيز طبق نتايج حاصل شده، 
 تقريباًبرنولي  -اويلرتيموشنكو و  و هر دو تئوري و استاندارد
ن مدلسازي سازه با مدل كلوين بر اساس اي بنابر. يكسان است

 استهلاك، مياني در محدوده پايين تا برنولي  -اويلرتئوري 
 و نيازي به انجام محاسبات طولاني بر اساس تر است مناسب

بندي   فرمولتأثيرالبته . ري تيموشنكو و مدل استاندارد نيستتئو
 با تغيير ابعاد مقطع مشخص  بيشتربر اساس تئوري تيموشنكو

 . شود كه در اينجا بررسي نشده است مي

در  .الاستيك است در مقادير پايين استهلاك، رفتار تقريباً
، با افزايش استهلاك خيز تغيير هاي خيلي زياد استهلاك

ولي در محدوده مياني، تغيير استهلاك كند  اني نميچند
هاي   با توجه به شكل. جدي بر پاسخ داشته باشدتأثيرتواند  مي

 الاستيك مدل در اين محدوده، تحليل ماده با يك )6 و 5(
  . بگذاردتأثير محاسبه شده جايي جابه بر 50 %تواند بيش از مي

ي كلوين و ها ي خيلي زياد اختلاف بين مدلها در استهلاك
ظرفيت تحمل بار كمانش در همچنين  .استاندارد زياد است

با ( بيش از تير الاستيك 50 %يك تير ويسكوالاستيك،
سازي رفتار  مدل ماكسول براي شبيه .است 2E مدول الاستيك

تواند بار كمانش  ميسازه تحت بار محوري مناسب نيست و ن
  .بيني كند را پيش

  
  فهرست علائم 

)( 2mA   سطح مقطع تير 
E (Pa) مدول الاستيسيته  

)(, PaEE 21   ضرايب مدل استاندارد و كلوين 

G (Pa) مدول برشي  
I (m4) ممان اينرسي  
K ضريب تصحيح برشي  
l (m) طول تير 

M (N.m) ممان خمشي  
P (N) نيروي محوري 

q(x,t) (N/m) بار عرضي گسترده 

V (N) ي برشينيرو  
W (m) خيز تير  
η1 (Pa.s) ضريب استهلاك 

ρ (Kg/m3) دانسيته  
Φ  چرخش مقطع 
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