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 پيزوالکتریک هبا لای حل تحليلي ارتعاشات پوسته کامپوزیت

 2مجید کنیعبدال ، ،*1بیگلوعلیاکبر 

 majid.kani@yahoo.com: مسئول* نويسنده 

 هاي کليدي واژه  چکيده

 درپیزوالکتريک  هایهلايحاوی  کامپوزيتای ارتعاشات پوسته استوانه ،در اين مقاله

های بدون لايه کامپوزيت. ابتدا پوسته تشده اسبررسی  ،سطوح داخلی و خارجی

گیرد و نتايج حاصل با نتايج محققین ديگر مقايسه پیزوالکتريک مورد مطالعه قرار می

های پیزوالکتريک ای چند لايه با لايهآنگاه ارتعاشات پوسـته استوانه ،گرددمی

ه است که بعدی نتیجه شدشود. روابط مربوطه از معادلات الاستیسیته سهبررسی می

باشند. چون هیچگونه تقريبی در بدست آوردن آنها اعمال نشده کاملاً تحلیلی می

ها بصورت ساده در گاهباشد که تکیهپوسته موردنظر، بسته و دارای طول محدود می

اند و نتايج برای نسبت طول به شعاعدو انتهای آن واقع شده 
R

L  و شعاع به

هایضخامت 
h

R اند.مختلف بدست آمده 

 -ایپوسته استوانه -حل تحلیلی

 پیزوالکتريک -کامپوزيت -الاستیسیته
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 مقدمه -1

با توجه به افزايش روزافزون کاربرد مواد کامپوزيتی و نیز 

پیشرفت علوم مکاترونیک، بررسی مواد کاربردی در اين 

به واسطه اثر  رسد.علوم ضروری و کاربردی به نظر می

مستقیم و معکوس پیزوالکتريک، مواد پیزوالکتريک بطور 

یرند. گای در علوم مهندسی مورد استفاده قرار میگسترده

ای پیزوالکتريک اعم از توپر و يا توخالی های استوانهسازه

(، انژکتور سوخت، Resonatorکننده)در وسايل مرتعش

های با دقت بالا، الکترواپتیک و غیره کاربرد تلسکوپ

 دارند. 

از آنجايی که همواره مبحث ارتعاشات و فرکانسهای طبیعی 

رود در اين ار میاز مباحث مهم در تحلیل مواد مختلف بشمـ

مقاله به بررسی ارتعاشـات پوسته کامپوزيتی با لايه 

پیزوالکتريک پرداخته شده است. پوسته مورد نظر بصورت 

باشد و با توجه به اينکه در شکل مدهای مختلف بسته می

نظر از حالت تقارن  امکان تغییر سطح مقطع پوسته مورد

لات مربوطه محوری وجود دارد، لذا در بدست آوردن معاد

حالت تقارن محوری پوسته در نظر گرفته نشده و معادلات با 

اند. ماتريس بدست آمده θدر نظر گرفتن تغییرات نسبت به

( و دارای Orthotropicسختی پوسته موردنظر ارتوتروپیک )

لفه مستقل می باشد. لايه پیزوالکتريک داخلی حسگر ؤم 9

(Sensorو لاي )ه خارجی عملگر  (Actuator)  در  باشد.می

بدست آوردن معادلات مربوطه از روابط الاستیسیته سه 

بعدی استفاده شده است. به اين ترتیب که از معادلات 

حالت  -جابجايی و معادلات حرکت، معادلات فضا -تنش

مؤلف، ارتعاشات پنل  6002اند. درسال بدست آمده

حالت در  -از روش فضا کامپوزيتی را تحلیل نموده که

. در ]1[بدست آوردن معادلات مورد نیاز استفاده کرده است

و همکارانش ارتعاشات آزاد سه  Chenنیز آقای  6002سال 

ای پیزوالکتريک که حاوی سیال بعدی يک مخزن استوانه

اند که به منظور اين باشد را بررسی نمودهپذيری میتراکم

حالت  -رت معادلات فضابررسی معادلات مربوطه را بصو

 .]6[اندبدست آورده

های تشکیل شده از کامپوزيت و در زمینه بررسی سازه

و همکارانش مدلی  Yunآقای  6002پیزوالکتريک، در سال 

-ای کامپوزيت با لايهبرای کنترل ارتعاشات پوسته استوانه

اند که در آن های حسگر و عملگر پیزوالکتريک ارائه نموده

. آقای ]2[دينامیکی غیرخطی استفاده شده است از معادلات

Santos  مدل المان محدودی  6002و همکارانش در سال

برای تحلیل خمش و ارتعاشات آزاد پوسته کامپوزيت با 

. ]4[اندهای حسگر و عملگر پیزوالکتريک ارائه نمودهلايه

های نیز مؤلف، ورق کامپوزيت با لايه 6002در سال 

و سطح جانبی را از لحاظ استاتیکی پیزوالکتريک روی د

 .]5[مورد بررسی قرار داده است

های انجام شده مشخص گرديد که تحلیل طی بررسی

های ای کامپوزيت به همراه لايهارتعاشی پوسته استوانه

پیزوالکتريک، تاکنون ارائه نشده است، لذا در مقاله حاضر 

 سعی بر معرفی اين رفتار شده است.

 حالت -فضا معادلات-2

 بعدی سه الاستیسیته روابط از موردنظر پوسته تحلیل برای

 -تنش روابط کامپوزيت های لايه برای. است شده استفاده

 : از عبارتند کرنش

(1)  
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 :حرکت معادلات و
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 :است زير بصورت جابجايی -کرنش روابط و
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 پیزوالکتريک هایلايه برای کرنش -تنش روابط همچنین و

 :از بود خواهد عبارت

(1-4) 
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(6-4) 
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 :ماکسول روابط
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 و نرمال تنشهای دهنده نشان بترتی به  و فوق روابط در

 ماتريس ضرائب  برشی، و محوری کرنشهای  و برشی،

  پیزوالکتريک، ثابت  الکتريکی، جريان شدت بردار سختی،

 الکتريک،دی ثابت الکتريکی، القاء يا جابجايی بردار

 .باشندمی چگالی  و الکتريکی پتانسیل

 بار از اریع ارتعاشی، بررسی در پوسته پائین و بالا سطوح

 شرايط( 1) شکل مطابق لذا باشندمی الکتريکی و مکانیکی

 :باشدمی زير بصورت تحلیل اين در حاکم مکانیکی

(2)     oi R&Rr         0  درrxrr   

 

 

 
های به همراه لايه شکل هندسی و دستگاه مختصات پوسته کامپوزيت (1شکل)

 پیزوالکتريک بصورت حسگر و عملگر

 حسگر داخلی لايه اينکه به توجه با الکتريکی مرزی شرايط

 مدار بصورت داخلی سطح در ند،هست عملگر خارجی لايه و

 اتصال بصورت خارجی سطح در و( open-circuit) باز

 :يعنی. باشدمی( short-circuit)   کوتاه

(7) 
oRrدر                                         0ψ  

iRrدر                                       0Dr  

-می ساده بصورت گاههاتکیه موردنظر پوسته انتهای دو در

 :                              يعنی باشد

L&0xدر (2)                0σuu xθr  
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 بصورت  الکتريکی مرزی شرط طولی راستای در همچنین

 نظر در لکتريکیا پتانسیل هیچگونه بدون و کوتاه اتصال

 :بنابراين. است شده گرفته

L&0xدر                            (9)                     0ψ  

 

 ارضاء همچنین و x راستای در مرزی شرايط ارضاء منظور به

 و الکتريکی پتانسیل تنش، ،راستای در هندسی شرايط

 :شوندمی گرفته نظر در زير رتبصو هاجابجايی

(10)                

tωi
nm

tωi
nmrr

tωi
nmθrθr

tωi
nmxrxr

tωi
nmxx

tωi
nmθθ

tωi
nmrr

tωi
nmrr

e)xP(Sin)θβ(Cos)r(ψψ

e)xP(Sin)θβ(Cos)r(DD

e)xP(Sin)θβ(Sin)r(ττ

e)xP(Cos)θβ(Cos)r(ττ

e)xP(Cos)θβ(Cos)r(uu

e)xP(Sin)θβ(Sin)r(uu

e)xP(Sin)θβ(Cos)r(uu

e)xP(Sin)θβ(Cos)r(σσ

















 

 ديفرانسیل معادلات 5 و 2 ،6 معادلات و فوق روابط در که

. باشندنمی حل قابل سادگی به که هستند متغییر ضرايب با

 با و شودمی استفاده [2و 1] سونگ فرضیه از منظور بدين

 اين اندشده نوشته ام k لايه برای که رزي روابط از استفاده

 .شوندمی تبديل ثابت ضرايب با معادلاتی به معادلات

(11)                k2
k

2k
k

η21
R

1

r

1
η1

R

1

r

1
 

 :که

(16)                                                  kk Rrη  

 در( 10) روابط جايگذاری و فوق معادلات ترکیب با

 خطی معادلات دستگاه نهايت در آمده بدست معادلات

 :شود می حاصل زير بصورت ثابت ضرايب با اول مرتبه

(12)                                                     



G 

 :کامپوزيت پوسته برای فوق رابطه در که

(14)                        Tθxrθrxrr uuuττσδ  

 :پیزوالکتريک پوسته برای و

(15)            Trxrrxrr Duuu    

 در پیزوالکتريک و کامپوزيت هایلايه برای G ماتريس که

 .اندشده داده نشان پیوست

 :باشدمی زير بصورت ام K لايه برای( 12) معادله کلی حل

(12)                            )η(δ]hG[mexp)η(δ 1kk
k

k  

 :داريم K+1 لايه برای ترتیب همین به

(12)                      )η(δ]hG[mexp=)η(δ k1+k
1+k

1+k 

 :فوق رابطه در( 12) رابطه جايگذاری با

(12)         )η(δ]hG[mexp]hG[mexp)η(δ 1-kk
k

1k
1k

1k 


  

 لايه برای دهیم، ادامه هالايه تمام برای را روند اين اگر و

 :داريم کامپوزيت

(19)                                                  )R(δT)R(δ mcn  

 :حسگر لايه برای همچنین و

(60)                                                 )R(δM=)R(δ i
s

m 

 :عملگر لايه برای همچنین و

(61)                                                )R(δM)R(δ n
a

o  

 :فوق روابط در که

(66)                                         

∏

∏

∏
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k
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]hG[mexp=M

]hG[mexp=M

]hG[mexp=T

 

 کامپوزيت هایلايه تعداد ترتیب به pو N فوق روابط در که

 .هستند سونگ فرضیه اعمال از بعد پیزوالکتريک و

 کاربردي معادلات-3

 در الکتريکی رزیم شرط اعمال و( 61) معادله از استفاده با

 :داريم موردنظر پوسته خارجی سطح
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(62)                        )R(δ][m
m

1
)R(D N

a
8ja

87

Nr  

 و 2 سطر از شده تشکیل سطری ماتريس.   فوق رابطه در که

  ماتريس 2 ستون و 2 سطر درايه  و ماتريس 2 تا 1هایستون

 در و( 61) معادله در( 62) رابطه جاگذاری از پس. باشندمی

 :داريم معادله اين اول سطر 2 گرفتن نظر

(64 )                                                )R(δT)R(δ nao  

 :که

(65)  6,...,2,1j,i]m[
m

1
}{m]m[T a

8ja
87

a
i7

a
ija  

 الکتريکی مرزی شرط اعمال و( 60) معادله از استفاده با

 :داريم نیز حسگر لايه برای داخلی، سطح روی

(62)                                    )R(δ][m
m

1
)R(ψ i

s
8js

88

i  

 :آن در فوق رابطه جايگذاری و( 60) معادله از استفاده با

(62)                                           )R(δT)R(δ ism  

 :که

(62)   6,...,2,1j,i]m[
m

1
}{m]m[T s

8js
88

s
i8

s
ijs  

 داشت نظر رد را نکته اين بايد فوق روابط آوردن بدست در

 پتانسیل کامپوزيت، پوسته خارجی و داخلی هایلايه در که

 .ندارد وجود الکتريکی

 :داريم( 62) و( 64) ،(19) معادلات ترکیب با

 (69)                 scaio TTTS)R(δS)R(δ  

 و داخلی سطح دو در مکانیکی مرزی شرايط اعمال با

-فرکانس آن لح با که آيدمی بدست زير معادله خارجی،

 .  شوندمی حاصل طبیعی های

(20)                         6,5,4j3,2,1i0Sij    
 

 آن پيرامون بحث و عددي نتایج-4

 زير رابطه طبق بعدبی طبیعی فرکانس از بررسی اين در

 .است شده استفاده

(21)                                                 
2

c*

E

ρ
hωω  

 مدول و چگالی  و  پوسته، کل ضخامت  فوق رابطه در که

-پوسته برای. باشندمی کامپوزيت پوسته به مربوط الاستیسیته

  که شودمی ضرب در فوق رابطه طرفین پیزوالکتريک های

 هایلايه برای که بوده پیزوالکتريک پوسته به مربوط چگالی

 .گرددمی منظور لايه هر به مربوط چگالی عملگر و حسگر

 کامپوزيت هایلايه برای نظر مورد پوسته بررسی منظور به

 لايه برای و از حسگر لايه برای ، [2]جاپوکس -گرافیت از

 در که است شده استفاده [6] مرجع مطابق ،  از عملگر

 شده ذکر مواد اين به مربوط مشخصات( 6) و( 1)جداول

 کامپوزيت هایلايه زا يک هر ضخامت تحقیق اين در. است

 .اندشده گرفته نظر در يکسان پیزوالکتريک و

 عدم به توجه با کار، مراحل درستی از اطمینان منظور به

 نتايج با کامپوزيتی صرفاً پوستة برای نتايج لازم، منابع وجود

 اين به( 2) جدول در که اندشده مقايسه [2] مرجع از حاصل

 اشاره هندسی مختلف ایهحالت در خطا میزان و مقايسه

 آوردن بدست هایشیوه تفاوت به توجه با. است شده

 ترتیب اين به و بوده قبول قابل آمده بدست نتايج معادلات،

 .است شده پرداخته پیزو لايه با پوسته، ارتعاشات بررسی به

 نسبت برای بعد،بی اول طبیعی فرکانس سه( 4) جدول در

 به متوسط شعاع نسبت و  يک متوسط شعاع به طول

-لايه متفاوت چیدمان حالت دو برای مختلف هایضخامت

 .است شده ارائه کامپوزيت های
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 اپوکسی -خصوصیات کامپوزيت گرافیت (1جدول)

)mkg(ρ 3 23υ 13υ 12υ )Gpa(G23 )Gpa(G13 )Gpa(G12 )Gpa(E3 )Gpa(E2 )Gpa(E1 

1580 0.33 0.28 0.28 3.87 7.17 7.17 10.3 10.3 181 

 الکتريکی پیزوالکتريکها خصوصیات مکانیکی و (6جدول)

66C 55C 44C 33C 23C 22C 13C 12C 11C  

5/20 2/65 2/65 115 24 129 24 22 129 4-PZT 

22 22 25 125 56 642 5 104 6 1552 ONaNbBa 
 

ρ 3η 2η 1η 5e 4e 3e 2e 1e  

2500 520 250 250 2/16 2/16 1/15 6/5- 6/5- 4-PZT 

5200 62 601 192 2/6 4/2 2/4 2/0- 4/0- 1552 ONaNbBa 

mF10(η),mC(e),Gpa(C(واحدها: -112
iij 

 )s=2(حالت در ]2[مرجعسته کامپوزيتی با نتايج مقايسه نتايج برای پو (2جدول)

 L/R=1 L/R=2 

 0/90  90/0/90  0/90  90/0/90  

9542/0 [2] مرجع  9042/0  4226/0  2922/0  

9526/0 روش حاضر  2261/0  4591/0  4101/0  

%25/0 درصد خطا  24/2%  92/1%  20/6%  

R=1( بعد برایبیاول سه فرکانس طبیعی  (4جدول)
L( و)h

R=s(  های کامپوزيتحالت چیدمان متفاوت لايه 6مختلف در 

 چیدمان

 هالايه
S=5 S=20 S=50 S=100 

 І ІІ ІІІ І ІІ ІІІ І ІІ ІІІ І ІІ ІІІ 

0/90  292/0  205/0  202/1  029/0  606/0  222/0  025/0  02/0  15/0  012/0  04/0  025/0  

90/0/90  402/0  241/0  222/1  092/0  611/0  226/0  022/0  024/0  145/0  019/0  046/0  026/0  

 اولین بر کامپوزيت هایلايه تعداد افزايش تأثیر( 1) نمودار 

   و برای و يکسان کل ضخامت ازاء به بعدبی طبیعی فرکانس

 بودن يکسان به توجه با. دهدمی نشان را   چیدمان حالت در

  و کامپوزيت هایلايه تعداد افزايش با ها،لايه ضخامت

 و يافته کاهش لايه هر ضخامت کل، ضخامت بودن ثابت

. شودمی کم نیز پیزوالکتريک هایلايه ضخامت آن تبع به

 کاهش طبیعی فرکانس هالايه تعداد افزايش با نمودار مطابق

-می لايه هر ضخامت کاهش از ناشی امر اين که يابدمی

 .اشدب

0.19

0.195

0.2

0.205

0.21

0.215

0.22

0.225

0.23

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

  

 ردتأثیر افزايش تعداد لايه بر فرکانس طبیعی  (1نمودار)

)2=R
L(,)5=s( های برای لايه0/90/0/...در حالت چیدمان

 کامپوزيت

 تعداد لایه

*ω
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 حسب بر بعدبی طبیعی فرکانس اولین تغییرات( 6) نمودار

 نشان را کامپوزيت، لايه دو برای  چیدمان و برای  تغییرات

 طبیعی فرکانس  افزايش با که گرددمی ملاحظه. دهدمی

 پوسته صلبیت کاهش از ناشی امر اين که يابدمی کاهش

 .باشدمی نظر مورد

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

  

R=2(بر فرکانس طبیعی در sتأثیر افزايش  (6نمودار)
L((0/90)چیدمان  و 

 دو لايه کامپوزيت

 حسب بر بعدبی طبیعی کانسفر اولین تغییرات( 2) نمودار

 کامپوزيت هایلايه برای ایلايه سه چیدمان و برای تغییرات

 فرکانس   نسبت افزايش با شودمی مشاهده. دهدمی نشان را

 صلبیت کاهش از ناشی نیز امر اين که يابدمی کاهش طبیعی

 .باشدمی نظر مورد پوسته

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

  

R(تأثیر افزايش (2نمودار)
L(برای  بر فرکانس طبیعی(s=5)  و چیدمان

 سه لايه کامپوزيت (0/90/0)
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