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 مجله مهندسي مالي و مديريت اوراق بهادار

  7921تابستان  /  وپنجم سيشماره 

 

 

 گذاری اختیارات آمریکایی یک روش عددی برای حل مسئله قیمت

 CIRتحت مدل نرخ بهره تصادفی  

 

 
 1مریم صفائی 

 2عبدالساده نیسی

 3نادر نعمت الهی

 

 چكیده
باشد هنگامی که نرخ بهره خود  فروش آمریکایی می هدف اصلی این مقاله تعیین قیمت اختیار

کند. بدین منظور، ابتدا مدل دارایی پایه را به مدل نرخ بهره  از یک فرایند تصادفی تبعیت می

گذاری اختیارت  دهیم. سپس، مسئله قیمت ( توسعه میCIR) 1راس-اینگرسول-تصادفی کاکس

( دو LCP)  2، را به صورت یک مسئله مکمل خطیCIRآمریکایی تحت مدل نرخ بهره تصادفی 

را  3ای دو سیکل دو بعدی روش تجزیه مولفه LCPکنیم. برای حل این  بعدی فرمول بندی می

گذاری اختیار آمریکایی به  ده برای قیمتدست آم دو بعدی به LCPایم. در این روش،  پیشنهاد کرده

طور  به LCPی زمانی کسری تجزیه شده، و سپس هر  یک بعدی در چندین مرحله LCPشش 

ی اول از طریق حل دستگاه معادلات سه  طوری که در مرحله به .شود عددی در دو مرحله حل می

سازی( مقادیر  )مرحله به هنگامی دوم آید، و سپس در مرحلهدست می های اختیار به قطری قیمت

گذاری اختیار آمریکایی اصلاح و به  دست آمده با توجه به شرایط مسئله قیمت های اختیار به قیمت

سازی  تجزیه معرفی شده را با نتایج شبیه  شوند. در نهایت، نتایج عددی حاصل از روش هنگام می

 .مونت کارلو مقایسه خواهیم کرد

گذاری اختیارات آمریکایی، مدل نرخ بهره تصادفی  ای،  قیمت جزیه مولفهروش ت هاي كلیدي: واژه

CIRمسئله مکمل خطی ،. 
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 مقدمه -1
ی اخیر شاهد یک انقلاب بزرگ در تجارت اوراق مشتقه  بازارهای مالی جهان در طول چند دهه

گذاری  ایهباشد که به عنوان یک راهبرد سرم بوده است. اوراق مشتقه ابزاری برای کنترل ریسک می

(. در میان انواع مشتقات مالی، اختیارات یکی از 2992بنث، در بازارهای مالی شناخته شده است )

طور کلی در حال حاضر از نظر سبک اعمال چهار نوع  شود. به ترین ابزارهای مالی محسوب می مهم

اختیار معامله در بازارهای مالی وجود دارند، که عبارتند از: اختیار اروپایی، اختیار آمریکایی، اختیار 

گذاری معاملات به سبک اختیار آمریکایی  ین مقاله، به مسئله قیمتآسیایی و اختیار مانع. در ا

 پردازیم.  می

توان قیمتی از یک اختیار خرید یا فروش به  (، به آسانی می1003بر اساس معادله بلک و شولز )

، فرض شولز-در مدل بلکدست آورد. یکی از فرضیات مهم  سبک اروپایی توسط یک تابع معین به

گذاری اختیاراتی با بسیاری از مطالعات نشان دادند که این موضوع برای قیمتاست. ثابت  نرخ بهره

دست آوردن مدلی  به منظور بهسررسید بلند مدت در مقایسه با واقعیات بازار قابل قبول نیست. 

های نرخ بهره تصادفی را پیشنهاد کردند.  پذیرتر با واقعیات بازار، بسیاری از مطالعات مدل انعطاف

های مشهور نرخ بهره تصادفی است. در اینجا، به  ( یکی از مدلCIRراس )-اینگرسول-ل کاکسمد

 ایم. گذاری اختیارات تحت این مدل نرخ بهره تصادفی پرداخته قیمت

دلیل نامعلوم بودن زمان اجرای اختیار آمریکایی هیچ جواب تحلیلی برای قیمت آن وجود  به

گذاری  ای دو سیکل را برای حل مسئله قیمت وش تجزیه مولفهندارد. بنابراین، در این مقاله، ر

معرفی خواهیم کرد. بر این اساس، ابتدا  CIRاختیارات آمریکایی تحت مدل نرخ بهره تصادفی 

را به صورت یک مسئله مکمل خطی  CIRگذاری اختیارات آمریکایی تحت مدل  مسئله قیمت

ای دو سیکل، مسئله مکمل خطی دو  تجزیه مولفهکنیم. سپس، با استفاده از روش  بندی می فرمول

ی زمانی کسری تجزیه  بعدی را به چندین مسئله مکمل خطی یک بعدی در چندین مرحله

دست  به  های مکمل خطی یک بعدی در دو مرحله طوری که جوابی از این مسئله کنیم، به می

 آیند. می

ایم. در  پژوهش اختصاص داده مبانی نظری و مروری کوتاه بر پیشینهبخش دوم به تشریح 

گذاری اختیار آمریکایی خواهیم پرداخت. نتایج  سازی و روش حل مسئله قیمت به مدلبخش سوم 

گیری تحقیق و ارائه  سرانجام، به نتیجهدست آمده در بخش چهارم ارائه خواهیم کرد.  عددی به

 .پرداخت خواهیمپیشنهادهای آتی در بخش ششم 
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 مروري بر پیشینه پژوهشمبانی نظري و  -2
، اولین شد یس( تاسCBOE) 2تجاری اختیارات یاتهبورس  یکاگوش در 1003در سال 

منظور ایجاد مدلی  قراردادهای اختیارات در این مکان منعقد شدند. در همان سال بلک و شولز، به

 به صورت    هایی از قیمت دارایی پایه  گذاری اختیارات، دینامیک برای قیمت
                                                               

 

علاوه، در مدل فوق، نرخ یک حرکت براونی استاندارد است. به   بندی کردند، که در آن   مدل

گذاری  بندی قیمت طور وسیعی برای مدل این مدل بهباشند.  هایی مثبت می ثابت و نوسان   بهره 

 با اختیاراتی گذاری قیمت برای ( را ببینید.1000اختیارات مورد استفاده قرار گرفت، هاوگ )

 به بیشتر جزئیات برای باشد، می بازار واقعیت با متضاد ثابت بهره نرخ یک اتخاذ مدت، بلند سررسید

مدل  غلبه بر این محدودیت تعدادی از مطالعات برای  .کنید مراجعه( 2999) همکاران باکشی و

هایی که  شولز فرض کردند که نرخ بهره تغییر پذیر با زمان است. یکی از مشهورترین فرض-بلک

برای نرخ بهره تغییر پذیر با زمان ارائه شد این بود که نرخ بهره خود از یک فرایند تصادفی تبعیت 

 9لی-هو ،(1091)  راس-اینگرسول-کاکس ،( 1000)1واسیچک تصادفی های مدل قبیل کرد، از می

  (.1009)0وایت-هال ،(1099)

هایی از تغییرات نرخ  بک است، دینامیک اولن-واسیچک بر اساس فرایند تصادفی اورنشتاین مدل

 شود. داده می توسط معادله دیفرانسیل تصادفی          بهره کوتاه مدت
       ̅                                                     

 

این مدل دارای یک توزیع رو،   یک حرکت براونی استاندارد است. از این   ی فوق  در معادله

ممکن است مقادیر منفی    اما، ایرادی که به این مدل وارد می شود این است که  .گاوسی است

 اختیار کند. 

در ضریب انتشار مدل    √(، توسط اضافه کردن جمله 1091کاکس، اینگرسول و راس )

با استفاده    واسیچک، مدلی ارائه کردند که تحت آن نرخ کوتاه مدت همواره مثبت است. نرخ بهره 

 ( به صورتCIRراس )-اینگرسول-از مدل کاکس
       ̅         √                                

 

های  علاوه، در مدل بهباشند.  هایی مثبت می ثابت و  ̅ ،  شود، که در آن  بندی می مدل

   میانگین بلند مدت فرایند  ̅ کند،  را مشخص می   میانگین سرعت بازگشت    ، CIRواسیچک و 

هر دو مدل توان گفت که  ای با مدل واسیچک می باشد. در مقایسه می   بیانگر نوسان فرایند  و 
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̅   عامل  مدلطوری که در هر دو  باشند، به دارای ویژگی بازگشت به میانگین می یکسان       

به   و  دارد ̅ است، به عبارتی در هر دو مدل نرخ بهره تمایل به بازگشت به میانگین طولانی مدت 

ضرب شده    √در مدل واسیچک در   جمله نوسان .شود عنوان سرعت این بازگشت تفسیر می

های منفی با احتمال  است و این باعث برطرف شدن مشکل اصلی مدل واسیچک، یعنی تولید نرخ

 شود، جمله نوسان ، هنگامی که نرخ بهره نزدیک به صفر میCIRشود. بنابراین در مدل  مثبت می

همیشه شود. بنابراین، نرخ بهره  شود و در نتیجه اثر تصادفی حذف می هم به صفر نزدیک می   √  

یابد، نوسانات هم  چنین در این مدل، هنگامی که نرخ بهره افزایش می ماند. هم مثبت باقی می

توجه کنید که در شود.  محسوب می   CIRافزایش خواهند یافت و این یک ویژگی مطلوب مدل 

̅   ( بایستی شرط 2معادله ) همثبت است. ب rبرقرار باشد برای اینکه بتوانیم بپذیریم که      

 صورت زیر خلاصه کرد: را به  CIRهای مدل  توان ویژگی طور کلی می

 کند. ی نامنفی تولید می های بهره نرخ (1

 یابد.افزایش می     نوسان ثابت نیست و متناسب با ارزش فعلی (2

 همگراست.  با سرعت   ̅ فرایند به یک حالت پایدار به میانگین  (3

 

 (، 2990) یوپتاو گ یتونز، (2991) یوو مرکور یگوبر، (2991) و وبر یمزجبرای اطلاعات بیشتر به 

 ( مراجعه شود.2999)کوک 

باشد که آن  یک  ( می1009وایت )-های معروف نرخ بهره تصادفی مدل هال یکی دیگر از مدل

 تعمیم زمان پیوسته از مدل واسیچک است. 

کند  تبعیت می وایت-ی تصادفی که از مدل هالدر بسیاری از مطالعات، از مدل نرخ بهره

های بهره تحت  وایت این است که نرخ-نسبت به مدل هال CIRاستفاده شده است. مزیت مدل 

برای  CIRرو، در این مقاله، مدل نرخ بهره تصادفی  باشند. از این همواره مثبت می CIRمدل 

 ایم. برگزیدهگذاری اختیارات آمریکایی  قیمت

ی اخیر  وضوعات مهم تحقیقات در طول چند دههگذاری اختیارات آمریکایی یکی از م قیمت

(، 1000(، چانگ )1000(، هو و همکاران )1001در مطالعاتی، از قیبل امین و بودورتا ) بوده است.

(، 2911(، دنگ )2911(، نونز )2990(، لیندست و لوند )2991(، چانگ )2999و ورست ) منکولد

گذاری اختیارات  (، قیمت2910(، فالکو و همکاران )2919(، جاینگ )2910چانگ و همکاران )

توان در هر زمانی قبل از  اند. اختیارات آمریکایی را می آمریکایی را با نرخ بهره تصادفی در نظر گرفته

شود که هیچ جواب تحلیلی برای مسئله  ریخ سررسید اعمال کرد. معمولا این خصیصه موجب میتا

های عددی برای  توان از روش بنابراین، می .گذاری اختیارات آمریکایی وجود نداشته باشد قیمت
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آمریکایی تحت مدل نرخ بهره  گذاری اختیار تقریب مسئله مذکور استفاده کرد. مسئله قیمت

بندی کرد و سپس آن را  ( فرمولLCPصورت یک مسئله مکمل خطی ) توان به را می  CIRتصادفی 

 ( ، حل کرد. 2910) فالکو  و همکاران،   Lu های عددی، به عنوان مثال روش تجزیه با استفاده روش

 

 سازي تحقیق و روش اجراي پژوهش مدل -3
ای برای  مولفه  ک روش تجزیهاین پژوهش یک پژوهش کاربردی است. ایده اصلی پژوهش ارائه ی

برای تعیین  باشد. می CIRدست آوردن قیمت اختیار فروش آمریکایی تحت نرخ بهره تصادفی  به

های اختیار فروش آمریکایی حاصل از روش پیشنهادی این پژوهش مراحل زیر در نظر گرفته  قیمت

 شده است.

 گذاری اختیار آمریکایی به دست آوردن مسئله قیمت (1

شبکه برای دو متغییر حالت ) قیمت دارایی پایه و نرخ بهره( و یک شبکه ایجاد  (2

 سازی شده برای زمان گسسته

 گذاری تقریب مشتقات در مسئله قیمت (3

 گذاری اختیار فروش آمریکایی  ارائه یک روش تجزیه برای حل مسئله قیمت (2
 

 CIRتصادفی گذاري اختیار آمریكایی تحت نرخ بهره  دست آوردن مسئله قیمت به – 3-1

صورت یک  شد.  اینک، نرخ بهره در این مدل را به ( نرخ بهره ثابت در نظر گرفته می1در مدل )

های از قیمت  دهیم. بنابراین، دینامیک کند، توسعه می تبعیت می CIRفرایند تصادفی که از مدل 

  (SDEsتوسط دستگاهی از معادلات دیفرانسیل تصادفی )   و نرخ بهره تصادفی    دارایی پایه 

 شوند: صورت زیر داده می به

{

                  
              

 
       ̅           √     

  
                        (3)                          

 

و     علاوه،  پارامترکند. به را مشخص می   سرعت بازگشت به میانگین از فرایند   در اینجا، 

   میانگین بلند مدت از فرایند  ̅ باشند، و پارامتر  می   و    ترتیب بیانگر نوسانات فرایندهای  به   

  علاوه، دهد. به را نشان می
  و   

های براونی استاندارد با ساختار همبستگی   حرکت  

   
    

 باشند. می      

باشد. با  CIRبیانگر ارزشی از یک اختیار فروش آمریکایی تحت مدل            فرض کنید 

 آید: دست می صورت زیر به به uنسبت به  CIR(، عملگر دیفرانسیل جزئی 3استفاده از مدل )



 7921تابستان / پنجم و  سيشماره  فصلنامه مهندسي مالي و مديريت اوراق بهادار/  

 
962 

ℒ    
  

  
    ̅    

  

  
 

 

 
  
    

   

   
 

 

 
   

 
   

   
         √ 

   

    
                            

 

τو   [   ]     ]     ]        با دامنه تغییرات معلوم و بیانگر زمان      ،     

 باشد.  سررسید اختیار می

 تابع بازده اختیار فروش آمریکایی )یا، شرط اولیه( عبارت است از: 
                                                                                                   

 

 قیمت اعمال است.  Kکه در آن

صورت زیر تبدیل  به                   و         ( با استفاده از تغییر متغیرهای2عملگر )

 شود: می

ℒ  (  
 

 
  
 )

  

  
    ̅    

  

  
 

 

 
  
 
   

   
 

 

 
   

 
   

   
       √ 

   

    
                       

 

( )شرط 1چنین، تابع بازده ) . هم     ]      ]                با دامنه تغییرات 

 شود: صورت زیر تبدیل میاولیه( به
                                                                   

 

 :(2919جاینگ، گیریم )صورت زیر در نظر میشرایط مرزی را به
 

   
    

            
    

                                                                          
 

   
    

                                                                                                        
 

   
    

                                                                                                       
 

              {  (
       

 
  
  

  √ 
)     (

       
 
  
  

  √ 
)      }           

 

 تابع توزیع نرمال استاندارد است.  که در آن 

 موجبامکان اعمال زودتر در اختیار آمریکایی، به منظور جلوگیری از ایجاد فرصت آربیتراژی، 

 :شود می ریز دیق لیتحم

             . 
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 صورت مسئله مکمل خطی نوشت: توان به گذاری اختیار آمریکایی را می سرانجام، مسئله قیمت

{
 

 
  

  
 ℒ               

      

(
  

  
 ℒ )         

                                                           

 (.0)-(11در نظر گرفتن شرایط اولیه و مرزی )با 

 

 ایجاد شبكه  -3-2
های تفاضل متناهی را برای متغیرهای فضا بیان کنیم، دامنه نامتناهی را به  قبل از اینکه تقریب

[         ]         یک دامنه متناهی   [      ] کنیم. بنابراین،  محدود می [   ] 

 زنیم: ( به صورت زیر تقریب می9)-(11شرایط مرزی )

                                               
 

                                             
 

                                          
 

            {  (
       

 
  
  

  √ 
)     (

       
 
  
  

  √ 
)      }       

 

ها  باشند. این شبکه های یکنواخت دارای نموّهای هم فاصله برای دو متغیر حالت می شبکه

شوند، دوم، چون نموّها هم اندازه هستند،  دارای دو مزیت هستند: اول، به آسانی ایجاد می

دست  ای به ها در عملگر دیفرانسیل جزئی به یک فرم ساده برای مشتقهای تفاضل متناهی  تقریب

های تفاضل متناهی  شوند، و تقریب تری ایجاد می طور پیچیده های غیر یکنواخت به آیند. شبکه می

نقاط اطراف  در دتوانن میها، با این اوصاف،  آیند.  این شبکه دست می تر به ها پیچیده برای مشتق

 یمتق که در آن              ناحیهدر اطراف  ،به طور خاص جاد شوند،تر ای دقیق خاص

شوند، چون این  های غیر یکنواخت ترجیح داده می بنابراین، اغلب شبکه است. یازمورد ن اختیار

تری را با نقاط شبکه کمتر و همچنین با زمان محاسباتی کمتری تولید  های دقیق ها قیمت شبکه

 ( مراجعه شود.2913)  یواهروکنند. برای اطلاعات بیشتر به  می

                یک شبکه غیریکنواخت
              و        

   
علاوه، مقادیر عددی در هر نقطه شبکه توسط  کنیم. به ایجاد می  rو   xدر جهات        

   
و            ،           قسمی که  شود، به نشان داده می              

( به صورت زیرتولید 2017. یک شبکه غیریکنواخت همانند صفایی و همکاران )        
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تر ظریف     و در نزدیکی نقطه نوسان  Kای که در نزدیکی قیمت اعمال  گونه بهکنیم،  می

 باشد. می

                  ، نقاط شبکه  در جهت 
صورت زیر تعریف  را به      

 کنیم: می

         ([      (
      

 
)        (

      

 
)]         (

      

 
)) , 

 

βو   
 

 
             شبکه  rسپس، در جهت .  

       
را به صورت زیر تعریف  

 کنیم: می

        ([
 

  

      (
    

 
)] )                    

 

علاوه،  کند. به کنترل می r=0را در همسایگی نقطه  r  تعداد نقاط شبکه  توجه کنید که پارامتر 

 است.             و              ها برابر با  های شبکه این جهت اندازه

 

 هاي تفاضل متناهی براي مشتقاتتقریب -3-3

ها  آیند هنگامی که شبکه دست می های تفاضل متناهی برای مشتقات به آسانی بهتقریب

، اما تعمیم داد یکنواخت یرغ یها شبکه یبرا ها را توان این تقریب باشند. به آسانی می یکنواخت می

های  های تفاضل متناهی را برای مشتق شوند. در این بخش، تقریب می تر یچیدهپ کمی ها تقریب

 کنیم.  ( به ازای یک شبکه غیر یکنواخت ارائه می9در عملگر ) S ،rی اول، دوم در جهات  مرتبه

 ترتیب عبارتند از: ، بهxنسبت به  Vهای پیشرو و پسرو، برای تقریب مشتق جزئی  تقریب تفاضل
  

  
(           )  

      
      

 

   

   

 

  

  
(           )  

    
        

 

     

 

 

 میانگینی از این دو معادله، تقریب تفاضل مرکزی را نتیجه می دهد:
  

  
           

 

 
(
  

  
(           )  

  

  
(           ))  

 

 می باشد:  تعمیمی از تقریب فوق، روش 
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            (

  

  
(           ))      (

  

  
(           )) 

 

      
              

           
                                   

 

 که در آن ضرائب عبارتند از: 

 

     
    

   

     

      
    

                

        

     
    

 

   

  

 

θتوان نشان داد بهترین تقریب توسط انتخاب  به طوری که می  
     

         
آید،  دست می به  

را به صورت زیر  rنسبت به  Vطور مشابه، مشتق جزئی مرتبه اول  ( را ببینید. به2992کلوگ )

 زنیم:تقریب می
  

  
      

              
           

                                              

 

 که در آن ضرائب عبارتند از:

     
    

   

     

     
    

                
        

     
    

 

   
  

 

θتوان  که در آن می  
     

         
 جایگذاری کرد. 

 زنیم:  صورت زیر تقریب میرا به xنسبت به   Vی دوم مشتق جزئی مرتبه

   

   
 

  

  (             )  
  

  (           )

 
 
           

 

                                      
              

           
                                      

 

     که  
    

 

              
     

    
  

        
     

    
 

                
 باشد. می  

 

 زنیم:  صورت زیر تقریب می را به rنسبت به  Vی دوم  به طور مشابه، مشتق جزئی مرتبه
   

   
      

              
           

                                       

 

     که 
   

 
 

              
     

   
 

  

        
     

   
 

 

                
 است.   
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 عبارتند از: و تقریب مشتقات آمیخته

(10) 
   

    
 ∑ ∑     

   
    
   

        
 
    

 
                  

    
              

    
              

 

    که در آن 
          

        
        

          
       

          
         

       
 است.    

ی زمانی  طوری که یک مرحله ی زمانی ثابت استفاده شده است، به از یک مرحله tسپس، در جهت 

τ برابر با   
 

  

نقاط شبکه             شد. در این صورت، به ازای با می     با   

 .         عبارتند از : 

اگر از تقریب تفاضل پیشرو برای مشتق جزئی نسبت به زمان استفاده کنیم، در این صورت طرح 

 صریح را به صورت زیر خواهیم داشت:
       

  
 ℒ    

جزئی نسبت به زمان استفاده کنیم، در این صورت طرح اگر از تقریب تفاضل پسرو برای مشتق 

 ضمنی نتیجه خواهد شد:

       

  
 ℒ      

 اگر از دو معادله فوق میانگین بگیریم، خواهیم داشت:

       

  
 

 

 
ℒ   

 

 
ℒ      

 گویند. می 9نیکولسون-این طرح را  کرانک

 

 CIRتحت مدل  گذاري اختیار آمریكایی ارائه یک روش تجزیه براي حل مسئله قیمت -3-4

گذاری اختیار  ( یک روش تجزیه برای حل کردن مسئله قیمت2910صفائی و همکاران )

ی روش تجزیه عملگر این است که  آمریکایی تحت مدل نوسان تصادفی هستون معرفی کردند. ایده

تر تقسیم شود. در این  ی زمانی کسری با عملگرهای ساده مرحلهی زمانی به چندین  هر مرحله

گذاری ای دو سیکل برای حل مسئله قیمت خواهیم این روش را به روش تجزیه مولفه مقاله، می

توسعه دهیم. برای این منظور، نامعادله CIR اختیار آمریکایی تحت مدل نرخ بهره تصادفی 

صورت زیر به یک  توان به می استفاده از یک متغیر کمکی ( را با 12دیفرانسیل جزئی در مسئله )

 معادله دیفرانسیل جزئی تبدیل کرد:
  

  
 ℒ                                                                   
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 کنیم: زیر تجزیه میصورت  ( به سه عملگر به9هم اکنون، عملگر )
ℒ  ℒ   ℒ   ℒ     

 

 مطابق با جملات     ℒکه در آن عملگرهای 
  

  
   و   

   
   ،ℒ    مطابق با 

  

  
   و  

   
     ℒو  

   مطابق با 

    
 زنیم: باشند که به صورت زیر تقریب می می  ℒاز عملگر   

 

ℒ        (  
 

 
  

 )(     
   

           
   

        
   

      )    

                
 

 
  
 ( 

    

           
   

        
   

         )   

 

  ℒ        ̅     (     
              

           
         ) 

                     
 

 
    

 (     
              

           
         )           

 

 ℒ           √  (    
                 

                 
            )  

 

صورت زیر تجزیه  ای دو سیکل به توان با استفاده از روش تجزیه مولفه ( را می19ی ) سپس، معادله

 کرد:

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
  

  

  
 
     

 

  
 ℒ 

 
  

  
 
     

 

 
 

  
                                                                     

 
  

  
 
   

  

  
 
 

  
 ℒ 

 
  

  
 
   

  

  
 
 

 
 

  

  
 
  

  
                                                

 
  

  
 
   

  

  
 
 

  
 ℒ  

 
  

  
 
   

  

  
 
 

 
 

  

  
 
  

  

  
 
                                         

 
  

  
 
   

  

  
 
 

  
 ℒ  

 
  

  
 
   

  

  
 
 

 
 

  

  
 
  

  

  
 
                                         

 
  

  
 
   

  

  
 
 

  
 ℒ 

 
  

  
 
   

  

  
 
 

 
 

  

  
 
  

  

  
 
                                         

   
     

  

  
 
 

  
 ℒ 

   
     

  

  
 
 

 
 

  
    
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و     مقادیر 
  

گذاری اختیار صدق کنند. بنابراین، در هر  بایستی در قیدهای مسئله قیمت 

و     ی زمانی، مقادیر  مرحله
  

رو، ( اصلاح کرد. از این10بایستی بر حسب قیدهای فرمول ) 

صورت زیر  ( به29( به شش مسئله مکمل خطی بر اساس معادلات )19)-(10مسئله مکمل خطی )

 شود: تجزیه می

{
 
 
 
 

 
 
 
  

  

  
 
     

 

  
 ℒ 

 
  

  
 
     

 

 
 

  
                                                                     

 
  

(  
 
 )

 

  
  

  
 
 

  
 

  

(  
 

 
)
 

 
  
                                                                    


  

(  
 

 
)
 

    
  

(  
 

 
)
 

         

(  
 

 
)
 

( 
  

(  
 

 
)
 

      )    

               

{
 
 
 
 

 
 
 
  

  

  
 
   

  

(  
 
 )

 

  
 ℒ 

 
  

  
 
   

  

(  
 
 )

 

 
 

  

(  
 

 
)
 

                                                              

 
  

(  
 
 )

 

  
  

  
 
 

  
 

  

(  
 

 
)
 

  
  

(  
 

 
)
 

                                                                      


  

(  
 

 
)
 

    
  

(  
 

 
)
 

         

(  
 

 
)
 

( 
  

(  
 

 
)
 

      )                    

 

{
 
 
 
 

 
 
 
  

  

  
 
   

  

(  
 
 )

 

  
 ℒ  

 
  

  
 
   

  

(  
 
 )

 

 
 

  

(  
 

 
)
 

                                                       

 
  

(  
 
 )

 

  
  

  
 
 

  
 

  

(  
 

 
)
 

  
  

(  
 

 
)
 

                                                                    


  

(  
 

 
)
 

    
  

(  
 

 
)
 

         

(  
 

 
)
 

( 
  

(  
 

 
)
 

      )                    

 

{
 
 
 
 

 
 
 
  

  

  
 
   

  

(  
 
 )

 

  
 ℒ 

 
  

  
 
   

  

(  
 
 )

 

 
 

  

(  
 

 
)
 

                                                          

 
  

(  
 
 )

 

  
  

  
 
 

  
 

  

(  
 

 
)
 

  
  

(  
 

 
)
 

                                                                     


  

(  
 

 
)
 

    
  

(  
 

 
)
 

         

(  
 

 
)
 

( 
  

(  
 

 
)
 

      )             
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{
 
 
 
 

 
 
 
  

  

  
 
   

  

(  
 
 )

 

  
 ℒ 

 
  

  
 
   

  

(  
 
 )

 

 
 

  

(  
 

 
)
 

                                                      

 
  

(  
 
 )

 

  
  

  
 
 

  
 

  

(  
 

 
)
 

  
  

(  
 

 
)
 

                                                                     

 
  

(  
 

 
)
 

    
  

(  
 

 
)
 

         

(  
 

 
)
 

( 
  

(  
 

 
)
 

      )           

  

{
  
 

  
    

      
  

  

(  
 
 )

 

  
 ℒ 

   
      

  
  

(  
 
 )

 

 
 

  

(  
 

 
)
 

                                          

   
       

      

  
 

  
     

  

(  
 

 
)
 

                                                                       


  
         

            
   (   

         )                              

  

 

  )، داریم         که در آن به ازای 
 

 
)
 
 (  

 

 
   

   

 
های  LCP. هر یک از (

شود.  ی اول، دستگاهی از معادلات خطی حل می اند. در مرحله ( از دو مرحله تشکیل شده21)-(29)

دست آمده از اولین مرحله اصلاح  ی دوم )مرحله به هنگام سازی(، مقادیر میانی به در مرحله

 کنیم: های فوق را بر اساس روش تجزیه به صورت زیر حل می LCPشوند.  می

  1مرحله 

LCP (21را می ) :توان به صورت زیر بازنویسی کرد 

           

  
 
           

                                                                                             
 

 
  

(  
 
 )

 

  
  

  
 
 

  
 

  

(  
 

 
)
 

 
  
                                                                               

 


  

(  
 

 
)
 

    
  

(  
 

 
)
 

         

(  
 

 
)
 

( 
  

(  
 

 
)
 

      )                  

 

های  شود، مقادیر مولفه ( به یک دستگاه سه قطری منجر می20، معادلات در ) kبرای اندیس ثابت 

 بردار 
        

  
 

یک ماتریس سه    آیند. توجه کنید که  دست می توسط حل کردن این دستگاه به  

 قطری به صورت زیر است:
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(

  
 

   
    

      

   
    

    
     

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
       
 

       
 

 
       
 

       
 

)

  
 
                                    

 

 ، داریم             که در آن، به ازای 

   
   

 

 
(   

 

 
  
 )     

   
 

 

 
  
      

   
  

 

    
  

 

  
 

 

 
(   

 

 
  
 )    

   
 

 

 
  
     

   
  

 

   
   

 

 
(   

 

 
  
 )    

   
 

 

 
  
  

   
     

 

   علاوه، برای  به
و   

  
         هایی از بردار  ، مولفه           معلوم، به ازای   

عبارت     

 است از:

   
        

       
      

  
 

  
    

     
       

  
  
   

 

 توجه کنید که مقادیر 
  

  
 

توسط دست آوردیم. بنابراین،  ( به10بدون در نظر گرفتن شرایط )  

 ، مقادیر (29)-(20معادلات )
  

  
 

 به   
  

(  
 

 
)
 

 طوری که مقادیر  شوند، به هنگام می به 
  

(  
 

 
)
 

در  

کنند. چون  ( صدق می10شرایط )
  

(  
 

 
)
 

توان معادله  ، می  
 
  

(  
 
 )

 

  
  

  
 
 

  
 

  

(  
 

 
)
 

 


  
 صورت زیر بازنویسی کرد: را به  

 
  

(  
 

 
)
 

  
  

  
 

    
  
 , 

 چون  علاوهبه
  

(  
 

 
)
 

 ، بنابراین خواهیم داشت:      

 
  

(  
 
 
)
 

    (         
  

 
    

  
 ) 

 

 دست آمده  پس از آن، به ازای مقادیر به
  

(  
 

 
)
 

، مقادیر 
  

(  
 

 
)
 

تقریب زده  توسط معادله 

 شوند. می


  

(  
 
 
)
 

 
  
   

 
  

(  
 
 
)
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  2مرحله 

  LCP (22را می ) :توان به صورت زیر بازنویسی کرد 

   
        

  
 
           

                                                                   

 

   
  

(  
 

 
)
 

    (         
  

 

     
  

(  
 

 
)
 

)                  

 

 
  

(  
 

 
)
 

  
  

(  
 

 
)
 

 
  

  

(  
 
 
)
 

  
  

  
 
 

  
                                    

 

 های بردار ثابت، مقادیر مولفه iکه، به ازای  طوری به
        

  
 

توسط حل کردن دستگاه سه    

 یک ماتریس سه قطری به صورت    آید.  توجه کنید که  دست می ( به31قطری)
 

   

(

  
 

  
   

      
  
   

   
     

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
     
 

     
 

 
     
 

     
 

)

  
 
                              

 ، داریم             که در آن، به ازای است، 

  
   

 

 
   ̅          

    
 

 
    

      
            

 

  
  

  
 

 
 

  
 

 

 
   ̅         

    
 

 
    

     
     

 

  
   

 

 
   ̅         

   
 

 

 
    

     
   

              

 

   بردار های  مولفه 
  به ازای مقادیر معلوم    

  

(  
 

 
)
 

و 
  

(  
 

 
)
 

 شود: به صورت زیر داده می 

 

   
       

  
     

(  
 
 
)
 

    
  

 

  
  

  

(  
 
 
)
 

   
  

     

(  
 
 
)
 

 
  

(  
 
 
)
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 های تقریبی  ، جواب1طور مشابه مرحله  سپس، به
   

  
 

و  
  

(  
 

 
)
 

با استفاده از معادلات ترتیب به 

  ( به مقادیر33( و )32)
  

(  
 

 
)
 

و 
  

(  
 

 
)
 

  )در سطح زمانی میانی       
 

 
)
 
 (  

 

 
   

 

 
)  

 شوند. اصلاح می

 

  3مرحله  

 ( را به صورت زیر بازنویسی کرد:23) LCPتوان  می

    
  

  
 
     

                                                                                     

 

 
  

(  
 
 
)
 

    (         
  

 
     

  

(  
 
 
)
 

)                          

 

  
  

(  
 
 
)
 

  
  

(  
 
 
)
 

 
 
  

(  
 
 
)
 

  
  

  
 
 

  
                                  

 

 بردار ستونی
  

  
 

  ( 
       

  
 

   
     

  
 

    
       

  
 

  )

 

( تقریب زده 31توسط حل کردن معادله ) 

    )        صورت  یک ماتریس قطری به    علاوه،  شود. به می
         

           
است،  (    

 که در آن

{
     
      

 

 
     √      

                                        

     
     

 

  
 

 

  
        

                                                     

                          

 

   بردار های  مولفه
  به ازای مقادیر معلوم    

  

(  
 

 
)
 

و 
  

(  
 

 
)
 

 شود: به صورت زیر داده می 

 

   
         

     
       

(  
 
 
)
 

   (
 

  
     

    ) 
   

(  
 
 
)
 

   (     
    ) 

       

(  
 
 
)
 

 
  

(  
 
 
)
 

  

 

سه قطری تجزیه کرد، ( ابتدا بایستی آن را به سه دستگاه 31توجه کنید که برای حل دستگاه )

 توان این دستگاه معادلات سه قطری را حل کرد.  سپس با استفاده از الگوریتم توماس می
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 های تقریبی  ، جواب1طور مشابه مرحله  به
   

  
 

و  
  

(  
 

 
)
 

( و 39مطابق با معادلات )ترتیب  به 

  ( به مقادیر30)
  

(  
 

 
)
 

و 
  

(  
 

 
)
 

  )در سطح زمانی میانی   
 

 
)
 

 (  
 

 
   

 

 
اصلاح   (

 شوند.  می
 

  4مرحله 

 ( را به صورت زیر بازنویسی کرد:22) LCPتوان  می

    
  

  
 
     

                                                                                           

 

 
  

(  
 
 
)
 

    (         
  

 
     

  

(  
 
 
)
 

)                               

 


  

(  
 
 
)
 

  
  

(  
 
 
)
 

 
 
  

(  
 
 
)
 

  
  

  
 
 

  
                                           

 

 

   بردار های  باشد. مولفه ( می39همانند معادله )    ( ماتریس سه قطری 30که در معادله )
 بر    

  حسب مقادیر معلوم
  

(  
 

 
)
 

و 
  

(  
 

 
)
 

دستگاه حاصل از حل  ، مقادیر3باشد. همانند مرحله می 

 شوند( به هنگام و اصلاح می21( و )29با استفاده از معادلات )( 30)

 

  5مرحله 

 ( را به صورت زیر بازنویسی کرد:21) LCPتوان  می

   
        

  
 
           

                                                                         

 

  
  

(  
 
 
)
 

    (         
  

 
     

  

(  
 
 
)
 

)    

 


  

(  
 
 
)
 

  
  

(  
 
 
)
 

 
  

  

(  
 
 
)
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، ابتدا مقادیر اختیار 2باشد. همانند مرحله  ( می32همانند معادله )   که در آن ماتریس سه قطری 

 محاسبه و سپس به هنگام می شوند.

 6ي  مرحله 

LCP (29را می ) :توان به صورت زیر بازنویسی کرد 

           
                

                                                                      
 

    
       (         

          
  

(  
 

 
)
 

)                        
 

 
  
     

  

(  
 

 
)
 

 
    

       
      

  
                                                    

 

         مقادیر بردار 
   به مقادیر( ، 22، حاصل از حل دستگاه سه قطری )       

مطابق با فرمول     

شوند، و سپس مقادیر  هنگام می (  به23)
  

 شوند. اصلاح می  n+1در سطح زمانی  

توان با استفاده از آن  ای از روش حذفی گاوسی است که می الگوریتم توماس یک نوع ساده

برای حل دستگاه معادلات سه قطری را حل کرد. بنابراین، در نتایج عددی از الگوریتم توماس 

 دستگاه معادلات سه قطری استفاده شده است. 

 تکرار شوند.         مرحله بایستی برای  9سرانجام، این 
 

 نتایج پژوهش -4

بر اساس طرح تجزیه ارائه  CIRهای اختیارات فروش آمریکایی تحت مدل  در این بخش، قیمت

( استفاده شده است. این 2992آوریم. مقادیر پارامتر همانند کیم ) دست می به 2-3شده در بخش 

 پارامترها عبارتند از:

                    ̅                                 . 
 

  x_min=-3صورت  [ به0,T]×[ 0,r_max]×[ x_min,x_max] یدامنه محاسبات نجا،یدر ا

(S_min=0.0498) ،x_max=3 (S_max=20.0855)  ،r_max=1  وT=1  .در نظر گرفته شده است

 ی. برامیا زده بیتقر 2-3ارائه شده در بخش  هیرا بر اساس طرح تجز اریاخت قیدق یها متیق

 سهیمونت کارلو مقا یهسازیشب جیحاصله را با نتا یعدد جیآمده، نتا دست به یها جواب یابیارز

 نیتر بر اساس روش کم یهسازیبا استفاده از شب ییکایفروش آمر اریاخت یمتهای. قمیا کرده

 199.999(  با 2991( ارائه شده توسط لانگ استاف و شوارتز  )LSMدوم مونت کارلو ) یها توان



ينادر نعمت اله و يسیعبدالساده ن ،يصفائ ميمر /...  تحت مدل ييکايآمر اراتیاخت یگذار متیحل مسئله ق یبرا یروش عدد کي   

 
911 

 ییدارا متیق یندهایفرا یساز هیشب یاند. برا محاسبه شده یزمان ی حلهمر 9999و  یا نمونه ریمس

( استفاده  2919با طرح تمام برش ) لرد و همکاران ،  لریاو یساز و نرخ بهره از روش گسسته هیپا

 .میا کرده
 

 ، مقایسه شده با مقادیر مونت كارلو        مقادیر اختیار فروش آمریكایی،  -1جدول

 ثابت.  rبه ازاي مقادیر متمایزي از  

r شبكه 
           

x 
44944/2  

(S=8) 

19422/2  

(S=9) 

34259/2  

(S=14) 

39494/2  

(S=11) 

48491/2  

(S=12) 

9921/9 

(299 ،21 ،19) 

(1999 ،19 ،199) 
(9999 ،199 ،299) 

2933/2 

2933/2 
2931/2 

3019/1 

3011/1 
3031/1 

9192/9 

9110/9 
9190/9 

2190/9 

2199/9 
2190/9 

2990/9 

2991/9 
2999/9 

 2920/9 2990/9 9900/9 3999/1 2903/2 کارلو-مونت

9092/9 

(299 ،21 ،19) 

(1999 ،19 ،199) 

(9999 ،199 ،299) 

1099/2 

1091/2 

1022/2 

3990/1 

3999/1 

3911/1 

9992/9 

9910/9 

9910/9 

2109/9 

2199/9 

2139/9 

2993/9 

2902/9 

2932/9 

 2912/9 2119/9 9901/9 3919/1 1992/2 کارلو-مونت

1239/9 

(299، 21 ،19) 

(1999 ،19 ،199) 

(9999 ،199 ،299) 

1019/2 

1091/2 

1999/2 

3320/1 

3311/1 

3399/1 

1902/9 

1990/9 

1913/9 

3099/9 

3092/9 

3099/9 

2203/9 

2209/9 

2112/9 

 2122/9 3090/9 1919/9 3193/1 1119/2 کارلو-مونت

1992/9 

(299 ،21 ،19) 

(1999 ،19 ،199) 

(9999 ،199 ،299) 

9099/2 

9091/2 

1119/2 

2039/1 

2029/1 

2019/1 

1191/9 

1110/9 

1199/9 

3039/9 

3032/9 

3021/9 

2323/9 

2320/9 

2329/9 

 2309/9 3093/9 1109/9 2099/1 1329/2 کارلو-مونت

 

دست آمده به ازای مقادیر متمایزی از قیمت دارایی پایه و نرخ بهره ارائه  نتایج به 1در جدول 

باشند. شکل  دست آمده نزدیک به نتایج شبیه سازی مونت کارلو می طوری که نتایج به شده است، به

های اختیار فروش آمریکایی  ( و قیمتx,rدر مقابل )              مقدار تابع بازده  1

 دهد ( نشان میx,rدر مقابل )         
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[      ] [         ]در اینجا، دامنه محاسباتی           صورت به [   ] 
در نظر گرفته شده  =1Tو        ،                       ،              

ایم. برای  تقریب زده 2-3های دقیق اختیار را بر اساس طرح تجزیه ارائه شده در بخش  است. قیمت

سازی مونت کارلو مقایسه دست آمده، نتایج عددی حاصله را با نتایج شبیه های به ارزیابی جواب

ترین  روش کمبر اساس  یسازهیشب از استفاده با ییکایآمر فروش اریاخت یهامتیق .ایم کرده

 199.999(  با 2991) 0لانگ استاف و شوارتز ارائه شده توسط (LSM)های دوم مونت کارلو  توان

سازی فرایندهای قیمت دارایی  اند. برای شبیه شده ی زمانی محاسبه مرحله 9999ای و  مسیر نمونه

( استفاده  2919و همکاران ، سازی اویلر با طرح تمام برش ) لرد  پایه و نرخ بهره از روش گسسته

 .ایم کرده

 
 (x, rدر مقابل ) V(x,r,0)=h(x(تابع بازده a)  -1شكل

 

 
 (x, rدر مقابل ) V(x, r, T)هاي اختیار  قیمت  (b)  -1شكل
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 بحثگیري و  نتیجه -5

سازی قیمت اختیار فروش آمریکایی تحت مدل نرخ بهره تصادفی، و  تمرکز اصلی این مقاله مدل

ای بود. برای نیل به این هدف، ابتدا مدل دارایی پایه  سپس حل آن بر اساس روش تجزیه مولفه

بندی کردیم. سپس، با بستن یک اختیار آمریکایی روی مدل دارایی  تحت نرخ بهره تصادفی مدل

با لحاظ کردن شرایط مرزی و اولیه توسعه  LCPمذکور، عملگر دیفرانسیل جزئی را به یک پایه 

  LCPکرد. در ادامه، برای حل این  دادیم، که جوابی از آن قیمت اختیار آمریکایی را تعیین می

یک  LCP دو بعدی به شش LCPای دو سیکل را پیشنهاد کردیم. در این روش،  روش تجزیه مولفه

ها خود در دو سطح زمانی  LCPشد، و هر یک از این  شش مرحله زمانی کسری تجزیه میبعدی در 

های محاسبه شده نزدیک به  شدند. در نهایت، نتایج عددی حاصله نشان دادند که قیمت حل می

 زمینه در این آینده پژوهشگران برای پیشنهاداتیدر زیر باشند.  سازی مونت کارلو می نتایج شبیه
 .استارائه شده 

دارای پارامترهای بیشتری نسبت به  CIRشولز تحت نرخ بهره تصادفی -مدل دو بعدی بلک (1

توان از روش برآورد  شولز است. در عمل بایستی این پارامترها را برآورد کرد. می-مدل بلک

مسئله معکوس پارامترهای مدل را برآورد کرد که تحقیقاتی در این زمینه مسئله معکوس 

 ( انجام شده است. 2913به خوبی توسط نیسی و سلمانی )

تر، مانند  های پیچیده توان برای مدل ه جدید ارائه شده در این تحقیق را میهای تجزی طرح (2

بندی شوند، یا  های رژیم سوئیچینگ مدل های دارایی پایه تصادفی تحت دینامیک مدل

 های دارایی پایه مشمول کرد، پیاده سازی کنیم.  جمله پرش را در دینامیک

لز، نرخ بهره ثابت، را نقص کردیم، تا به شو-های مدل بلک در این مقاله، یکی از محدویت (3

های ارائه شده در  ها و روش مدلی انعطاف پذیر و نزدیک به اقتصاد ایران برسیم. لذا مدل

ها، بازارهای سهام، اوراق قرضه، ارز و  توان برای کنترل ریسک در بانک این تحقیق را می

 نفت در بازارهای ایران استفاده کرد.  قیمت آتی
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