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 مجله مهندسي مالي و مديريت اوراق بهادار

  6921زمستان  /  سوم و سيشماره 

 

 

 انتخاب استراتژی معاملات جفتی بهینه تحت تغییرات آماری فرایند اسپرد

 

 
 1فاطمه عزیززاده 

 2نسرین عبادی

 
 

 چكيده
گیری در مورد اتخاذ موقعیت درست خرید یا فروش، نیازمند تصمیمگذاری مناسب و سرمایه

یک استراتژی مشخص و اثبات شده است. در این پژوهش استراتژی معاملات جفتی مورد بررسی 

قرار گرفته و یک روش غیرپارامتری جدید بر پایه ترسیمات رنکو و کاگی، که دو اندیکاتور نموداری 

ملات ارائه شده است. روش پیشنهادی از اطلاعاتی در مورد تغییرات ژاپنی هستند، برای انجام معا

آید برد و در آن یک میانگین ثابت بلندمدت برای فرایند اسپرد به دست نمیفرایند اسپرد بهره می

شود و تنها فرض مورد نیاز ثابت ماندن های معاملات جفتی انجام میاما معامله مانند سایر روش

فرایند اسپرد است. در این پژوهش ابتدا سودآوری روش پیشنهادی برای خواص آماری تلاطم 

فرایند بازگشت به میانگین با تلاطم تصادفی به صورت تئوری اثبات شده است، سپس معاملات 

اند.  های منتخب از بازار بورس اوراق بهادار تهران اجرا شدهجفتی بر اساس این رویکرد روی داده

دهد که در استراتژی مورد استفاده به ازای انتخاب سازی نشان میپیادهنتایج به دست آمده از 

درصد و در جفت خمحرکه و خودرو  19/25در جفت سهام ختراک و ختوقا بازده  Hمناسبی از 

 .آید درصد به دست می 46/33بازده 
 

-رنشتاینآربیتراژ آماری، معاملات جفتی، مدل بازگشت به میانگین، فرایند او های كليدی: واژه

 .اولنبک، تلاطم تصادفی
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 مقدمه -1
با توجه به جایگاه و اهمیت بازارهای مالی، برای  بدست آوردن سود در یک بازار مالی باید یک 

گذاری مناسب انتخاب شود. در این مقاله رویکرد تکنیکال و استراتژی معاملات رویکرد سرمایه

  گیرد.جفتی مورد استفاده قرار می

میلادی است و در  9111جفتی نوعی استراتژی تحلیل تکنیکال شناخته شده از سال معاملات 

ایده کلی آن گذاران فردی و نهادی رواج دارد. این استراتژی بازار خنثی است و میان سرمایه

( با 5اند )حرکت بودههایشان در گذشته با هم، هم( پیدا کردن دو سهم که قیمت9اینست: )

ارزشگذاری شده و یک  تواند یک موقعیت فروش روی سهم بیشگر میمعاملهها واگرایی قیمت

. ( انتظار برای همگرایی فرایندهای قیمت3موقعیت خرید روی سهم کم ارزشگذاری شده بگیرد؛ )

کند. در این استراتژی، های معاملاتی سود کسب میگر با بستن موقعیت در این هنگام معامله

شود. یک  ها متمرکز می ها بر عملکرد نسبی آن گر به جای تمرکز روی روند هریک از دارایی معامله

راه برای بیان عملکرد نسبی جفت قیمتها استفاده از فرایند اسپرد است که عموماً به صورت تفاضل 

-شود که از یک مدل اورنشتاین رض میشود و معمولاً ف توابعی از قیمت دو دارایی در نظر گرفته می

 کند.  اولنبک تبعیت می

ای، [: رویکرد فاصله7هفت رویکرد در ارتباط با معاملات جفتی در ادبیات پیشین وجود دارد ]

های ترکیبی و بینیانباشتگی، رویکرد تصادفی، رویکرد کنترل تصادفی، رویکرد پیشرویکرد هم

   های اصلی.رویکرد تحلیل مؤلفه یادگیری ماشین، رویکرد کاپیولا و

ها و معامله است. با وجود برخی هر روش معاملات جفتی شامل قواعدی برای تشکیل جفت

رود اگر  ( تعادلی هستند و انتظار میی قیمت )یا بازدهها براساس همان ایدهی روشها، همهتفاوت

میانگین خود برگردد. اگرچه در واقعیت فرایند اسپرد از میانگین بلندمدت خود منحرف شود، به 

گیری افتد و پارامترهای فرایند اسپرد، ممکن است به طرز چشماین بازگشت همیشه اتفاق نمی

تغییر کند. در نتیجه استراتژی معاملات جفتی تنها براساس ایده بازگشت به حالت تعادل ممکن 

 [.2کند ]ار این دیدگاه را تأیید میهای بازهای موجود روی دادهاست سودآور نباشد. آزمایش

های یک روش غیرپارامتری جدید معاملات جفتی را که براساس برخی ویژگی [1] 9بگملف

اولنبک با -آماری فرایند اسپرد است، مطرح کرد. او سودآوری این روش را برای فرایند اورنشتاین

گیری تغییرات فرایند اسپرد استفاده هتلاطم ثابت، به صورت تئوری نشان داد و ابزاری که برای انداز

مطرح شد و یک پایه  5112های رنکو و کاگی بود که توسط پاستوخف در سال کرد براساس ترسیم

 های تحلیل تکنیکالی ارائه داد. ریاضیاتی را برای این روش
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رایی کنیم اما با این فرض که فرایند اسپرد دو داما در این مقاله از روش بگملف استفاده می

بنابراین برای انجام کند. مرتبط از یک فرایند بازگشت به میانگین با تلاطم تصادفی تبعیت می

معاملات جفتی با این روش و بررسی قابل اجرا بودن و سودآوری آن روی مدل پیشنهادی، لازم 

 دیگری ابهایی را اثبات کنیم. پس از اثبات تئوری عملی بودن روش، انتخاست که ابتدا قضایا و لم

کنیم و با نتایج عددی مناسب بودن این انتخاب را مورد آزمون قرار مطرح می Hبرای پارامتر 

 دهیم.  می

 

 شناسی پژوهشروش -2

 ترسيم رنكو 
فرض کنید  t ی های تجمعی دارایی روی بازهیک سری زمانی از قیمت دارایی واقعی یا بازده

زمانی  0,T  باشد و و در این مرحله پیوسته 
0

N

ii 

های تصادفی باشد ، یک دنباله از زمان

0H بطوریکه برای هر    ،دلخواه 

(9                                                                      )
 

 
 

 
0,0,

max min ,
t Tt t

H t t


                         

و برای 
0 0  ،   0 0   

 

(5 )                                                             1 1inf , : .i i iu T u H         

 

فرایند      : ii i     ،0,1, . . . ,i N ،.یک فرایند رنکو است  , , 0,1,...,a b

n n n M    را

براساس i دهیمقرار میکنیم. ایجاد می
0 0

a    و
0 1

b آنگاه ، 

 

(3                  )          1 1 1 2min : 0 ,b b

n i n i i i i                

 

(6                                                                                   ) 1 : .a b

n i n i     

 

 ترسيم كاگی 

در ترسیم کاگی برای ایجاد دنباله   , , 0,1,...,a b

n n n M    از ماکزیمم یا مینیمم موضعی واقعی

فرایند  t 0 شود. برای هراستفاده میH  ( صدق می9دلخواه که در )کنیم:کند تعریف می 
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(2                                        ) 
 

 
 

  0
0,0,

inf 0, : max minb

t ut u
u T t t H


      

 

(4                                                      )    0 0 0inf : .a b bu u H       

 

اگر در زمان 
0

a یک ماکزیمم موضعی داشته باشیم، آنگاه ,a b

n n  ،1, 3, 5, 7, ...n  مربوط ،

 شود و باید به صورت زیر تعریف شوند:های موضعی میبه مینیمم

 
1

1
,

inf , : min ,
a
n

b a

n n
t u

u T u H


 



 
 

 
       

 

 

(0                                                   )   
1 ,

inf : min ,
a b
n n

a b

n n
t

u u t
 

 


 
 

 
     

 

 

 

و ,a b

n n  ،2,4,6,...n شود:شود و به صورت زیر تعریف میهای موضعی می، مربوط به ماکزیمم 

 
                                         

   
1

1
,

inf , : max ,
a
n

b a

n n
t u

u T t u H


 



 
 

 
       

 

 

(8                                                    )   
1 ,

inf : max .
b b
n n

a b

n n
t

u u t
 

 


 
 

 
     

 

 

 

ترسیم دنباله کامل  , , 1,2,3,...,a b

n n n N   شود. های متناوب به روش استقرائی انجام میبا گام 

 

 رنكو و گاكی  های ترسيمبرخی از ویژگی 
هایشان ترسیم به جای ترسیم رنکو یا ترسیم کاگی در صورتی که ویژگی-Hدر ادامه از اصطلاح 

کنیم فرایند کنیم و فرض میمشابه باشد، استفاده می t  که 0,t T پیوسته و روی فضای ،

)احتمال  , , )   تعریف شده باشد. برای هرH  دلخواه، دنباله  , , 1,2,3,...,a b

n n n N    را در نظر

b واضح است کهگیریم. می

nکنیم برای  ها زمان توقف است. برای سادگی در محاسبات، فرض می

bدلخواه،  Nهر 

NT  کنیم.است. حال متغیرهای مورد نیاز را بیان می 

H-  :وارونگی 
 (1                                                                      ) max : b

T nN n T N    
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H-  تلاطم از مرتبهP                        :  

 (91                                                          ) 
   

 

1

1,
,

N
a a

n n

n
T

T

H
N H

 






 

 

 


   

 

نشان داد که  [6]در نظر بگیریم. پاستوخف  9تلاطم را از مرتبه -H برای هدف این تحقیق کافیست 

برای فرایند وینر   W t شرط ، ,W 2T H H   برای هر مقدارHبرقرار است ،.  

 

 های معاملاتیاستراتژی 
  [1]استراتژی مومنتوم و معکوس وجود دارد.  -Hدو 

سود به دست آمده از زمان 
1

b

n 
bتا  

n  برایH-استراتژی مومنتوم برابر است با 

 

(99                                      )         1 1. ,b
n

b b a a

n n n nY sign


         

 

استراتژی مومنتوم برای فرایند -Hمربوط به  Tتا  0و سود کل از زمان  t برابر است با 

 

(95                                                )      , , 2 . , .T T TY H H H N H      

 

سود به دست آمده از زمان 
1

b

n 
bتا  

n  برایH-( اما با علامت 99) استراتژی معکوس برابر است با

 منفی

(93                                      )         1 1. ,b
n

b b a a

n n n nY sign


          

 

 برابر است با Tو سود کل تا لحظه 

(96                                                )      , 2 , . , .T T TY H H H N H      

 

تواند اقدام به خرید و فروش کند گذار بدون محدودیت میشود سرمایهدر این مرحله فرض می

های معاملاتی صفر است. اگر و هزینه , 2T H H   دست  گذار برای بهباشد، آنگاه سرمایه

استراتژی مومنتوم و اگر -Hآوردن سود مثبت باید از  , 2T H H    باشد باید ازH-

استراتژی معکوس استفاده کند. این حقیقت شامل یک ایده است: اگر فرایند وینر مربوط به حالت 
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وجود آربیتراژ را برای فرایند  H5بدون آربیتراژ باشد، آنگاه هرگونه اختلاف از  t دهد. نشان می

یک ویژگی آماری از فرایند  H5تلاطم کمتر از -Hالبته شرط  t  است و نیازی نیست فرایند

 t .در تعریف رسمی بازگشت به میانگین باشد و میانگین و واریانس ثابت داشته باشد 

  

 های ویژگیH- ترسيم روی فرایند بازگشت به ميانگين با تلاطم تصادفی 
H- گیریم: های ایجاد شده را روی فرایند بازگشت به میانگین با تلاطم تصادفی در نظر میترسیم 

 

(92                                                              ) t t t td dt dB                                                 

 

که در آن  : 0tB t   0یک حرکت براونی استاندارد است و  ،0   0و   .ثابت هستند

0کنیم بدون از دست دادن کلیت مسئله، فرض می   1و   با استفاده از(
t    به جای

t شود:( به فرم زیر نوشته می53بندی زمانی(. آنگاه، )و مقیاس 

 

(94                                                                           )
t t t td dt dB                                                           

 

قرار دهیم  اگر در یک بازه زمانی متناهی   max minH t t     آنگاه مینیمم و

های زمانی است. در نتیجه ( همان مینیمم و ماکزیمم مطلق سری2ماکزیمم موضعی در رابطه )

تواند صدق کند و قاعده ایجاد رنکو هرگز ( فقط یکبار می2قاعده ایجاد ترسیم کاگی در رابطه )

 صدق نکند. بنابراین، حداکثر یک نوسان بین ماکزیمم و مینیمم داریم، درنتیجه ,T H H  

 . 

 ( است.92تلاطم فرایند معرفی شده با رابطه )-Hقضیه زیر یک توجیه تئوری برای کران بالای 

( تعریف شده است. 92یک فرایند بازگشت به میانگین باشد که با رابطه ) Pفرض کنید  -قضيه

 است. یا بعبارتی  H5تر از تلاطم کم-Hکند، ( صدق می9مثبت که در ) Hآنگاه برای هر 

(90                                                                                ) lim , 2T
T

H H


                                                                 

 اثبات در پیوست ارائه شده است. اثبات:

 بنابراین برای این فرایند،

(98                                                                                   ) ,
[1,2).

T H

H
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  فرایندGARCH(1,1)  
ترسیم روی فرایند گسسته مهم است. -Hهای مالی گسسته است. از اینرو خواص تر دادهبیش

 ( است:92، حالت گسسته فرایند معرفی شده در رابطه )GARCH(1,1)فرایند 

       1 .Y t Y t t t      

 

     2 2 21 1t Y t t       

 

,، (0,1]که در آن  0   ،1    و  t ای از متغیرهای تصادفی دنباله

 هستند.  2توزیع است که دارای توزیع نرمال با میانگین صفر و واریانس مستقل و هم

و گام تصادفی مطرح  AR(1)پیوسته نیست و همان مشکلات فرایندهای  GARCH(1,1)فرایند 

 را دارد: [1]شده در 

     0, , 0.Y t Y t n H n t      
 

 در نتیجه در هر زمان توقف یک فرارفت داریم:

(91                                                                      )   a b

n n nY Y H H    

 

که در آن 
nH  یک متغیر تصادفی مستقل است. در نتیجه نسبتH- تلاطم به پارامترH  متورم

 شود: می
 lim , 2 2 .T n

T
H H H


     

 

 

بنابراین احتمال مشاهده فرایند بازگشت به میانگین گسسته با  , 2T H Y H   وجود دارد و

 برابر است با  Hتلاطم به پارامتر -Hاین با قضیه اصلی در تناقض است. مقدار صحیح نسبت 

 

(51                 )
 

 

 

 

     
1

, ,
, [1,2)

,
1

N
a bn
n n

n

H H
R H

H H
N

 

 


 
   

     

                                                                         

 

H- به همین . تر تحت تأثیر فرارفت است، زیرا باید فرایند رنکو را تولید کنداستراتژی رنکو بیش

دهیم. هر چند، فرارفت همیشه بد نیست و انجام میاستراتژی کاگی -Hدلیل ما آزمایش را فقط با 

 ممکن است سودآوری استراتژی معاملاتی معکوس را بهبود بخشد. 
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 هامجموعه داده 
-Hشدن روزانه سهام بورس اوراق بهادار تهران برای آزمایش  های بستهدر این پژوهش از قیمت

استخراج شده است.  TSE Clientافزار ها از نرماستراتژی معاملات جفتی استفاده شده است. داده

-می 9316تا انتهای اسفندماه سال  9315ماه سال  های روزانه از دی ها شامل دادهمجموعه داده

ماه اخیر برای کالیبره کردن  95های (، از داده5114باشد. طبق شیوه آزمایش گیتو و همکاران )

 شود. های انتخاب شده معامله میجفتماه بعدی  4شود و در سیستم و ایجاد جفت استفاده می

در این پژوهش فرض ما بر این است که در ابتدای دوره معاملاتی هیچ موجودی از سهام در اختیار 

شود. به نداریم. بنابراین استراتژی معاملات جفتی بدون در نظر گرفتن فروش استقراضی اجرا می

داشته باشد، آن موقعیت را در نظر  این صورت که اگر سهمی در سیگنال نخست موقعیت فروش

 گیریم و در سیگنال معاملاتی بعدی اقدام به خرید خواهد شد.نمی

 

 انتخابی سهام پيش 

های صنعت خودرو انتخاب شدند. هرچند برای انتخاب جفت سهام محدودیتی ها از شرکتداده

 برای در یک صنعت بودن جفت سهام وجود ندارد. 

 

 های پژوهشپرسش -3
برای استفاده از استراتژی معاملات جفتی همواره سه سؤال اصلی مطرح است که عبارتند از: 

های چگونه باید این جفت سهام انتخاب شوند؟ مدل مناسب برای اسپرد قیمتی چیست؟ زمان

 بهینه انجام معامله کدام است؟

 

 های پژوهشیافته -4
های انتخاب شده باشد. در جفتمی [1]ها و قواعد معاملات مشابه در این بخش تشکیل جفت

گری فرایند اسپرد نباید تغییر علامت دهد. از مجموعه سهام پیش انتخابی  دو جفت ختراک )ریخته

تراکتورسازی ایران( و ختوقا )قطعات اتومبیل ایران(، خمحرکه )نیرو محرکه( و خودرو )ایران 

و  39/3/16تا  9/91/13ختراک و ختوقا از تاریخ خودرو( انتخاب شد. دوره معامله برای جفت سهام 

 باشد. می 39/4/12تا  9/9/12برای جفت خمحرکه و خودرو از 
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Hاستراتژی معكوس كاگی در حالت -H( معاملات جفتی تحت 1    
را برابر انحراف معیار اسپرد در دوره  H(، 5193استراتژی در دوره معامله طبق )بگملف،  -Hدر این 

برای اسپرد مربوط به دو جفت  [1]تشکیل قرار دادیم و معاملات، مشابه قواعد مطرح شده در 

 منتخب انجام شد.

 

 
 3aشکل 
 

 
 3bشكل 

 

حالت پرد لگاریتم قیمتی دوره معاملاتی جفت خمحرکه و خودرو برای اس فرایند 3aشکل 

H   3شکل وb  حالتفرایند اسپرد لگاریتم قیمتی دوره معاملاتی جفت ختراک و ختوقا برای

H  خطوط قرمز نشان دهنده موقعیت فروش و خطوط سبز نشان دهنده موقعیت خرید .

 است.
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 تلاطم-H =Hاستراتژی معكوس كاگی در حالت -H( معاملات جفتی تحت 2
تلاطم اسپرد در دوره تشکیل که در واقع متوسط مقدار فواصل -Hرا برابر  Hاستراتژی، -Hدر این 

برای اسپرد  [1]های موضعی است قرار دادیم و معاملات، مشابه قواعد مطرح شده در بین اکسترمم

 مربوط به دو جفت منتخب انجام شد. 

 
 4aشكل 
 

 
 4bشكل 

 

-H =H حالتفرایند اسپرد لگاریتم قیمتی دوره معاملاتی جفت خمحرکه و خودرو برای  4aشکل 

فرایند اسپرد لگاریتم قیمتی دوره معاملاتی جفت ختراک و ختوقا برای  4bشکل . باشدتلاطم می

. خطوط قرمز نشان دهنده موقعیت فروش و خطوط سبز نشان دهنده موقعیت تلاطم-H=Hحالت 

 خرید است.
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  سازیپيادهنتایج 
 های معکوس کاگی را برای استراتژی-Hمعاملات جفتی تحت در این بخش نتایج حاصل از 

Hهای پژوهش حاکی از اینست که   های انتخابی بررسی کردیم. یافتهH-که در آن مقدار  استراتژی

H  برابرH-تری را نسبت به تلاطم اسپرد در دوره تشکیل است سود بیشH-که در آن  استراتژی

 بود، ایجاد کرده است.  برابر Hمقدار 

 

H انتخابی 
استراتژی برای جفت -Hسود 

 ختراک و ختوقا

استراتژی برای جفت -Hسود 

 خمحركه و خوردو

 0/31 9/50 انحراف معیار دوره تشکیل

H-44/33 11/22 تلاطم اسپرد در دوره تشکیل 

 

 و بحث گيرینتيجه -2
کند. گذاری مناسب در شرایط نابسامان اقتصادی و تحریم، اهمیتی دو چندان پیدا میسرمایه

مدت در نمودارهای قیمت اقدام به  گرانی که تنها با تعقیب روندهای کوتاهدر بازارهای مالی معامله

موقعیت ضرر قرار های بازار در کنند ممکن است به جای کسب سود و استفاده از فرصتمعامله می

گیری در مورد اتخاذ موقعیت خرید یا فروش نیازمند یک استراتژی گیرند، بنابراین برای تصمیم

 مشخص و اثبات شده هستند. 

دهد.  این پژوهش یک رویکرد را براساس تلاطم فرایند اسپرد برای معاملات جفتی ارائه می

های موجود دیگر تر آن در مقایسه با روشکمهای پذیری و محدودیتتازگی این رویکرد، در انعطاف

شود، در است. در این مقاله انتظار نداریم فرایند اسپرد که بازگشت به میانگین در نظر گرفته می

تعریف رسمی خود میانگین، واریانس و ضریب بازگشت به میانگین ثابت داشته باشد. از آنجا که این 

-Hت احتمالی اشتباه در برآورد پارامتر را ندارد. رویکرد یک روش غیر پارامتری است مشکلا

توان آنها را بر اساس گیری تغییرات فرایند هستند و میهها یک روش بسیار مؤثر برای اندازترسیم

 آمیزی به کار برد.  استراتژی معاملات جفتی به طور موفقیت

پرد، پیشنهادی هم برای در این مقاله علاوه بر در نظر گرفتن تلاطم تصادفی برای فرایند اس

های واقعی بازار نشان داد که سازی بر روی داده ارائه شد. نتایج پیاده Hانتخاب مقدار برای پارامتر 

H- استراتژی باH ( پیشنهادیH-سود بیش )تری را نسبت به تلاطم دوره تشکیلH- استراتژی در

 ند. کبرابر انحراف معیار دوره تشکیل است، ایجاد می Hحالتی که 
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 پيوست: 

 کنیم.چند لم را اثبات می قبل از اثبات قضیه اصلی

فرض کنید  -9لم  tY ( یک فرایند معرفی شده با رابطهA1 با میانگین صفر، واریانس یک و )0  

روی بازه زمانی  0,T باشد 

(A2                                                                            )
t t t tdY Y dt Y dB     

( ایجاد کنیم، آنگاه    A1مناسبی روی فرایند معرفی شده با رابطه ) Hترسیم را با توجه به -Hاگر یک 

 ,TN H Y   زمانیکهT . 

0فرض کنیم  -برهان    0وY  ( فرایند تعریف شده با رابطه .A1 را به صورت یک حرکت براونی )

و احتمال اینکه  [7]گیریم متغیر در نظر می-زمان tY   یابیم. را می 
 

2

2

t
W t

t

tY e e



 


 جواب

 ( است.A2معادله )

 
   

 
2 2

2

2 2

2

t t
W t W t

t t
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t
Y e e e e W t t
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که در آن  

2

2

2

u

x e
x du


  

و    
2 22 2

lim lim 1 1 0
22

t
t t

t t
Y

t

   


 

     
          

    

                                                  

، ( با مقدار ابتدایی A1رابطه )توانیم نشان دهیم احتمال اینکه فرایند معرفی شده با به طور مشابه می

( هرگز به طور کامل به A1باشد، مساوی صفر نیست. بنابراین فرایند معرفی شده با رابطه ) تر از کم

2Hکند. اگر قرار دهیم نوسان می و  شود و بین میانگین خود همگرا نمی                                                        :داریم 

(a.s. )     lim ,T
T

N H


  

(A1ای بازترکیبی فرایند معرفی شده با رابطه )احتمال حدی تقریب دو جمله -5لم  ny روی سطحm  در

 کند:رابطه زیر صدق می

     2 1
Q >Q 0

m
m e

  

 که در آن

   
1

2 1

0

Q 0 1 2
m

m

e





 



 
  
 


 

فرض کنید  -برهان tx  ( فرایند معرفی شده با رابطهA1 و با میانگین صفر و )0  :باشد 

,t t t tdx x dt x dB    

و فرض کنید  ny یک تقریب درخت دوجمله( ای بازترکیبی از فرایند معرفی شده با رابطهA1) nx 

  [8]برابر است با:  nyباشد. احتمال حرکت به سمت بالا از حالت 

(A3                                              )
 

1 1 1
tanh ,

2 2 2
ny t





   

       
  

  

H(       A4و اندازه گام به بالا یا پایین:                                                     ) t  

1tباشد. اگر قرار دهیم می  ،   1و  است  9، آنگاه اندازه حرکت به سمت بالا یا پایین مساوی

و فرایند  ny گیرد )مقادیر صحیح را میny m ، , ..., 2, 1, 0,1, 2,...,m n n    احتمال حرکت .)

 برابر است با mبه سمت بالا از سطح 

(A5                                                          )
 

1 1 2 1
tanh

2 2 2
m

    
     

  

  

ما به احتمال حدی    Q lim n
n

m y m


   مندیم.علاقه m  و m  احتمال حرکت به

است. فرایند  mسمت بالا و پایین از سطح  ny دارای توزیع لگ نرمال است. بنابراین 

(A6    )                                          Q 0 1 Q 1 1 Q 1 1 Q 1                                                   

با روش مشابه و قرار دادن  0 1  داریم 

                           Q 1 2 Q 2 0 Q 0 2 Q 2 0 1 Q 1 2 Q 2 1 Q 1               
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1
Q 2 >Q 1 .

2










  
    

 

   

1

Q 1 1 1 2 Q 2



 



   

   

2mاگر همین روش برای سطح   ی برگشتی برای توان یک رابطهو سطوح بعدی به کار برده شود، می

 بودن، به دست آورد: mاحتمال حدی در سطح 

(A7              )                                                    
   

 

 

1
Q Q 1

m
m m

m





 
 



  

m( برای هر A7کنیم که )( در حالت کلی، فرض میA7برای اثبات ادعای ) k  درست است و آن را برای

1m k  ح کنیم. واضح است که احتمال روی سطبررسی میk بودن برابر است با 

         Q Q 1 1 Q 1 1k k k k k          

 آوریم( به دست میA7با استفاده از فرمول )

   
 

 
       

1
Q Q 1 Q 1 1 Q

k
k k k k k k

k



 



 
       



 

بنابراین   

                 Q Q Q 1 1 Q 1 Q 1 1k k k k k k k k k               
 

 
     

           
 

 
Q Q 1 1 Q 1 Q .

1

k
k k k k k k

k



 




        

 

 

1m( برای A7پس ادعای ) k  طبق اصول استقرای ریاضی نتیجه بگیریم که توانیم درست است و می

(A7 برای هر )m  0برقرار است. بنابراین برایm  :
   

 

 

1

0

Q Q 0
1

m

j

j
m

j









 


 

 دانیم:احتمال حرکت به سمت بالا و پایین را می
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 در نتیجه
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در نظر بگیریم، به عبارت دیگر یک  Hتر را با مقدار دلخواه گام به بالا یا پایین تذکر: اگر یک حالت کلی

برابر است با:                             tای بازترکیبی، مقدار نمودار کلاسیک رنکو، برای به دست آوردن تقریب درخت دو جمله
2

.
H

t


 
   

 

 

-قرار داد و از نموهای واحد استفاده کرد و ضریب بازگشت به میانگین را مقیاس 9را مساوی  tتوان می

Hبندی کرد:                                  
 


 

 پردازیم.(( میA1معرفی شده با رابطه )تلاطم فرایند -Hحال به اثبات قضیه )
فرض کنید  -برهان قضیه  , , 0,1,..., Na b

n n n    یک دنباله زمانی تعریف شده روی فرایند

 داریم: 9( باشد. طبق لم A1معرفی شده با رابطه )
(A8 )تقریباً همه جا(                                                  ) lim ,T

T
N N H


    

           

             1 1 1.a a a a a a

n n n n n n nc sign                 

                 1 1 1 1.a b b a b b a a

n n n n n n n nsign                    

                   1 1 1 1. .a b a b b b a a

n n n n n n n nsign          
           
 

  

فاصله بین  a

n  و b

n  برابرH :است. دو حالت وجود دارد 

اگر  (9 a

n  یک ماکزیمم موضعی باشد و 1

a

n  یک مینیمم موضعی، آنگاه 

                1 1 1. .1 2 .a b a b a a

n n n n n nsign H H H       
              

  

اگر  (5 a

n  یک مینیمم موضعی و 1

a

n   موضعی باشد، آنگاهیک ماکزیمم 

                  1 1 1. . 1 2 .a b a b a a

n n n n n nsign H H H       
            
 

  

 شودنتیجه می

(A9   )             1 1 12 . .a a b b a a

n n n n n n nc H sign                 

مقدار      1

a a

n nsign      کاملاً توسط فرایند  1, ,b b

n nt t  
   

شود و در تعریف می 

bزمان توقف 

n شود، اما معلوم می   1

a a

n n nc      .مستقل نیست 

ها تقریباً مستقل هستند. دنباله اگرچه آن nc  ماناست زیرا توزیع بردار تصادفی 1, ,...,n n n kc c c  

limکند، صدق می 5میکسینگ-نیست و در شرط آلفا nوابسته به  0n
n




 [3,4] . بنابراین طبق قضیه حد

 مرکزی برای متغیرهای وابسته داریم:
                            

     1

1 1

1 1
lim , lim lim

N N
a a

T n n n
T N N

n n

H c
N N

   
  

 

     
             

(A10                          )
   1 0 (a .s.)asTa a     

 

  

 کنیم.های رنکو و کاگی جدا میاکنون برهان را برای ترسیم
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ای از متغیرهای تصادفی کنیم. دنبالهرا برای ترسیم رنکو ثابت می( 90ی )ابتدا رابطه : 1,2,...kd k  

 گیریم به طوری کهرا در نظر می

(A11                                          )   {
                       
                  

 

 کنیمفرایند زیر را تعریف می

(A12                                       )
1

, 1,2,....
n

n k

k

d n


   

واضح است که فرایند  n یک تقریب درخت دو جمله( ای بازترکیبی از فرایند معرفی شده با رابطهA1 )

 است که فرمول کلی احتمال حرکت به سمت بالا به صورت زیر است:
  

 
1 1 1

tanh .
2 2 2

n

n
t

n

 




  
      

    

 

برای فرایند  n 1، احتمال 1 2 1
tanh

2 2 2
n

   
     

  

 دهیم.( قرار میA11را در رابطه ) 

، فرایند nتحت احتمال  n تعریف شده توسط رابطه( هایA11( و )A12 یک تقریب ) درخت دو

H( با A1ای بازترکیبی از فرایند معرفی شده با رابطه )جمله
 



 
  

 
0و    است. از تعریف زمان-

 شود که( نتیجه می5برای فرایند رنکو در ) iهای توقف 

(A13               )                                                                           
,

Law
i

n
H





   

(A14                                                                            )   1
Law

i i

nd
H

   


  

 کنیمیک متغیر تصادفی تعریف می

 (A15                                                    )
 

  0,
min 1: max 1 ,n n

t n
n  


   

که   

اولین زمان نزول  n  1است. فرض کنیمn   یک ماکزیمم موضعی در زمانn   باشد )برای حالتی

که 
1n 

nیک مینیمم موضعی در زمان    ( از رابطه .)است، اثبات مشابه استA9داریم ) 

(A16                )        1 2 2 2 ,
Law

a a

n n H H H H H             

(A17                                                              )     1 0 .a a H       
 

  

اولین زمان نزول بعد از یک تعداد صعود است، احتمال آن از توزیع هندسی با احتمال  از آنجا که 

1موفقیت  1 2 1
tanh

2 2 2
n

   
     

  

 برابر است با  کند. مقدار مورد انتظار پیروی می 

(A18     )
 

11

1

1 1 2 1 1 1 2 1
tanh tanh ,

2 2 2 2 2 2

n

n

n
 








           
              

         


  

که در آن مقدار فعلی فرایند 
0 1n n     ،0است. مقدار اولیه فرایندتواند هر مقدار صحیحی ، می

از مینیمم تا ماکزیمم فرایند  n را بگیرد. بنابراین 
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1
0

1 2 1 2 1
1 tanh 1 tanh

2 2 2

n

n
k n

n
k

 


 


 

         
            

      
 

  

(A19       ) 
 1

0

1 2 1 2 1
1 tanh 1 tanh

2 2 2

n

n
n k

n
k

  


 

         
           

      
 

      

K  مقادیر صحیحی را در بازه ,  گیرد و می k  احتمال این است که مقدار ابتدایی برابر باk 

 باشد:                                                                         0 .k k    

تابع چگالی 
0  به صورت روبرو است:                         5طبق لم     2 1

0 ,
k

k e
 

   

که در آن     
1

2 1

0

. 0 1 2
m

m

e





 



 
   

 


 

     گیریم                                                                ( در نظر میA19دومین جمعوند را در رابطه )

 
2 1 2 1 2 1 2 1

1 tanh 1 tanh 1 tanh 1 tanh
2 2 2 2

n n

k

k
   



                  
                     

              


  

(A20                                                               )2 1

2 1 2 1

2 2
1.

1 1

n
e

e e



 



 

  
   

    

  

 توان این رابطه را به راحتی با استدلال استقرایی ثابت کرد. و می

1n( برای A20بنابراین ادعای ) k  توانیم طبق اصول استقرای ریاضی نتیجه بگیریم درست است و می

 برقرار است. در نتیجه n( برای هر A20که )

(A21                                                                          ) 
 

1
0

1
2.

2n
n

n








  

                                                          

-H(، A1گیریم که برای ترسیم رنکو روی فرایند معرفی شده با رابطه )( نتیجه میA21( و )A17از روابط )

است،  H5تر از طم کمتلا , 2T H H   . 

 کنیم. فرض کنید( را برای ترسیم کاگی اثبات می90ی )حال رابطه

(A22                                               )
 

    0,
min 0 : max .

t u
u t u H


      

  فرایند وینر تعریف شده با خاصیت بازگشت به میانگین توان به صورت یک تغییر زمان از را می

 (، نمایش داد:A1فرایند معرفی شده با رابطه )

(A23                                               )
     

 
2

2

1 0 0

W
b b b e


   

  

 
    
    

  

 ( داریم:A9طبق )

(A24                                                  )     1 0 2 ,a a H OU       
 

                                      

 که در آن
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(A25   )
   

 

    
2

2

0 1 0 1 0, . .
W

b b b a aOU OU e sign


   

     

 
    
 

 
     
 
 

     

از آنجا که  t ( فرایند معرفی شده با رابطهA1 است، نقطه ابتدایی ) 0

b  توزیع نرمال با میانگین
2

2

0
2 2

0

b

x e e

  



 
   
   و واریانس 

2

22 2
1 0 1x e e


   دارد. بنابراین 

 
    

 
2

1

1

0 1 2 2

10 1

, 1

2

xb b
W

a a R

OU
xe e dx

sign

 
   


 

 

   
       
   

 
  
  
 


  

(A26          ) 
2

2

3

1

1

4 2

W

e


   




 
    
 

 
   
 

 
   

2
2

2
1

1

2 2

1

1

2

W x

R
e xe dx


    





 
      
       

OUتر از فرایند وینر است:             ( در توزیع کوچکA1فرایند معرفی شده با رابطه ) W     

       1 0 2 2 1 1 1 1a a W W
H OU H W H H

H H

 
  

                                   

  

متغیر 
1

W

H


1دارای توزیع نمایی با     است. بنابراین

0
1 1xW

xe dx
H




 
    
 


. 

در نتیجه    1 0 2a a H     
 

(، A1و برای ترسیم کاگی روی فرایند معرفی شده با رابطه ) 

H-تر از تلاطم کمH5  است. به عبارتی , 2T H H  . 
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1
 Bogomolov 

2 α-mixing 

 


