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 چكیده

اما بعدها . گذاری مشتقات مالی داشتدر قیمتای ی هفتاد مدل بلک شولز نقش عمدهدر دهه

فرایندهای لوی یکی از  خانواده. های متنوع دیگری ارائه شدی آن، مدلبه دلیل ضعف عمده

فرایند . گیردهای مالی مورد استفاده قرار میگذاری داراییها است که برای قیمتترین مدلمتداول

-دها است که مبتنی بر توزیع هذلولوی تعمیم یافته میی این فراینهذلولوی تعمیم یافته از جمله

های قیمت سهام در پردازیم و سپس آن را به دادهدر این مقاله ابتدا به معرفی این توزیع می. باشد

 .دهیمایران برازش می
 

 .گذاری مشتقات مالی توزیع هذلولی، ریاضیات مالی، قیمت :های کلیدی واژه
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 مقدمه - 

گذاری اوراق مشتقه از مباحث اساسی مطرح در ریاضیات مالی است و متخصصان زیاادی  قیمت

های فعالیت آنان تعیین یا بارازش مادل بارای قیمات     یکی از حیطه. کننددر این زمینه فعالیت می

شود پس قیمت اختیار از قیمات  از آنجا که اختیار معامله بر روی دارایی تعریف می. اختیارات است

ی آن گاذاری دارایای پایاه   گذاری اختیار، قیمات ی قیمتپس لازمه. شودیی خاص منتج میآن دارا

های دارایی پایه در این مقاله، سهام در نظر گرفته شده است، که یکی از پر کاربردترین دارایی. است

 .ارائاه شاد   ]1[توسط بشایلیه  1099گذاری دارایی در سال ی قیمتاولین مدل در زمینه. پایه است

ترین اشکال ایان مادل، امکاان    مهم. وی قیمت سهام را به عنوان حرکت براونی با رانش معرفی کرد

باه طاور   . های لوی اسات ترین انواع فرایندهحرکت براونی یکی از شناخته شد. بروز قیمت منفی بود

. هاای قادیم اسات   ی کاربرد فرایندهای لوی در ریاضیات مالی از زمانن دهندهضمنی این مدل نشا

tBمدل بشلیه را با در نظر گارفتن فرایناد براونای هندسای یعنای      ]10[ 1090آزبورن در سال 
e   باه

ی آن او این روش را با یک بحث روانشناسانه که پایاه . گذاری سهام بهبود بخشیدعنوان مدل قیمت

دهد شدت تحریاک از مقیاا    اهدات نشان میوی بیان کرد که مش. فچنر بود، توجیه کرد-قانونوبر

لسن فرایناد ئتر ساموبه طور اصولی. کندخطی پیروی نکرده و بیشتر از مقیا  لگاریتمی تبعیت می
tB

e باا   ]11[منادلبروت  . مطارح نماود   ]24[ 1099گاذاری ساهام در ساال   را به عنوان مدل قیمت

tBجایگزینی حرکت براونی
e  با یک فرایند لوی-  پایدار متقارن با<2  اولین مدل پرش محا  را ،

هاای  هایی به رفع نواقص مدلی مدلنیز با ارائه]19[و مادان و سناتا  ]22[در ادامه پر  . ارائه کرد

منتشر شد که  ]19[ای توسط فیشر بلک و میرون شولز مقاله 1011در سال . پرش مح  پرداختند

کاه  . این مقاله به بیان مدل بلک شاولز پرداختاه باود   . چند ماه بعد توسط رابرت مرتون تکمیل شد

در اینجاا  . مدلی پرش مح  نیست  اما تحولی شگرف در دنیای ریاضیات مالی ایجااد کارده اسات   

در . ایجاد شدی شروعی برای رشد نمایی بازارهای مشتقات جهان بازارهای مالی تغییر یافت و نقطه

پذیری ثابت و نرخ بهاره نیاز ثابات معینای     مدل بلک شولز لگاریتم بازده دارای توزیع نرمال، نوسان

پذیری با گذشات زماان باه طاور     های آماری قیمت سهام نشان داد که نوسانتجزیه و تحلیل. است

های باا نوساان   مدل. هایی برای اصلاح این مفروضات مطرح شدبنابراین مدل. کندتصادفی تغییر می

ها نشان بررسی. انداز این قبیل GARCHهای هایی با نرخ بهره تصادفی و مدلپذیری تصادفی، مدل

 : داد که بازار واقعی چند ویژگی داردکه مدل بلک شولز فاقد آنها است

مسایرهای قیمات   )های تصادفی بزرگ را داشته باشد مدل بایستی توانایی نشان دادن پرش -1

 (. سهام به دست آمده از مدل بلک شولز پیوسته است

 . تر باشدتوزیع لگاریتم بازده باید کشیده -2
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 . توزیع لگاریتم بازده باید چوله و غیر متقارن باشد -1

 .تری داشته باشدهای سنگینتوزیع لگاریتم بازده باید دم -4

یافته تا حدودی توانسته در ادامه به تفصیل بیان خواهد شد، مدل هذلولوی تعمیم طور کههمان

 .این نواقص را برطرف سازد

ی او از ارائه این توزیع، انگیزه. توزیع هذلولوی را معرفی کرد ]2[بارندورف نیلسن 1011در سال 

ای باه منظاور   او در پاروهه . شناسی باود ی زمینهای تجربی در زمینهیافتن توزیع مناسب برای داده

نام هذلولوی برگرفته از . های شن، برای اولین بار این توزیع را ارائه کردمدل بندی توزیع اندازه دانه

باشد که لگاریتم چگالی این توزیع، یک تابع هذلولوی اسات کاه ایان نقطاه مقابال      این حقیقت می

علاوه بر کاربرد بالا، این توزیاع  . باشدی میزیرا لگاریتم چگالی توزیع نرمال سهم. توزیع نرمال است

، ریاضایات ماالی   (]2[بارنادورف نیلسان  )های مختلف دیگر از جمله تئوری اغتشاشاات  را در زمینه

گاذاری  یک مدل قیمت]0[ابرلین و کلر  1009در سال . اندو فیزیک آماری به کار برده( ]29 [پراوز)

هاا دارای توزیاع هاذلولوی    این باود کاه لگااریتم باازده    دارایی را معرفی کردند که فرض اصلی آن، 

بارازش دادناد و مشااهده کردناد ایان       NYSEهای سهام آلمانی ها این مدل را به قیمتآن. هستند

پارامترهای تخماین  ]19[ 1001ابرلین، کلر و پراوز در سال . ها داردتری به دادهمدل برازش مناسب

پاس از مادتی در هماان    . بینی قیمت اختیار به کار بردندرا برای پیش NYSEزده شده برای سهام 

هاا جاایگزین توزیاع هاذلولوی     یافته را برای لگاریتم بازدهسال ابرلین و پراوز توزیع هذلولوی تعمیم

های واقعی بازار بارازش  توزیع هذلولوی تعمیم یافته را به داده ]29[، اسکوتنز2991در سال . کردند

یافتاه  یافته، مدل هذلولوی تعمایم از معرفی توزیع و فرایند هذلولوی تعمیم در این مقاله پس. دادند

هاای باازار واقعای    پاس از آن مادل باه داده   . شودگذاری دارایی ارائه میبه عنوان مدلی برای قیمت

هشات ساهام اسات کاه در      هایشده لگاریم بازده قیمتهای در نظر گرفتهداده. برازش داده میشود

شوند که اطلاعات آنها به همراه بازه زمانی هریاک را در جادول   ادار تهران معامله میبور  اوراق به

با استفاده از روش ماکزیمم درستنمایی پارامترهای مدل تخمین زده شده و سپس باا  . ایمیک آورده

هاا را ماورد بررسای    استفاده از آزمون نیکویی برازش کای دو، مناسب باودن مادل فاوق بارای داده    

 .مکنی می

 مبانی نظری تحقیق - 

 یافته توزیع هذلولوی تعمیم - - 

باه عناوان    1011نخستین بار توساط بارنادورف نیلسان در    ( GH)یافته توزیع هذلولوی تعمیم

-چگالی توزیع هذلولوی تعمایم  .ی ذرات شن ناشی از وزش باد به کار رفتالگویی برای توزیع اندازه

 :صورت زیر استیافته به
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 : یافته به صورت زیر استتوزیع هذلولوی تعمیمی پارامترهای دامنه

, R  , 0   2 2  
 

پارامتری اسات کاه باا آن شاکل توزیاع       : باشندپارامترهای این توزیع دارای معانی خاصی می

 پاارامتر چاولگی و    . کناد تعیاین مای  هاا را  سانگینی دم   ،برای عدد ثابت . شودمشخص می

یافتاه  ، آنگااه توزیاع هاذلولوی تعمایم    =0اگار  . نیز پارامتر مکان است µ. پارامتر مقیا  می باشد

 .شودمتقارن نامیده می

 : یافته عبارت است ازتابع مولد گشتاور توزیع هذلولوی تعمیم
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uکه در آن   . 

دست آمده در بالا روشن است که تابع با استفاده از تعریف تابع مشخصه و تابع مولد گشتاور به

 یافته عبارت است از مشخصه توزیع هذلولوی تعمیم

( ) ( )GH GHu M iu . 

باشد، آنگاه میاانگین و واریاانس آن    یافتهمتغیری تصادفی با توزیع هذلولوی تعمیم Xچنین اگر هم

 :به شرح زیر است
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 :های خاصی نیز داردیافته حالتتوزیع هذلولوی تعمیم

i-1، (1-2)اگاار در رابطااه : توزیععع هععذلولوی= بااه توزیااع  جایگااذاری شااود آنگاااه آن رابطااه

 . شود و چهار پارامتر داردتبدیل می( H)هذلولوی
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ii- به ازای( 1-2)ی رابطه :توزیع گاوسی معكوس نرمال  
1

2
،  چگالی توزیع گاوسی 

 :کندرا ارائه می( NIG)معکو  نرمال 
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 یافته فرایند لوی هذلولوی تعمیم - - 

به طور کلی فرایندهای لوی . مح  است -یک فرایند پرشیافته فرایند لوی هذلولوی تعمیم

انتشار و  -شوند که با بازارهای واقعی سازگارتر هستند و دارای دو رده پرشهایی میمنجر به مدل

ی زمانی متناهی انتشار فرایندهایی هستند که در هر بازه -فرایندهای پرش. مح  هستند -پرش

و بعد  ]11[برای نخستین بار توسط مرتون 1019دها در سال این فراین. تعداد متناهی پرش دارند

ی فرایندهای لوی با تعداد نامتناهی پرش در هر بازه. معرفی شدند]19[توسط کو  2992در سال 

فرایند گاوسی معکو  نرمال توسط ابرلین و کلر . مح  نام دارند -زمانی متناهی فرایندهای پرش

به  1001یافته در و فرایندهای هذلولوی تعمیم ]1[ 1001و بارندورف نیلسن در ]0[ 1009در 

 .  مح  هستند -ی  فرایندهای پرشمعرفی شدند، که در رده ]19[وسیله ابرلین، کلر و پراوز 

-ها را نشان میی زیر یکی از این راهقضیه. های متنوعی وجود داردبرای ساختن فرایندهای لوی راه

 .دهد
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tاگر: -3قضیه  0Z=(Z(t))  یک فرایند لوی باشد آنگاه توزیعZ(t)  برای هرt  0 پذیر تقسیم

پذیر نامتناهی باشد آنگاه یک فرایند لوییک توزیع تقسیم Fچنین اگرهم. نامتناهی است

t 0Z=(Z(t)) 
 . است Z(1) ،Fای که توزیع وجود دارد به گونه 

 .راجعه شودم[5]به :   -3برهان 

یک  Z(1)توان به عنوان توزیع پذیر نامتناهی را میی فوق هر توزیع احتمال تقسیمبنابر قضیه

tفرایند لوی 0Z=(Z(t))  دکتر آنتونی پاپانتلن در کنفرانسی در ماه مار  سال . محسوب کرد

سازی فرایند از این روش را آسان بودن تخمین پارامتر و شبیه در آتن از محاسن استفاده 2991

 .بیان کرده است
پذیر نامتنااهی باودن توزیاع هاذلولوی و     تقسیم ]4[ 1011بارندورف نیلسن و هالگرین در سال 

نشان داد کاه توزیاع    ]29[ 1000یافته را به اثبات رساندند و پراوز در توزیع گاوسی معکو  تعمیم

 . پذیر نامتناهی استیافته نیز تقسیممهذلولوی تعمی

فرایند لوی وجود دارد، که نموهای به طاول یاک آن از توزیاع     1-1ی بنابراین با توجه به قضیه

 .شودیافته نامیده میاین فرایند، فرایند لوی هذلولوی تعمیم. کندیافته تبعیت میهذلولوی تعمیم

. اسات ( 1-2)به صاورت   Z1فرایند لوی باشد به طوری که چگالی توزیع متغیر  (Zt)فرض کنید 

کنناد، کاه ایان    یافته تبعیت نمیدر این صورت نموهای با طول دلخواه آن از توزیع هذلولوی تعمیم

ی ی این توزیع و این حقیقت اسات کاه تاابع مشخصاه    ای مستقیم از تابع مشخصهموضوع   نتیجه

)یاز رابطه tتوزیع نمو با طول  )t  آیاد کاه  به دست مای     تاابع مشخصاه توزیاعZ1  در . اسات

یافته دیگر به صاورت یاک تاابع    ام توزیع هذلولوی تعمیم tی ی پیچش مرتبهحقیقت تابع مشخصه

 .]2[باشد مشخصه توزیع هذلولوی تعمیم یافته نمی

 

 داراییگذاری یافته برای قیمتتعمیم مدل هذلولوی - -3

گاذاری دارایای معرفای کردناد، کاه      یک مدل جدید برای قیمت]0[ابرلین وکلر  1009در سال 

ابرلین و کلر نشان دادند کاه اساتفاده از   . ها بودفرض اساسی آن توزیع هذلولوی برای لگاریتم بازده

باشد و از جهتی نشان دادند که هام، مناسب نمیهای سروزانه قیمت توزیع نرمال برای لگاریتم بازده

این مادل  ]11[ابرلین و پراوز  1001در سال . های واقعی داردتوزیع هذلولوی برازش بهتری به داده

 .ها توسیع دادندیافته برای لگاریتم بازدهرا به حالت توزیع هذلولوی تعمیم
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های مختلف برازش داده شده به لگاریتم بازده توزیع QQ-plotمقایسه چگالی و :  - شكل 

 (.1009نوامبر  11تا  1009هوئن  2از ) NYSEشاخص 

 

را باا   QQ-plot، ترسیم شده است که چگالی و ]29[ 1000های فوق توسط پراوز در سال شکل

های نرمال، هذلولوی، گاوسی معکو  نرمال، هذلولوی تعمیم یافتاه و تجربای   در نظر گرفتن توزیع

یافتاه  وی نشان داد که توزیاع هاذلولوی تعمایم   . دهدنشان می NYSE برای لگاریتم بازده شاخص 

 . های تجربی داردی فوق برازش بهتری به دادههای ذکر شدهنسبت به سایر توزیع

در مادل بلاک شاولز قیمات     . پردازیمیافته برای دارایی پایه میحال به معرفی مدل هذلولوی تعمیم

 : شودی یک حرکت براونی نمایی با رانش تعیین میدارایی در هر لحظه به وسیله

St = So

o
tB

e (4-1)  

 

oکه در آن

t tB t w  تاوان باا   را می( 1-4)ی البته رابطه. باشدیک حرکت براونی با رانش می

 . استفاده از فرمول ایتو به صورت زیر نوشت
t

t o u u
o

S S S dB  
یا 1

2
t 1

t t

t

dS
( )dt dw dB

S 2


      

که در آن
t tB ( )t dw


    

2
1

2
oیک فرایند براونی متمایز از  

tB است . 

یافتاه  حالت خاص فرایند لوی هذلولوی تعمیمتوجه کنید هر عنوان فرایند لوی قابلیت جایگزینی با 

توان برای فرایند لاوی هاذلولوی   را خواهد داشت، به این صورت که مطالبی را که در ادامه آمده می

 . تعمیم یافته بی هیچ کم و کاستی تقریر کرد
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 :مدل لوی نمایی  -4تعریف 

o(1-4)ی اگر در رابطه

tB های لوی نمایی ایجاد مای ی مدلبا یک فرایند لوی جایگزین شود، رده-

 :شود

(4-2                                                   )tZ

t oS S e 

ی فاوق  با به کار بردن فرمول ایتو برای رابطه.باشدمی JZیک فرایند لوی با اندازه پرش  Ztکه در آن 

 : تخواهیم داش

t
-

2
ΔZt

t tt
0

dS
=S (dZ + dt+(e -1-ΔZ ))

S 2

 

حال اگر 
0 1S  و

tZ توان به ی فوق را مییافته باشد، رابطهیک فرایند لوی هذلولوی تعمیم

 :صورت زیر نوشت

  (4- 1             ) 

هایواقعی بازار برازش فوق را به دادهدر ادامه مدل . نامندیافته میکه آن را مدل هذلولوی تعمیم

 .دهیم می
 

 شناسی تحقیق روش -4

است  دارایی پایههای آن از جمله  ای است که داده روش پژوهش حاضر توصیفی از نوع مقایسه

های سهام هشت شرکت که در ایم و نمونه مورد بررسی ما قیمتسهام در نظر گرفتهکه برای آن 

 .شوند، هستندعامله میبور  اوراق بهادار تهران م
 

 شامل اطلاعات سهام و تاریخ آنها(  )جدول 

 نمونه

 تاریخ پایان تاریخ شروع نماد نام شرکت

24/11/1111 شصفها پتروشیمی اصفهان  29/90/1109  

99/91/1119 خودرو ایران خودرو  29/90/1109  

29/91/1119 کروی معادن روی ایران  29/90/1109  

91/91/1119 خصدرا شرکت صنعتی دریایی  29/90/1109  

 29/90/1109 99/91/1119 غشهد شهد ایران

 29/90/1109 14/91/1119 خبهمن گروه بهمن

99/91/1119 غبشهر صنعتی بهشهر  29/90/1109 

22/91/1119 خساپا سایپا  29/90/1109 

tZ

t tt t
dS S (dZ e Z )


   1
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فرمول زیر محاسبه ها همان لگاریتم بازده روزانه قیمت سهام جدول فوق است که با استفاده از داده

 .شوندمی

1

ln t
t

t

P
R

P 

 
  

 

 

 نتایج تحقیق -5

 تخمین پارامترها -5- 

های برای تخمین پارامترهای توزیع از روش ماکزیمم درستنمایی با فرض استقلال لگاریتم بازده

زیر را شوندکه تابع ای محاسبه میدر این روش پارامترها به گونه. روزانه استفاده خواهد شد

 .ماکزیمم کنند

1

log( ( , , , , , ))
n

GH i

i

L f x     


 

برای به دست آوردن پارامترها روش عددی سیمپلکس دانهیل را طبق مقاله فاجردو و فاریا  

توانستیم از روش البته برای این کار می.ایمبا استفاده از نرم افزار مطلب به کار برده]12[(2994)

که نتایج در جدول زیر به طور خلاصه .استفاده کنیم آمدهگیری و حل معادلات به دست مشتق

 .آورده شده است

 شامل برآورد پارامترها(  )جدول 

 α β δ µ λ نماد نام شرکت

 8.89E-05 1.42E-07 0.009363 -0.0005 -1.74487 شصفها پتروشیمی اصفهان

 2.34072- 0.00036- 0.010876 0.044533 31.22455 خودرو ایران خودرو

 4.93E-05 1.4E-07 0.017561 0.000107 -1.94031 کروی روی ایرانمعادن 

 4.68E-05 3.57E-07 0.013585 -0.00042 -1.02419 خصدرا شرکت صنعتی دریایی

 6.68E-05 2.3E-07 0.008702 -0.0004 -1.94763 غشهد شهد ایرن

 2.62E-05 3.22E-08 0.011147 -0.00034 -1.62749 خبهمن گروه بهمن

 7.36E-06 -2.1E-08 0.006074 -0.00144 -1.06531 خساپا سلیپا

 8.17E-05 -1.9E-07 0.008685 -0.00043 -2.47942 غبشهر صنعتی بهشهر

 

دهیم های نمونه برازش میپس از برآورد پارامترها اینک توزیع هذلولوی تعمیم یافته را به داده

. کنیمبه طور همزمان در یک شکل مقایسه می هاو با توزیع نرمال مبتنی بر مانگین و واریانس داده

در هر شکل مشاهدات تجربی با رنگ قرمز، توزیع نرمال با رنگ سبز و توزیع هذلولوی تعمیم یافته 

 . اندبا رنگ آبی مشخص شده
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 پتروشیمی اصفهان( 1. )شكل 

 

 
 ایران خودرو( 1. )شكل 

 

 
 معادن روی ایران( 3.1)شكل 
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 صنعتی دریاییشرکت ( 4.1)شكل 

 

 
 سایپا( 5.1)شكل 

 

 
 غشهد( 1.1)شكل 
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 غبشهر( 6.1)شكل 

 

 
 خبهمن( 6.1)شكل 

 

 نیكویی برازش -5- 

 برای آزمون نکویی برازش از آزمون معروف کای دو استفاده کردیم که آماره آن به صورت زیر است
2

1

( )n
i i

n

i i

O E
V

E




 

که در آن 
iO،فراوانی مشاهدات تجربی

iE فراوانی پیش بینی شده یا مورد انتظار وn  هم تعداد

همچناین آزماون کلماوگروف    . کنیاد مشااهده مای   3نتاایج و مقاادیر را در جادول    . طبقات اسات 

 .ایمآورده 4دول اسمیرنوف را نیز برای آزمون بکار بردیم که نتایج آن را در ج
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 آزمون مربع کای دو( 3)جدول 
 درجه آزادی p-value مقدار آماره نمونه

 14 0 702.0039 شصفها

 10 0 654.3672 خودرو

 6 0 95.7656 کروی

 6 0 316.098 خصدرا

 8 0 6.2142 غشهد

 8 0 472.0628 خبهمن

 8 0 1158.981 خساپا

 8 0 1044.691 غبشهر

 

 کلموگروف اسمیرنوفآزمون ( 4)جدول 

 p-value نماد

 6.965714E-21 شصفها

 1.45633720E-36 خودرو

 0.00000021956 کروی

 1.387826432E-11 خصدرا

 12191929E-26 غشهد

 5.31482762E-27 خبهمن

 12119010E-122 خساپا

 1.0537160757E-73 غبشهر

 

 و بحث نتیجه گیری -1

دیدید توزیع هذلولوی تعمیم یافته برازش بهتری نسبت به 129تا  129ی اههمانطور که در شکل

های تجربی داده است اما باز هم بطور کامل همپوشانی صورت نگرفته اسات در  توزیع نرمال به داده

هاای تجربای دارد اماا بعاد از     توان گفت این توزیع نسبت به نرمال برازش بهتری به دادهنتیجه می

Pی مقادیر محاسبه انجام آزمون نکویی برازش و Value رسیم که ایان مادل   به این نتیجه می

. شرکت این مادل مناساب نیسات    1گذاری سهام این سهم مناسب نیست و برای قیمت1برای این 

البته نباید از نتیجه این برداشت را کرد که مدل هذلولوی تعمیم یافته مدل ناتوان و ضاعیفی بارای   

آوریام پاس   که در ادامه می]12[(2994)طبق نتایج مقاله فاجاردو و فاریا  . ها استدهبرازش به دا

ساهم توزیاع هاذلولوی     11سهم در بور  کشور برزیال بارای    19های از برازش این توزیع به داده
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هاا از  تعمیم یافته برازش مناسبی داشته و طبق آزمون کای دو فرض صافر مبتنای بار پیاروی داده    

است و تنها برای دو سهم فرض صفر آزمون رد شده و توزیع  نظر، مورد قبول قرار گرفتهتوزیع مورد 

های دیگر باه توزیاع و   به هر حال امید است که با بررسی بیشتر و آزمون توزیع. مناسب نبوده است

 . های ایران برسیمدر پی آن به مدل مناسب برای داده

 

 ام کشور برزیلهای سهنتایج آزمون نكویی برازش به داده

 نمونه آماره P-value درجه آزادی

15 929111 2129919 Bbas4 

14 929990 1421291 Bbdc4 

21 9 9922192 Brdt4 

15 921999 2122119 Cmig4 

19 9 14129019 Csna4 

11 921419 1129210 Ebtp4 

17 922911 2121119 Elet6 

13 929119 1129291 Ibvsp 

22 929110 1229919 Itau4 

18 921110 1921911 Petr4 

13 921919 1120941 Tcsl4 

14 929141 2229110 Tlpp4 

13 929220 1121900 Tnep4 

12 922219 1929119 Tnlp4 

15 924929 1921119 Vale5 
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