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 شولز کسری با توان هرست روی اختیار معامله اروپایی -بررسی مدل بلک

 با هزینه های معاملاتی  
 

 
 1مرتضی رحمانی 

 2ناهید جعفریان
 

 

 چكیده

در تمام بورس های معروف دنیا ابزارهای مشتقه بطور قابل توجهی داد و ستد می شوند. اختیارات که در 

واقع امتیازی برای دارنده ی خود محسوب می شوند، از جمله مهمترین ابزارهای مشتقه هستند. در این 
بررسی قرار می گیرد. شولز کسری مورد  -پژوهش، قیمت گذاری اختیارخرید معامله اروپایی تحت مدل بلک

شولز کسری متکی به حرکت براونی کسری با پارامتر هرست است. توان هرست یا شاخص خود  -مدل بلک

تشابهی با بعد فراکتالی ارتباط دارد و به عنوان یک شاخص حافظه بلند مدت در روند قیمت های سهام مورد 

رای اختیار معامله اروپایی با هزینه های معامله استفاده قرار می گیرد. هدف ارائه یک فرمول قیمت گذاری ب

می باشد. جواب تقریبی معادله قیمت گذاری کسری با هزینه های معامله به وسیله روش تکرار تغییرات 

بررسی می شود.  هزینه های معامله شامل هزینه ثابت، هزینه متناسب با حجم معامله و هزینه متناسب با 

ظار می رود، قیمت اختیار معامله اروپایی با افزایش توان هرست کاهش یابد. برای ارزش معامله می باشند. انت

تحقق این هدف، با برآورد توان هرست )پارامتر سری های زمانی(، روی داده های واقعی بازار سهام تهران به 

فزار متلب نتیجه موردنظر یعنی کاهش قیمت اختیار خرید دست می یابیم. برای محاسبه داده ها از نرم ا

شولز کسری به  -استفاده می شود. نتایج مقایسه نشان می دهند که ارزشگذاری توسط مدل بلک 3102

( با 0792شولز)–نتایج واقعی قیمت اختیار خرید نزدیک تر است و تئوری قیمت گذاری اختیار معامله بلک 

 .ی اختیار خرید اروپایی را نشان دهدنوسان ثابت و نادیده گرفتن هزینه های معاملاتی نمی تواند  قیمت واقع
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 مقدمه -1

در سال های اخیر، بازارهای مالی به عنوان سیستم های دینامیکی غیر خطی و پیچیده در نظر گرفته 

تحقیقات نشان می دهند که بسیاری از سری های زمانی بازار مالی، دارای فرآیند حرکت براونی می شوند. 

است )وانگ  2هستند.  این ویژگی مهم بیانگر وجود پایداری نوسانات 3با وابستگی و دامنه بلند مدت 0کسری

لازم به ذکر است پیروی می کند ) 4شولز کسری از حرکت براونی کسری با توان هرست -(. مدل بلک3101،

,1[مقدار توان هرست
2

1
(H وجود حافظه بلند .)تعیین کننده نوع فرآیند حرکت براونی کسری است ،

مدت )که آن را وابستگی با دامنه بلند مدت نیز می نامند( در بازده دارایی ها، بیانگر وجود خود همبستگی 

براین می توان از بازده های گذشته به منظور پیش بینی بازده میان مشاهدات با فاصله زمانی زیاد است. بنا

آینده استفاده نمود. حافظه بلند مدت در بازده دارایی ها، جنبه های تئوریک و کاربردی مهمی دارد. نخست 

از آنجایی که حافظه بلند مدت شکل خاصی از دینامیک غیر خطی است، مدل سازی آن با استفاده از روش 

ان پذیر نیست و توسعه استفاده از مدل های قیمت گذاری غیر خطی را ترغیب می کند. ثانیاً های خطی امک

با وجود حافظه بلند مدت، قیمت گذاری اوراق مشتقه با استفاده از روش های سنتی مناسب نخواهد 

یی با بازده (. در نهایت از آن جایی که حافظه بلند مدت موجب وابستگی بازده آینده دارا0709بود)یاجیما ،

های قبلی آن می شود، لذا نشان دهندة وجود پارامتری قابل پیش بینی در دینامیک سری زمانی است. 
شولز کسری این است که تغییرات قیمت دارایی پایه در یک دوره زمانی دارای  -فرض اساسی در مدل بلک

پوشش ریسک اختیار معامله دارد.  است. این مدل تاثیر زیادی در نحوه ی قیمت گذاری و 9توزیع لاگ نرمال

فرمول قیمت گذاری اختیار خرید اروپایی در این مدل تابعی از متغیرهای، نرخ بهره بدون ریسک، زمان تا 

با  ~سررسید، قیمت دارایی، قیمت اعمال، متغیر نوسان پذیری و سه نوع هزینه معاملاتی است. در این مدل

می باشد که باعث کم شدن نوسان سهام می شود. در این  ، تخمینی از9/1وت بیشتر از توان هرست متفا

شولز کسری شده است و با  -تحقیق نشان می دهیم که وجود پارامتر هرست باعث قوی شدن مدل بلک

ی شود. فرمول اختیار افزایش توان هرست قیمت اختیار خرید کاهش می یابد و به قیمت واقعی نزدیک تر م

شولز کسری بر روی داده های واقعی بازار سهام تهران توانسته است با برآورد  -خرید اروپایی تحت مدل بلک

 به نتایج واقعی یعنی کاهش قیمت اختیار خرید دست یابد.  Hپارامتر 

  

 مروري بر پیشینه پژوهش مبانی نظري و  -2

 پیشینه تحقیق -2-1

 را می توان به دو دسته تقسیم و بررسی نمود: تحقیقات انجام شده

 ( 0791تا  0001دسته ی اول تاریخچه انتگرال تصادفی و ریاضیات مالی.) 

 ( 3102تا  0791دسته ی دوم تاریخچه مدل بلک شولز کسری و قیمت گذاری اختیار .) 
تاریخ انتگرال گیری تصادفی و یافتن الگویی برای قیمت گذاری قراردادهای بازار بورس، هر دو به 

حرکت براونی باز می گردد، بنابراین بحث را از حرکت براونی آغاز می کنیم. تلاش های اولیه برای ارائه 
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اطی با دیگری نداشته الگوی ریاضی حرکت براونی از سه منبع مختلف سرچشمه می گیرد که هیچکدام ارتب

( بود که هنگام مطالعه سری های زمانی، الگوی هوشمندانه ای 0001)  9در کپنهاگ 6است: اولی ت. ن. تیله

(مربوط می شود که هنگام مطالعة  0771و 0711) 0برای حرکت براونی ابداع کرد . دومی به کارهای بشیلیه

رفتار پویایی بازار بورس پاریس، الگویی برای حرکت براونی ارائه داد. بالاخره منبع سوم، الگویی بود که 

برای حرکت ذرات ریز معلق در یک مایع ارائه کرد تا فیزیک دانان دیگر را 0719در سال  7آلبرت انیشتین

(. از این سه الگو، الگو تیله و بشیلیه در طولانی مدت 0703ماده، متقاعد سازد )پایز ،درباره ماهیت مولکولی 

بروز چندانی نداشتند، لکن الگوی انیشتین تاثیر خود را بلافاصله نشان داد. از آنجا که بسیاری، بشیلیه را 

بپیوندد )کورتولت بنیان گذار ریاضیات مالی می دانند، اما او نتوانست به جمع نخبگان ریاضی پاریس 

(. انیشتین حرکت براونی را فرآیندی تصادفی معرفی کرد که مسیرهای پیوسته و نموهای مستقل 3111،

دارد. با این حال انیشتین نتوانست نشان دهد که این فرآیند به عنوان یک شی ریاضی واقعاً وجود دارد که 
در ساختن نظریه اندازه طی دهه نخست قرن  البته این مطلب قابل درک است، زیرا ایده های برُل و لبگ

، 0702ارائه کرده بود. در سال  0719بیستم شکل گرفت در حالی که انیشتین فرآیند مزبور را در سال 

درباره نظریه اندازه )که در آن انتگرال بیش از اندازه تعریف می شود( به صحنه  01رویکرد پرسی جان دانیل

به کمک این رویکرد همراه با سری های فوریه، حرکت براونی را  0732ر سال توانست د 00آمد و نوربرت وینر

بسازد و دیدگاه فیزیکی انیشتین را جامعه ریاضی بپوشاند. قدم بعدی را برای انتگرال تصادفی، آندری 

، درست دو سال پیش از آن که در 0720برداشت. در واقع، کلموگورف در سال  03نیکلایویچ کلموگورف

هورش مبانی ریاضی نظریه احتمال را با استفاده از نظریه اندازه پایه گذاری کند، اشاراتی مختصر کتاب مش

(.  012-013و  64صفحات  0720به روش بشیلیه در ساختن حرکت براونی داشته است )کلموگورف ،

ری از ( معرفی گردید. وینر و دیگران، بسیا0741، ابتدا توسط کلموگورف )(fBm)حرکت براونی کسری 

ویژگی های مسیرهای حرکت براونی را ثابت کردند که این کار، تا به امروز نیز ادامه یافته است. وینر یک 

می نامیم ندارد، « انتگرال چند گانة وینر»انتگرال چندگانه نیز ساخت اما این موضوع ارتباطی به آنچه امروزه 

ت وینر که کار چندان ساده ای هم نبود، ( ضمن تلاش برای درک مقالا0790) 02در واقع کیوشی اتیو
 اندیشه های ونیر را منظم کرد و اصلاحات زیادی در آن ها انجام داد.

از حرکت براونی کسری به نام متخصص آب  Hمندلبروت بنیان گذار هندسه فراکتال بود. پارامتر 

ه براساس ورودی و نام گذاری شد که یک بررسی آماری سالان  (1951) 04شناسی هارولد ادوین هرست

( با 3113)هال ،  09روبرت کاسوف 0769خروجی رود نیل انجام داد، )بررسی حافظه سری آن(. در سال 

برازش منحنی به قیمت های واقعی اختیار خرید سهام به یک فرمول تجربی ارزشگذاری دست می یابد. 

( ارائه گردید. 0760) 09و ون نس 06بعضی از خواص فرآیند حرکت براونی کسری توسط مندلبروت

( به این واقعیت پی برد که تنزیل ارزش مورد انتظار توزیع مقادیر احتمالی 3113)هال ،  00ساموئلسون

(، اولین کسی بود که ایده 0790اختیار خرید سهام به هنگام اعمال آن رویه درستی نیست. مندلبروت )

 30، رابرت مرتون31، مایرون شولز07. فیشر بلکوجود حافظه بلند مدت را در بازده دارایی ها مطرح کرد 
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شولز برای قیمت گذاری اختیار، دنیای مالی را تغییر دادند. محاسبات  -( با ارائه دادن مدل بلک0792)

در سال  32و اولد هامند اسپانیر 33کسری یا سیستم های شامل مشتق و انتگرال های کسری توسط کارسلا

( ، با استفاده از آماره0799) 39و فیلیتز 34گرینمورد مطالعه قرار گرفت.  0794
S

R  کلاسیک، بازده روزانه

شاخص بورس نیویورک را مطالعه کردند و شواهدی قوی مبنی بر وجود حافظه بلند مدت در آن یافتند. 

و  36گرانجربا عنوان یکپارچگی کسری در اقتصادسنجی توسط  0701مدل های حافظه بلند مدت در سال 

( فرض نمود که پوشش ریسک در فواصل مجزا و معین رخ می دهد، 0709) 30معرفی شد. لیلاند 39جویکس

( 0700)  37و یک فرمول برای قیمت گذاری اختیار بیان کرد. اولین تعریف از مهندسی مالی را جان فینرتی

تحقیقاتی در زمینه محاسبات کسری و انتگرال های کسری انجام  20و راس 21، میلر0772ارائه داد. در سال 

( ، فرضیه تحدب قیمت 0774و همکاران ) 23دادند. با فرض سیاست پوشش ریسک با زمان مجزا، هوگارد

شولز  -شولز غیر خطی را از طریق تعمیم معادله بلک -اختیار بدست آمده را ارائه نمودند و یک معادله بلک

نه های معامله استنتاج کرده اند. هزینه های معامله متناسب با ارزش معامله، حجم معامله برای تلفیق هزی

و همکارانش  22توسط نیگل 0779شولز کسری در سال  -وهزینه های ثابت هستند. اولین نسخه مدل بلک

موفق به شولز  -به خاطر اهمیت مدل قیمت گذاری بلک 0779ارائه شد. رابرت مرتون و میرن شولز در سال 

،  مطالعاتی 24دریافت جایزه نوبل اقتصادی شدند. در خلال توسعه کاربردی محاسبات کسری کارل لورنزو

( ثابت کردند که در بازار، پورتفویی وجود ندارد که بازده و نتیجه نهایی 0770) 26و سونر 29انجام داد.  بارلز
ملاحظه ای از استراتژی آربیتراژی برای مدل های یک اختیار معامله اروپایی را تکرار می کند. تعداد قابل 

fBm( ارائه شده است. روش تکرار تغییرات، توسط 0770) 27و سالوپک 20( ، شیریاو0779) 29، توسط راجرز

( به عنوان اصلاحیه ای بر روش ضرایب لاگرانژ کلی ارائه گردید. 0777) 41دانشمند چینی جی هوان هی

( 3112) 40در زمینه مهندسی مالی و کارکرد آن به عمل آورد. چریدتیو(، تحقیقاتی 0777جان کمبل  )

ارائه داد. با کشف ساختار فراکتالی برای بازار مالی، مدل بلک شولز  fBmاستراتژی آربیتراژ را برای مدل های 

( به عنوان یک مدل تعمیم یافته مدل  3101لیانگ و وانگ و همکاران  3119کسری )باجروک و هالت 

 49(. گواسونی3112، 44، ون درهوک42، الیوت3113و همکاران  43شولز کلاسیک ارائه شد )بیاجینی -بلک

شولز  -( نشان داد با در نظر گرفتن هزینه های معامله متناسب فرصت های آربیتراژی در مدل بلک3116)

گذاری اختیار با ( نقش مهمی در قیمت  3101کسری کاهش می یابد . مدل تعمیم یافته لیلاند )ایشیمورا 

هزینه های معامله، ایفا می کند. تحت معیار غیر آربیتراژی گواسونی، مدل هزینه معامله لیلاند به مدل 

، وانگ  3101)وانگ ،جوماری ،ایکسیو و همکاران   شولز کسری با هزینه های معامله تعمیم یافت -بلک

شولز کسری با هزینه های  –ی مدل بلک ( یک تخمین فرم بسته ، برا3102) 49و چانگ 46(. کولیو3103

 معامله را اثبات کردند.
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 (1991توان هرست )پیترز  -2-2

توان هرست ابزاری مناسب برای تشخیص یک سری زمانی غیر تصادفی از یک سری تصادفی، بدون در 

ه در نظر گرفتن نوع توزیع آن است. روش مطالعه و آزمون هرست به تدریج به پدیده های دیگری نیز، ک

 ظاهر تصادفی به نظر می رسند، ولی ممکن است از یک الگوی منظمی برخوردار باشند، تعمیم داده شد.

 در آمار، رابطه زیر را تعریف کرد: 40هرست با استفاده از قاعده نصف
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عدد  aانحراف معیار سری زمانی، S(،3114)کیان و رشید   47دامنه تجدید مقیاس شده Rکه در آن

 توان هرست است. فرمول بالا را می توان به صورت زیر نوشت: Hتعداد مشاهدات و nثابت،
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همانندی دو پیشامد پیاپی را نشان می دهد و به کمک محاسبه شیب منحنیتوان هرست 
nLog

)
S

R
(Log  و با

بدست می آید. مقدار بدست آمده نمایانگر میانگین دوره  nاستفاده از روش رگرسیون در حوزة تغییرات 

را برآورد کرد.  Hگردش متناوب الگو است. در عمل، می توان با انجام یک رگرسیون، ضریب توان هرست 

باشد دلالت بر یک فرآیند مستقل دارد. همچنین بعد  9/1طبق نتایج هرست اگر مقدار توان هرست برابر با 

(. بعد فراکتالی 3114مانی میزان ناهمواری و نوسانات آن را نشان می دهد )مندلبروت فراکتالی سری های ز

قرار   3و  0است، بنابراین بعد فراکتالی یک سری زمانی بین  3و برای یک صفحه برابر  0یک خط برابر 

 ( بدست می آید.2-3دارد. رابطه بعد فراکتالی و توان هرست یک سری زمانی از رابطه )

 

(3-2) H2D  

D بعد فراکتال و ،H  توان هرست 
 

با حافظه بلند مدت دارد و در  91قرار گیرد، دلالت بر یک سری زمانی پایدار 0و  9/1اگر توان هرست بین 

 فرایند دارد. 90شد، دلالت بر ناپایداری 9/1نهایت اگر، توان هرست برابر با یک مقدار مثبت ولی کمتر از 

 

 (1999)شویینگ و جانسون   22وري بر قراردادهاي اختیار معاملهمر -2-3

نوعی ابزار مالی هستند که ارزش آنها از ارزش سایر اوراق بهادار مشتق می شود. به  92ابزارهای مشتقه

عنوان مثال اوراق اختیار خود ارزش مشخصی ندارند بلکه ارزش خود را از طریق بهاداری که به واسطه این 
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معامله قابل خرید و فروش خواهند بود، بدست می آورند. علت نامگذاری این ابزارها به عنوان مشتقه اختیار 

نیز همین امر می باشد که ارزش خود را از سایر اوراق بهادار، نرخ سود، نرخ ارز، شاخص های سهام و حتی 

، اختیارات معامله و  99)پیمان آتی( ، قرارداد سلف94کالاهای اساسی دارند. انواع ابزارهای مشتقه، قرارداد آتی

انجام کاری را می دهد، « اختیار»)تاخت( می باشند. یک ورقه اختیار معامله به دارنده آن حق یا  96معاوضه

نه اینکه او را ملزم به انجام کاری کند. این ویژگی وجه تمایز ورقه اختیار معامله از قراردادهای آتی است. 

وجود دارد(. « 99حساب ودیعه»هیچ هزینه ای در برندارد )به جز الزاماتی که درباره انعقاد یک قرارداد آتی 

را بپردازد. خرید اوراق « 90قیمت قرارداد اختیار»ولی یک سرمایه گذار باید هزینه حق اختیار معامله با 

حق را می دهد تا به دارنده ی آن، این  97اختیار معامله مانند نوعی خرید بیمه است. قرارداد اختیار خرید

 دارایی را در تاریخ معینی و با قیمت مشخصی خریداری نماید. 

معروف است. اما اختیار  61تاریخی را که قرارداد معین می کند به تاریخ انقضا، تاریخ اعمال، یا سررسید
را قیمت  kگر معامله اروپایی، به دارندة اختیار، خرید یا فروش دارایی را، فقط در تاریخ سررسید می دهد. ا

حاصل از موقعیت خرید در یک اختیار  60را قیمت دارایی پایه در زمان سررسید بدانیم، بازده TSاعمال و

 خرید اروپایی عبارت است از:

(3-4)  ),kS(max T  

 

kSTاین رابطه نشان می دهد که اگر  باشد، اختیار معامله اعمال خواهد شد و در غیر این صورت اگر
kST  .را نشان  63(، موقعیت خرید در اختیار خرید2-3نمودار ) باشد، اختیار معامله اعمال نخواهد شد

 می دهد.

 

 
 ( بازده خرید اختیار خرید3-2نمودار )

 

 

 

k 
TS 

 بازده
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 شولز كسري با هزینه هاي معاملاتی روي اختیار معامله اروپایی -بررسی مدل بلک -2-1

 شولز -مدل بلک 
شولز در نحوه قیمت گذاری در پوشش ریسک اختیار معامله نقش اساسی و محوری در  -مدل بلک

شولز بررسی این است که نوسانات قیمت سهام در طول زمان  -مالی داشته است. اساس مدل بلکمهندسی 

های آتی چگونه حرکت خواهد کرد. فرض اساسی در این مدل این است که قیمت سهام از گشت تصادفی 

د. پیروی می کند و تغییرات قیمت سهام در یک دوره زمانی کوتاه مدت دارای توزیع لاگ نرمال می باش

است. حرکت براونی فاقد  62شولز، ارزش اختیار تابع حرکت براونی -تحت مدل قیمت گذاری اختیار بلک

شولز با رفتار بازارهای مالی ایده  -حافظه است و گذشته خود را فراموش می کند. به همین دلیل مدل بلک

 شولز یعنی، -آل مطابقت دارد. زیرا در فرض مدل بلک

(3-9) ttt Bddtsds  

 

ثابت هستند. شواهد تجربی بررسی آماری بازدهی سهام حاکی از عدم پیروی این متغیر  و ضرایب

تصادفی از توزیع نرمال است. به عبارت دقیق تر، در بازده سهام پدیده هایی مانند چولکی مثبت و کشیدگی 

ست که استفاده مشاهده شده است. این مساله در حالی بوده ا 64ناهماهنگ با توزیع نرمال و دنباله های پهن

(، با وجود 3112از مدل حرکت براونی هندسی دال بر فرض توزیع نرمال برای متغیر تحت بررسی )شوتنس 
شولز، ارزش اختیار خرید و فروش سهام تنها به بهای سهام،  -معایب حرکت براونی و فرضیات مدل بلک

 نظر گرفته می شوند. زمان و متغیرهایی بستگی خواهد داشت که به عنوان مقادیر ثابت در 

  

 (2113شولز كسري )كولیو و چانگ  -بررسی مدل بلک 

به خاطر نمایش انتگرال تصادفی برحسب حرکت براونی استاندارد می  (fBm)نام حرکت براونی کسری 

یک ابزار مفید برای در نظر  fBmشولز کسری از حرکت براونی کسری پیروی می کند و  -باشد. مدل بلک

),p,)F(,F(ی دوربرد سری زمانی بازده سهام محسوب می شود. فرض کنیدگرفتن وابستگ Ttt    یک

Hفضای احتمال فیلتر شده کامل تعریف می شود. حرکت براونی کسری

tB 1[با توان هرست,(H   پیوسته

 (:3110است. تابع کوواریانس این فرآیند عبارت است از )رکیینی 

(3-6) Rt,s)|st||s||t|(
2

1
)B,B(Cov H2HH2H

s

H

t  

 

H22H      واریانس حرکت براونی کسری

t t])B([E  

 ( داریم:6-3طبق رابطه )

 
(3-9) H22H

s

H

t |st|])BB[(E  
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خود تشابه است.  Hو با پارامتر هرست  69علاوه بر این حرکت براونی کسری یک افزایش ثابت دارد

حرکت براونی کسری دارای نموهای مانا، حافظه بلند مدت است، که با واقعیت بازار سازگار است. وجود این 

 -شولز کسری سبب می شود که قیمت اختیار معامله اروپایی واقعی تر باشد. مدل بلک -فرآیند در مدل بلک

 شولز کسری عبارت است از:

(3-0) ]T,[t,)Btr(expSS H

tt   

 

66در مورد انتگرال مسیر
 شولز کسری داریم: -مدل بلک 

(3-7) H

tttt BdSdtSrdS  

 

به ازای
2

1
H ،H

tB نیست. در این حالت می تواند از اطلاعات گذشته و حال برای  69یک نیمه مارتینگل

شولز کسری، شکل ضعیفی از  -پیش بینی آینده استفاده کند. این مطلب نشان می دهد که در مدل بلک

می باشد.  60شولز کسری دارای ساختار هزینه -(. مدل بلک0774آربیتراژ وجود دارد )دلبائن و شاچرمایر 

و هزینه  91، هزینه متناسب با حجم معامله67به ترتیب برابر با هزینه ثابت 3و 2و 1پارامترهای

 می باشند. ساختار هزینه به صورت زیر است : 90متناسب با ارزش معامله

(3-01) |v|)s()v,s(R 321  

شولز کسری با هزینه های معامله  -قیمت گذاری غیر خطی در مدل بلک از طرف معادله دیفرانسیل جزیی،

 عبارت است از:

(3-00) T,s)|
s

v
|,s(F

t

v
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s

v
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s
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 [ یافت می شود.43(، در مقاله ]00-3جزئیات ساخت معادله دیفرانسیل جزیی )

 

 22روش تكرار تغییرات (VIM)  (1999)هی 
به عنوان اصلاحیه ای بر روش  92چینی جان هوان هیروش تکرار تغییرات اولین بار توسط ریاضیدان 

ضرایب عمومی لاگرانژ برای مسایل غیر خطی ارائه گردید. در این روش یک تابع شامل ضرایب عمومی 

لاگرانژ ساخته می شود که ضرایب لاگرانژ در تابع تصحیح را تعیین می نماید. این روش ابزاری قوی برای 

فرانسیل معمولی، معالات دیفرانسیل با مشتقات جزیی، معادلات انتگرال حل دسته وسیعی از معادلات دی

می باشد و از دقت و سرعت بالایی برخوردار است. برای نشان دادن ایده اصلی روش تکرار تغییرات، معادله 

 دیفرانسیل زیر را در نظر می گیریم :

(3-03) )x(g)x(uN)x(Lu  
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باعث ناهمگن شدن معادله شده است. با  x(g(عملگر غیر خطی است و  Nعملگر خطی و  Lکه در آن 

(، برای 0790و همکاران )  94باشد. با توجه به مقاله اینکوتی Luجواب سیستم x(u(فرض اینکه

1xتصحیح جواب مثلاً در  :به صورت زیر عمل می کنیم 

 

(3-02) dx}guNuL{)1(u)1(u x
cor     

 

ضریب لاگرانژ و قسمت دوم رابطه فوق، مقدار تصحیح نامیده می شود. اگر رابطه بالا را به صورت  که

 روش تکراری بنویسیم خواهیم داشت:

 

(3-04) dx)guNuL()x(u)x(u x
n1n     

 

می باشد و 99تغییرات محدود nuحدس اولیه است و x(u(که nu حال برای هرx  دلخواه رابطه را

 می توان به صورت زیر بازنویسی کرد:

(3-09)   d)}(g)(uN)(uL{)x(u)x(u x
nn1n  

 

un)(ت یک شرایط ثابت معین، معین شود.است و می تواند تح 96( همان تابع همبستگی09-3معادله )  

. حال با اعمال تغییر )(unبه عنوان تغییرات محدود در نظر گرفته می شود که این بدین معناست که

 فوق خواهیم داشت:

 

(3-06)   x
n ]d)(g)(u~N)(uL[)x(u)x(u   

 

چون تغییرات محدودکننده صفر )(u~n ( به شکل زیر کاهش می 06-3است، پس معادله انتگرالی )
 یابد و خواهیم داشت:

(3-09)   x
nn1n d)(uL)x(u)x(u  

 

 xx
1n ]d)(uL)x(u)x(u 

    

 

سپس تحت یک شرایط ثابت برای معادله فوق، مقدار بهینه ضرایب لاگرانژ به راحتی قابل تشخیص است. با 

پیدا می شود، که  x(un((، راه حل تقریبی برای یافتن09-3در ) ضرایب لاگرانژ بدست آمده و جایگزینی

 خواهیم داشت:

(3-00) )x(u)x(u n             یا)x(ulim)x(u n
n 

  
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 قیمت گذاري یک اختیار معامله اروپایی با هزینه هاي معامله 

، فرمول زیر را بدست می آوریم. جزئیات اثبات فرمول (VIM)در این بخش با استفاده از روش تکرار تغییرات 

 ( یافت می شود.3102( در مقاله کولیو و چانگ )3-07)

(3-07) ),s(f)s()e1(
r

)d(Nek)d(SN),x(V 32

r1
2

rt

11 
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  

 

 * فرمول های پارامتر هزینه ها
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 شولز کسری -* نوسان مدل بلک

 1H22 )t(~  
 2dو 1d* فرمول پارامترهای
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 * تابع توزیع نرمال تجمعی
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s(f,(* همچنین   :تابعی برحسب تابع خطا که به صورت زیر تعریف می شود 
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 که در آن: 

1i  1اگر)
K

S
(log  

1i  1اگر)
K

S
(log  

i اگر)
K

S
(log 

 

و 1بگیریم، یعنیزمانی که تنها هزینه های ثابت را در نظر  شولز کسری به  -مدل بلک 23

 صورت زیر بدست می آید.

نتیجه: هرگاه  شولز کسری به صورت زیر بدست می آید: -باشد، مدل بلک 1و 32
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شولز کسری  -قیمت گذاری یک اختیار خرید اروپایی با هزینه های معاملاتی در مدل بلک( فرمول 3-07)

 است. با یک مثال مدل را شبیه سازی می کنیم.

ماه تحت حرکت براونی  03در مدت  011با قیمت توافقی )اعمال(  99خرید اختیار خرید (:1-2مثال )

5.0Hکسری با توان هرست ،6.0H  7.0وH   1، 99منقضی می شود. بطوریکه قیمت سهام 

در نظر  10/1هزینه متناسب با ارزش معامله  3هزینه متناسب با حجم معامله صفر و 13/1،2هزینه ثابت 

5.0tدرصد، گام زمانی 41درصد و یک نوسان ثابت  01ه بدون ریسک ثابت می گیریم. نرخ بهر  شکل .

 ، قیمت گذاری اختیار خرید اروپایی در حال کاهش است. H( نشان می دهد که با افزایش توان هرست 3-4)

 
 ( قیمت اختیار خرید با توان هاي مختلف هرست1-2شكل )
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 روش شناسی پژوهش -3

تحقیق حاضر، از نقطه نظر هدف، کاربردی است. هدف تحقیق کاربردی توسعه دانش کاربردی در نوع 

-74یک زمینه خاص است. جامعه آماری این تحقیق، سهام های، بورس اوراق بهادار تهران طی سال های 

، کتب  می باشد. برای جمع آوری اطلاعات مربوط به ادبیات تحقیق از روش کتابخانه ای ، مقالات 0272

انگلیسی و پایان نامه های لاتین مرتبط با این موضوع استفاده گردید. در این تحقیق از آزمون هرست

]1,
2

1
(H  استفاده شده است. داده های مورد نیاز از سایت سازمان بورس تهران توسط نرم افزار اکسل

 بارگذاری شد.  3102دریافت و به فرمت نرم افزار متلب 

 

شولز كسري  -پیاده سازي فرمول قیمت گذاري تقریبی اختیار خرید اروپایی تحت مدل بلک -1

 با داده هاي واقعی

( یعنی قیمت اختیار خرید اروپایی با هزینه های معاملاتی را بر روی داده های واقعی 07-3فرمول )

وان هرست، قیمت اختیار خرید سهام داخلی انجام دادیم و نتایج بدست آمده نشان می دهند که با افزایش ت

توسط نرم افزار اکسل  90اروپایی کاهش می یابد. داده های واقعی را از سایت بورس اوراق بهادار تهران

 بارگذاری شد.  3102( دریافت و در محیط نرم افزار متلب 3102)
048.0rدر این مدل نرخ بهره، یک عدد ثابت حقیقی است، نرخ بهره   ثابت فرض شده است. با

استفاده از تغییرات قیمت دارایی پایه می توان میزان نوسان پذیری را تخمین زد. در این مرحله با استفاده از 

داده های سری زمانی روزانه برای روزهایی که سهام مورد معامله قرار گرفته است و قیمت دارایی پایه در 

( اقدام به برآورد نوسان پذیری قیمت سهام 4-4( تا )0-4ه و با استفاده از فرمول های )امین دورiپایان 

1nمی کنیم هرگاه  :تعداد مشاهدات باشد، داریم 

 (4-0) )
S

S
(Lnu

1i

i
i



 

iuبازده روزانه و ،iS پایان، قیمت دارایی پایه درiامین دوره زمانی)n,....,1i(  می توانیم مقدار تقریبی ،

 انحراف معیار بازده روزانه را به صورت ذیل برآورد می کنیم:
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 ، میانگین بازده روزانه است. به این ترتیب: uکه در آن
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 با استفاده از رابطه:
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است. در نتیجه می توان  برآوردی از sاست؛ بنابراین متغیر انحراف معیار بازده روزانه برابر

 به صورت زیر است: تخمینی از ̂گفت که

(4-9) 



s

ˆ 

 معکوس تعداد روزهای مبادلاتی و ،s.انحراف معیار بازده روزانه است ، 

 

شود، لازم است از داده های اگر نوسان پذیری برای قیمت گذاری یک اختیار معامله دو ساله استفاده 
تاریخی دو سال اخیر استفاده کنیم. موضوع قابل بحث دیگری که وجود دارد این است که دوره زمانی را 

براساس تعداد روزهای تقویم یا روزهای کاری، که در آن روزهای معامله صورت می گیرد، اندازه گیری 

 (.3117حیح برآورد کنیم )هال  نماییم تا بتوانیم پارامتر نوسان پذیری را بطور ص

 

نحوه محاسبه داده هاي واقعی در فرمول قیمت گذاري اختیار خرید اروپایی تحت مدل  -1-1

 شولز كسري با توان هرست -بلک
 *s( انجام می شود، دوره ی 4-4( تا )0-4، انحراف معیار قیمت سهام با استفاده از فرمول های بخش )

 زمانی یک ساله است. 

*s  .قیمت سهام: فقط آخرین قیمت روزانه سهام را در نظر می گیریم 

*k  قیمت اعمال: میانگین کمترین قیمت و بیشترین قیمت روزانه را محاسبه کرده و بعد یک میانگین

 کلی می گیریم.

SS(A(/2 میانگین روزانه MaxMin  

 قیمت اعمال )قیمت توافقی( 



n

1i
n/AK 

r  فرض می شود. 140/1نرخ بهره: بطور ثابت 

: لگاریتم دامنه تغییرات قیمت سهام تقسیم بر انحراف معیار قیمت های ماهیانه )H(* محاسبه توان هرست

با مقادیر متفاوت  Hتقریبا بهم نزدیک بودند. بنابراین چند  Hادیر ماه، مق 03سهام، حساب شده است. هر 

 انتخاب شدند.

در نظر گرفته می شود. این  19/1، هزینه ثابت طبق عرف بازار سهام 1* محاسبه هزینه های معاملاتی: 

مقدار در فرمول
x

1
1




  (، جایگزین شده و محاسبه می گردد. 3102)کولیو و چانگ 

*2 :یک هزینه متناسب با حجم معامله به صورت زیر است ، 
 

 2میانگین ]13/1× حجم معامله شده در روز  [تعداد داده های واقعی
 

 جایگزین شده و محاسبه می گردد. 2در 2مقدار
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*3:یک هزینه متناسب با ارزش معامله بدین شکل محاسبه شده ، 
 

 3میانگین ]13/1× ارزش معامله شده در روز  [تعداد داده های واقعی 
 

 جایگزین شده و محاسبه می گردد.  3در 3مقدار

این مدل روی سه سهام البرز، ایران ترانسفو و پارس سوئیچ پیاده سازی و در جدول ذیل  مشخص شده 

 است:
 

 اسامی سهام هاي بورس تهران -1-1جدول 

 1/12/1391تا  1/12/1393واقعی از تاریخ داده هاي 

 سهام البرز -0

 ایران ترانسفو -3

 پارس سوئیچ -2

 

5.0Hبا مقادیر  H* در سهام البرز پارامتر   ،1 ،7361.0H  ،83698.0H  ،91893.0H ،

93718.0H  .به ترتیب با افزایش توان هرست، قیمت اختیار رو به کاهش است ، 
 

 
 قیمت اختیار خرید با توان هرست متفاوت براي سهام البرز -1-1نمودار 
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5.0Hبا مقادیر H* در سهام ایران ترانسفو پارامتر   ،89118.0H  ،9343.0H  ،9648.0H   به

ترتیب با افزایش توان هرست، قیمت اختیار خرید بطور محسوسی پایین آمده است و تقریباً همگرایی 

 مشاهده می شود.

 
 قیمت اختیار خرید با توان هرست متفاوت براي سهام ایران ترانسفو -2-1نمودار 

 

5.0Hبا مقادیر Hر * در سهام پارس سوئیچ پارامت ،742.0H  ،9404.0H  ،9929.0H   به

ترتیب با افزایش توان هرست، قیمت اختیار خرید نزدیک به قیمت اعمال کاهش یافته است ولی بعد از 

 قیمت اعمال کاملاً نمودار روی همدیگر منطبق شده اند و همگرایی به وضوح آشکار است.

 
 قیمت اختیار خرید با توان هرست متفاوت براي سهام پارس سوئیچ -3-1نمودار 
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 عددينتایج  -1-2

( به محاسبات عددی در داده های واقعی نزدیک است. با استفاده از روش 07-3جواب تقریبی معادله )

شولز کسری  -فرمول مناسبی برای ارزشگذاری اختیار معامله اروپایی تحت مدل بلک (VIM)تکرار تغییرات 

,1هرست در بازه با توان هرست بدست آمده است که بیانگر کارآمدی روش است. در این مدل توان
2

1
(

 

و 1این است که اگر فقط هزینه ثابت، VIMبررسی می شود. یک مزیت دیگر  باشد،  32

باز هم جواب دقیق نزدیک به نتایج واقعی به دست می آید. این تحقیق نشان می دهد، شاخص قیمت و 

 دارای حافظه بلند مدت است.  74تا اسفند  72بازده نقدی بورس اوراق بهادار در تهران از اسفند 

 

 نتیجه گیري و بحث -2

 نتایج تحقیق -2-1
دل بلک شولز کسری سبب می شود ،تا باا افازایش تاوان    فرمول قیمت گذاری اختیار خرید تحت م (0

هرست قیمت اختیار خرید اروپایی کاهش یابد و دارنده برگ اختیار خرید در صورت اعمال نکاردن  

 قرارداد ، ضرر کمتری کند. 

 قیمت اختیار خرید اروپایی، بدین معنی است که اگر صااحبان ساهام بخواهناد خاود را در     کاهش (3

  . قیمتی، کمتر پوشش دهند ، نیاز به هزینه کمتری دارندمقابل ریسک 

 

 شولز كسري(  -تحلیل كاهش اختیار خرید )مدل بلک
اما مدل مورد پژوهش، بیان می کند، که با افزایش توان هرست، قیمت اختیار خرید معامله اروپایی 

اختیار می پردازیم کمتر کاهش می یابد. هرچه قیمت اختیار واقعی تر باشد، مبلغی که بابت حق خرید 

خواهد بود. اگر قیمت توافق شده در برگه اوراق اختیار خرید، کاهش یابد، خریدار برگ اختیار خرید، قرارداد 

را اعمال نمی کند و تنها ضررش، هزینه ای است که بابت خریدن اوراق اختیار خرید پرداخته است. فرمول 

شولز کسری باعث می شود که با افزایش توان هرست،  -بلکقیمت گذاری اختیار خرید اروپایی تحت مدل 

قیمت اوراق اختیار خرید پایین بیاید تا در شرایطی که دارنده تمایل به اجرای قرارداد اختیار خرید را 

نداشت، ضرر کمتری متحمل شود. در حقیقت حداقل قیمت اختیار، یک حالت تعدیل شده برای نوسان 

 گردد. فرمول )(استفاده از نوسان اصلاح شده می باشد تا جایگزین سیگماشولز کسری با  -فرمول بلک

( بیان شد ]فرمول4-3شولز کسری در بخش ) -اصلاح شده در قیمت گذاری اختیار اروپایی تحت مدل بلک
1H22 )t(~ این نوسان اصلاح شده .])~( نشان می دهد که مقیاس بندی کسری)t(  تاثیر زیادی

بر روی کاهش قیمت گذاری اختیار معامله دارد. قیمت حداقل یک اختیار معامله تحت هزینه های معاملاتی 

از طرفی کاهش قیمت  بدست آمده است که می تواند به عنوان قیمت واقعی یک اختیار معامله استفاده شود.

اختیار خرید اروپایی، بدین معنی است که اگر صاحبان سهام بخواهند خود را در مقابل ریسک قیمتی، کمتر 

 پوشش دهند، نیاز به هزینه کمتری دارند.
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 شولز كسري  -شولز و مدل بلک -مقایسه مدل بلک

عمل کرده است زیرا فاقد هزینه شولز بسیار غیر واقعی  -در این تحقیق نتیجه می گیریم که مدل بلک

ی معاملاتی، نرخ بهره ثابت و نوسان ثابت در تمام طول دوره است و با این نقاط ضعف نمی تواند قیمت 

واقعی قیمت گذاری اختیار خرید اروپایی را مشخص کند. اما با جایگزین شدن حرکت براونی کسری به جای 

شولز کسری قیمت گذاری اختیار خرید  -ن به مدل بلکحرکت براونی در مدل بلک شولز و تبدیل شدن آ

با هزینه های معاملاتی به قیمت واقعی تر، نزدیک می شود. افزایش توان هرست نقش بسیار مهمی در پایین 
آمدن قیمت اختیار خرید دارد. کاهش قیمت اختیار خرید سبب می شود وقتی قیمت سهام پایین آمد، 

شولز کسری فرمول قیمت گذاری  -ی بدهد. وجود توان هرست در مدل بلکخریدار اختیار خرید ضرر کمتر

اختیار خرید اروپایی را به قیمت های واقعی نزدیکتر کرده است. مهمتر اینکه این مدل را توانستیم روی داده 

 های واقعی بازار بورس تهران انجام دهیم و به نتیجه واقعی برسیم و قیمت اختیار با افزایش توان هرست

شولز کسری در مورد اختیار خرید اروپایی  -کاهش یافت و فرمول قیمت گذاری اختیار تحت مدل بلک

)رابطه مشخص( عمل می کند زیرا اختیارات اروپایی فقط در تاریخ سررسید قابل اجرا  97بصورت فرم بسته

 هستند.

شولز بدون هزینه معاملاتی را ، نشان می دهد  –( قیمت اختیار خرید اروپایی تحت مدل بلک 0-9نمودار )

 که قیمت اختیار خرید به حداکثر رسیده است.

شولز کسری نشان می دهد ، که با  –( قیمت اختیار خرید اروپایی را تحت مدل بلک 3-9نمودار )

 پارامترهای هزینه و با افزایش توان هرست قیمت اختیار خرید رو به کاهش است . 

 

 
 شولز بدون هزینه -قیمت اختیار خرید اروپایی با مدل بلک  -1-2نمودار 
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 قیمت اختیار خرید با توان هرست متفاوت براي سهام البرز -2-2نمودار 
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