
26 

 

  

J. Analysis of Structure and Earthquake   

       Volum 20, Issue 3, autumn 2023  

                                      Issn: 2821-0999                  1402، پاییز 3، شمار20دوره  

Investigating the Efficiency of Modified Element-free Galerkin Method in 

Solving Static Problems and Optimization 
Ali Zareh 

Department of Civil Engineering, Tabriz Branch, Islamic Azad University, Tabriz, Iran 

Ramin Vafaei Poursorkhabi * 

Department of Civil Engineering, Tabriz Branch, Islamic Azad University, Tabriz, Iran 

Robotics & Soft Technologies Research Center, Tabriz Branch, Islamic Azad University, Tabriz, Iran 

Alireza Alizadeh Majdi 

Department of Civil Engineering, Tabriz Branch, Islamic Azad University, Tabriz, Iran 

Robotics & Soft Technologies Research Center, Tabriz Branch, Islamic Azad University, Tabriz, Iran 

Fariba Behrouz Sarand 

Department of Civil Engineering, Tabriz Branch, Islamic Azad University, Tabriz, Iran 

raminvafaei@yahoo.com 

 DOI  10.30495/CIVIL.2023.706890 

 

Keywords: 
Galerkin 

method,  

moving least 

squares, 

numerical 

modeling 

 Abstract 
The finite element method has been used comprehensively in traditional and academic works. 

The common finite element method is a powerful method in solving boundary value 

problems that transforms strong differential form equations into weak form 

equations using domain discretization. Even though the finite element method has 

sufficient accuracy in displacements, but calculating the stress field by FEM has low accuracy. 

This paper uses the modified element-free Galerkin method to solve some numerical 

elastostatics problems. At first, a one-dimensional elastic bar is considered, which is 

subjected to a volumetric force with linear changes along the length of the bar. A 

comparison between the original element-free Galerkin method, the modified 

element-free Galerkin method and the exact solution has been made to check the 

accuracy, efficiency and the required time cost. The presented study indicates that 

these mentioned methods have the same accuracy, but the modified EFG method can 

be very time-consuming compared to others, mainly when a large number of degrees 

of freedom is used with a large size of the support domain. The numerical solution 

of the modified and original element-free Galerkin methods is compared with 

Timoshenko’s analytical responses for the bending of an elastic beam. This 

comparison exhibits that modified and original methods have excellent agreements 

with the analytical ones in calculating displacement values. Despite the same 

accuracy in estimating the displacements, the calculation of the stress field indicates 

that the modified method is less accurate than the original method. It is shown that 

by increasing the number of degrees of freedom, the accuracy of the modified 

method for estimating the stress field improves. Increased degrees of freedom are 

used for introducing the domain of the beam. In this study accuracy of the stress 

solution in the modified EFG method is improved. However, the modified EFG 

method is yet more time-consuming than others. According to the results, the modified 

element-free Galerkin method can be nominated as a powerful mesh-free method based on 

moving least squares that has shape functions with interpolation properties. Having 

interpolator shape functions in this method makes it possible to combine it with other 

numerical methods and apply boundary conditions with less computational cost. The results 

exhibit that the displacement calculation error in the presented method was at most 

5% compared to the analytical solution method. Also, the maximum error rate in the 

presented method for stress estimation was equal to 15%.  
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 چکیده

در  یمحدود دقت کاف یمورد استفاده قرار گرفته است. اگرچه روش اجزا نیشیپ قاتیدر تحق یابه طور گسترده( FEM)محدود  یروش اجزا

مقاله روش بدون  نیبرخوردار است. در ا ینییروش از دقت پا نیتنش توسط ا دانیدارد، اما محاسبه م هاییو جابجا رشکلییتغ ریمقاد نیتخم

 حیتوض یشده و مورد استفاده قرار گرفته است. برا شنهادیپ یبه صورت عدد کیحل مسائل الاستوستات یاصلاح شده برا (EFG)ن یالمان گالرک

 لهیدر طول م یخط راتییبا تغ یحجم یرویدر نظر گرفته شده است که تحت ن یبعد کی کیالاست یلهیم کیابتدا  ،یشنهادیتر روابط پساده

و  ییادقت، کار یبررس یبرا قیبدون المان اصلاح شده و راه حل دق نیبدون المان، روش گالرک نیگالرک یروش اصل انیم یاسهی. مقاباشدیم

هستند، اما روش اصلاح  یکسانیدقت  یذکر شده دارا یهاکه روش دهدیارائه شده نشان م یانجام شده است. مطالعه ازیمورد ن یزمان نهیهز

 نیروش گالرک یهادارد. پاسخ یدرجه آزاد یادیحل مسائل با تعداد ز یبرا یشتریب یزمان نهیبه هز ازین گرید یهابا روش سهیدر مقا EFGشده 

ینشان م سهیمقا نیشده است. ا سهیمقا کیالاست ریت کیخمش  یبرا موشنکویت یلیتحل یاصلاح شده و بدون المان اصلاح نشده با پاسخ ها

دقت در  یکسانیدارند. با وجود  هاییجابجا ریدر محاسبه مقاد یلیتحل یهابا روش یخوب اریبس ابقتط یاصلاح شده و اصل یهاکه روش دهد

دارد. نشان داده شده است که با  ینسبت به روش اصل یکه روش اصلاح شده دقت کمتر دهدیتنش نشان م دانیمحاسبه م ها،ییجابجا نیتخم

نسبت به  EFGشده حال، روش اصلاح نی. با ادابییتنش بهبود م دانیم نیتخم یرادقت روش اصلاح شده ب ،یتعداد درجات آزاد شیافزا

روش قدرتمند بدون  کیبه عنوان  توانیبدون المان اصلاح شده را م نیفوق، روش گالرک جیبرتر است. بر اساس تمام نتازمان گرید یهاروش

 نیدر ا ابیاز توابع شکل درون یکرد. برخوردار یاست معرف یابیدرون  صتوابع شکل با خوا یبر حداقل مربعات متحرک که دارا یشبکه مبتن

نتایج بدست آمده  .سازدیکمتر مقدور م یمحاسبات نهیرا با هز یمرز طیمقدور ساخته و اعمال شرا یعدد یهاروش ریآن را با سا بیروش ترک

نسبت به روش حل تحلیلی بوده است. همچنین میزان  %5دهد که خطای محاسبات جابجایی در روش ارائه شده حداکثر به میزان نشان می

 بوده است. %15ها برابر با حداکثر خطا در روش ارائه شده برای تخمین تنش

 مدلسازی عددی.مربعات متحرک،  نیکمتر ن،یروش گالرککلید واژگان: 
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 مقدمه-1

 یاستفاده از ابزارها مندازین شرفتهیپ یمهندس یهاستمیس یطراح
 یهاکیها، تکنابزار نی. در اباشدیم یطراح یاانهیرا رسانیاری

 یدهیدپ کیدر مورد  قیو تحق یسازمدل یبرا به صورت کلی یسازهیشب
 لیفرانسیحل معادلات د ازمندین یسازهیشب نی. اشودیاستفاده م یکیزیف
ر است. د هادهیحاکم بر آن پد یدهیچیپ یجزئ لیفرانسید تمعادلا ای

 یهامسئله به صورت مش ییفضا ی، دامنهشبکهوابسته به  یهاروش
 انیم یارابطه فیتعر یحاو دی. مش باشوندیم فیشده تعر یسازپاره
معادلات  ،یمش مناسب و اعمال اصول مقتض فیها باشد. با تعرگره

زد.  بیتقر یاز معادلات جبر یاتوان با مجموعهیرا م دهیچیپ لیفرانسید
 ستمیها، ستمام مش یبرا یمجموعه معادلات جبر یبندبا سرهم

 یاه. از جمله روشدیآیمسئله بدست م یکل دامنه یبرا یمعادلات جبر
،  یبه روش المان محدود ، المان مرز توانیم (1شبکه )مشوابسته به 

 یهااشاره کرد. روش  گسستهشده  و المان  اسیمق یالمان محدود مرز
 کنندیمسئله استفاده م یکل دامنه یبرا یاز مش  از معادلات جبر ازینیب

ها روش نی. ا[1]شده استفاده کنند فیتعر شیاز پ یهابدون آنکه از مش
 یمسئله و مرز آن برا یپخش شده در دامنه یهااز گره یااز مجموعه

 انیم ی. تفاوت اساسکنندیم استفادهدامنه و مرز  یو نه پاره ساز فیتعر
مانند روش المان محدود در  ییهاو روش شبکهاز  ازینیب یهاروش
. در روش المان محدود، توابع شکل با باشدیتوابع شکل   م جادیا ینحوه

ل مشابه توابع شک یهاتمام المان یو برا شوندیم جادیها ااستفاده از المان
از مش توابع شکل هر نقطه  ازینیب یهامشابه خواهند بود. در روش

 نیتوابع شکل در ح نیدر ضمن، ساخت ا. باشدینقاط م گریمتفاوت از د
ز از مش ا ازینیب یهاو نه قبل از آن. در اکثر روش شودیم جادیا لیتحل
 یاچند نقطه یابیدرون ی( به جاMLS)  2مربعات متحرک نیکمتر بیتقر

داشته  یترشیروش دقت ب نی. توابع شکل ساخته شده در اشوندیاستفاده م
موثرتر از توابع شکل  اریانحناءدار بس یهاطیمح یسازمدل یبرا یو حت

مهم  تیخاص MLSتوابع شکل  ایمزا نیرغم ایعل .[2]هستند یمعمول
و  یاساس یمرز طیاعمال شرا یبرا نیرا ندارند، بنابرا  کریکرون یدلتا
گفت  توانیم ی. به طورکلباشدیم یشتریب یبه کار محاسبات ازین یعیطب

 ترنهیمانند المان محدود پر هز یاز مش نسبت به روش ازینیب یهاروش
از  ازینیب یهاروش یاضاف ینهیتوجه کرد که هز دیالبته با .[1]باشدیم

روش توسط کاربر  نیبوده و زمان صرف شده در ا انهیمش مربوط به را
است( کمتر  انهیتوسط را یاز زمان مصرف تر)که امروزه مهم دهیآموزش د

از مش،  ازینیب یهامثبت روش اریبس یهایژگیاز و یکی. باشدیم
به  یهاها، گرهروش نی. در اباشدیم یتنش محاسبات دانیم یوستگیپ

 یط دامنهتوس یریگانتگرال ینقطه کیساخت تابع شکل  یرفته براکار

                                                           
1 Mesh  
2 Moving least squares 
3 Point interpolation method 

 یتیحما یهادامنه مختلف،نقاط  یشود. برا یمشخص م  یتیحما
 یهااز دامنه یانمونه ،1داشته باشند. شکل  یدگیدرهم تن توانندیم

  .[1]دهدیشکل را نشان م یلیمستط یتیحما

  
 از مش ازینیدر روش ب یتیحما یهادامنه -1 شکل

 
 یکه تاکنون ارائه شده اند م یاز مش ازینیب یهاانواع مختلف روش از

 یهاروش یاشاره کرد. تفاوت عمده ،1توان به موارد ذکر شده در جدول 
 ینحوه جهیتوابع شکل و در نت جادیا یارائه شده در جدول فوق، در نحوه

 یابی. تنها در روش درونباشدیم یعیو طب یاساس یمرز طیاعمال شرا
خواهند  کریکرون یدلتا تیشده خاص جادیتوابع شکل ا (PIM) 3نقاط

 ادجیدر ا یاضیمشکلات ر یدارا زینقاط ن یابیالبته روش درون .[2]داشت
 نیاز المان گالرک ازینیبتوان گفت روش ب دیشا .[3]باشدیتوابع شکل م

 نیاست پر کاربردتر دهیارائه گرد، [2] 4و همکاران  تسکویبلکه توسط 
با  سهیروش در مقا نی. اباشدیاز مش م ازینیب یهاروش انیروش در م

تر نرم نشپاسخ ت تر،عیسر ییهمگرا شتر،یدقت ب یروش المان محدود دارا
استفاده  با ،5نیاز المان گالرک ازینیتوابع شکل در روش ب .[4]باشد تواندیم

 ترشیو همانطور که پ شوندیم جادیمربعات اخطای  نیکمتر بیاز تقر
. در سال باشندیم کریکرون یدلتا تیتوابع شکل فاقد خاص نیگفته شد ا

به توابع شکل  یابیدرون تیافزودن خاص یبرا یاصلاح ی، روش2012
 یکاربرد در روش المان محدود مرز یبرا نیگالرک الماناز  ازینیروش ب

 ]. 5[ است دهیگرد شنهادیپ ،شده اسیمق

 
 
 
 
 

4  Belytschko et al. 
5 Galerkin  
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 هاآناز مش و ارائه دهندگاننیاز یمهم ب یهاروش -1 جدول
 نام روش ارائه دهنده و سال ارائه

Belytschko (1994) نیاز از المان گالرکین روش بی(EFG) 

Alturi (1998) نیاز از مش موضعی پتروف روش بی
 (MLPGگالرکین ) 

Lucy (1977)  هیدرودینامیک ذرات نرم(SPH) 

Liu (1999) یابی نقاط روش درون  (PIM)  

 
در حل مسائل  نیالمان گالرک ، با استفاده ازشده اسیروش مرز مق

ار پرداختن به مسائل مختلف مورد استفاده قر یدر گذشته برا یکیاستات
 ییستای[، ا7و 6نشت ] لیو تحل هیتجز ی، براکیتکن نیگرفته است. ا

اساس  بر .[ استفاده شده است11و  10] یکینامی[ و مسائل د9و  8]
 بدون نیگالرک کردیبدون شبکه و رو 6نیگالرک-پتروف یمحل کردیرو

[ دو نسخه بدون 13]و همکاران 8و[ و ا12ِ] 7و اوگارد کسیعنصر، د
خود  جینتا ،هاکیتکن نی. اندشده ارائه کرد اسیمق یمش از روش مرز

مطالعات روش  نیکنند. ایفرموله م  MLS بیرا با استفاده از تقر
استفاده  رایکرده اند ز یمعرف MLS اصلاح توابع شکل یرا برا یدیجد

 یابیدرون  ریغ در ساخت توابع شکل منجر به توابع MLS بیاز تقر
ارائه  دیبا روش جد یابیدرون  MLS اگر توابع شکل یشود. حت یم
 اریذکر شد بس را که قبلاً اسیبدون مش مرز مق یهاشود، روش یم
شده  اسیمق یاز روش مرز راًیمحقق اخ نیچند .کندیر مند و زمان بَکُ

تفاده اس یحل مسائل مهندس یبرا ینقطه شعاع یابیبر درون یمبتن
 یعددو ب کیمشکلات الاستو استات یبررس یبرا RPISBMکرده اند. 

شکست مواد  لیو تحل هی[ و تجز15ک ]رَمشکلات تَ ،[ 14]
 ندیمقاله ب نیمطالب مندرج در ا  . اندکرده[ استفاده 16] کیزوالکتریپ

توابع شکل در روش اصلاح  لیتشک یابتدا نحوه که، است ریشرح ز
 یساست سپس به برر شدهداده  حیتوض نیاز المان گالرک ازینیب یشده

 جیتااز ن یریگجهینت تیبدست آمده پرداخته شده است. در نها جینتا
 است. دهیحاصله ارائه گرد

 

 EFG یتوابع شکل در روش اصلاح شده -2

 یحنمن کیها توسط مربعات متحرک در برازش داده نیکمتر بیتقر روش
 یبر نحوه یبخش به صورت مختصر مرور نیکاربرد دارد. در ا

 نیاز المان گالرک ازینیتابع شکل نقاط در روش ب یو محاسبه یبندفرمول
حوهن انیمربعات متحرک خواهد شد و پس از آن به ب نیتوسط روش کمتر

مند به علاقه یتوابع شکل پرادخته خواهد شد. خواننده نیاصلاح ا ی
به  تواندیروش م نیا یسینوبرنامه یو نحوه EFGبا روش  شتریب ییآشنا

داشته  u(x)مانند  یدو بعد یتابع مکان کی اگر مراجعه کند. ،[6-2]مراجع 

                                                           
6 Petrov-Galerkin  
7 Deeks and Augarde  

چند  یهاهیبا استفاده از پا یبیرا به صورت تقر یتابع مکان نیا م،یباش
  کرد.  انیب توانیم ریبه صورت ز  یاجمله

(1)                            𝑢ℎ(𝑥) = ∑ 𝑝𝑖(𝑥)𝑚
𝑖=1 𝑎𝑖 = 𝑃𝑇𝑎 

بردار ضرائب  aو  یاهیبردار توابع پا P ها،هیتعداد پا mفوق  یرابطه در
 یدر دامنه دیگره با nضرائب مجهول  نییتع ی. براباشدیمجهول م

توجه داشت که همواره تعداد  دیمورد نظر انتخاب شود. با ینقطه یتیحما
 ترشیاز تعداد ضرائب مجهول ب یستیبا یتیحما ینقاط موجود در دامنه

یمورد نظر م ینقطه یتیحما یموجود در دامنه یهاتمام گره یباشد. برا
 نوشت: توان

(2      )                                          𝑈𝑠 = (𝑃𝑚)𝑚×𝑛𝑎𝑛×1                                        

 . شودیم فیتعر ریممان  بوده و به صورت ز سیماتر mPفوق  یرابطه در

(3                                )𝑃𝑚 = [

1 𝑥1 ⋯ 𝑝𝑚(𝑥1)
1 𝑥2 ⋯ 𝑝𝑚(𝑥2)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝑥𝑛 … 𝑝𝑚(𝑥𝑛)

] 

 و جواب یبیجواب تقر انیدار تفاوت مهدف حداقل کردن مربعات وزن حال
 .  باشدیم aضرائب مجهول  نییتع یبرا ( 4 ی)رابطه قیدق

(4)                              𝐽 = ∑ 𝑤𝑖[𝑢ℎ(𝑥𝑖) − 𝑢(𝑥𝑖)]2𝑛
𝑖=1 

 توانی. به عنوان مثال مباشدیتابع وزن م wفوق  یرابطه در            
 تابع وزن استفاده کرد. نییتع یبرا ریز یاز رابطه

 (5  )          𝑤(𝑟) = {
1 − 6𝑟𝑖

2 + 8𝑟𝑖
3 − 3𝑟𝑖

40 ≤ 𝑟𝑖 ≤ 1
0𝑟𝑖⟩1

 

    

یم محاسبه ریبوده و به صورت ز یگره یدامنه یاندازه rرابطه  نیا در
 :شود

(6                                     )                             𝑟𝑖 = 𝛽. 𝑑𝑠 

 . ردیپذیانجام م βبدون بعد   تیتوسط کم یگره یدامنه یاندازه کنترل

پاسخ  و قیپاسخ دق انیدار مربعات تفاضل محداقل مقدار وزن افتنی یبرا
 برابر صفر قرار داده شود: دیبا  J( مشتق 4 ی)رابطه  یبیتقر

(7 )                                                                     
𝜕𝐽

𝜕𝑎
= 0 

  2 یو رابطه 4 یفوق، با استفاده از رابطه یرابطه یبدست آمده برا پاسخ
 خواهد بود.  ریبه صورت ز

8 He et al. 
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 (8 )                                              𝑃𝑚
𝑇𝑤𝑃𝑚𝑎 = 𝑃𝑚

𝑇𝑤𝑈𝑠                   

 فیتعر ریبه صورت ز یبیضر یهاسیفوق ماتر یرابطه یسازساده یبرا
 :شودیم

 (9)                                                           𝐴 = 𝑃𝑚
𝑇𝑤𝑃𝑚 

(10      )                                                           𝐵 = 𝑃𝑚
𝑇𝑤 

 نوشت: ریبه صورت ز توانیرا م 8 یرابطه حال

(11)                                                             𝑎 = 𝐴−1𝐵𝑈𝑠 

 یرهگ یبیتقر یمکان ریمتغ ریمقاد 1 یفوق در رابطه یرابطه یگذاریجا با
 حاصل خواهد شد: ریبه صورت ز

   (12)                                                   𝑢ℎ = 𝑃𝑇𝐴−1𝐵𝑈𝑠                                          

شکل ، توابع 12 یتابع شکل و با استفاده از رابطه فیتوجه به تعر با
 .گردندیم فیتعر ریمربعات متحرک به صورت ز نیکمتر

(13 )                                                     𝜑𝑇 = 𝑃𝑇𝐴−1𝐵 

 یابیدرون تیفاقد خاص MLSگفته شد، توابع شکل  ترشیکه پ طورهمان
روش  ی. حال به بررسباشندیم کریکرون یتابع دلتا تیو بالتبع خاص

هتابع شکل، رابط فیتوجه به تعر با .شودیشده پرداخته م شنهادیپ یاصلاح
به صورت  توانیرا م یگره ریبا مقاد یمکان ریمتغ یبیتقر دانیم انیم ی
 کرد: انیب ریز

{uz}=

[
𝜑1(𝑥1) 𝜑2(𝑥1) ⋯ 𝜑𝑛(𝑥1)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜑1(𝑥𝑛) 𝜑2(𝑥𝑛) … 𝜑𝑛(𝑥𝑛)

] {𝑈𝑧}         (14           )  

 سیرا ماتر یدر نقاط گره MLSتوابع شکل  n×nمربع  سیماتر        
 .شودیم فیتعر ریشده و به صورت ز دهینام لیتبد

(15   )                 {𝑇} = [
𝜑1(𝑥1) 𝜑2(𝑥1) ⋯ 𝜑𝑛(𝑥1)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜑1(𝑥𝑛) 𝜑2(𝑥𝑛) … 𝜑𝑛(𝑥𝑛)

] 

 داشت: میخواه 13 یدر رابطه 15 یرابطه یگذاریبا جا حال          

 (16   )                            𝑢ℎ = 𝑃𝑇𝐴−1𝐵𝑇−1𝑢𝑠 = 𝜙𝑇𝑢𝑠                      

که  باشدیاصلاح شده م MLSتوابع شکل  سیماتر φفوق  یرابطه در
 ی. در محاسبهباشدیم کریکرون یو تابع دلتا یابیدرون تیخاص یدارا

                                                           
9 Lagrange 

 یشوند. برا محاسبه زیلازم است مشتقات توابع شکل ن یسخت سیماتر
 استفاده خواهد شد. ریز یبدست آوردن مشتقات توابع شکل از رابطه

(17)                                                         𝜙,𝑖
𝑇 = 𝜑,𝑖

𝑇 𝑇−1 

یم ریبه صورت ز  MLS یتوابع شکل اصلاح شده یمحاسبه فلوچارت
 گری، دشده جادیبه توابع شکل ا یابیدرون  تیافزوده شدن خاص با .باشد
لازم نخواهد   یپنالت بیضر ای  9ضرائب لاگرانژ یبیو تقر یاضاف اتیعمل

در  مایمستق توانیرا م یعیو طب یاساس یمرز طیحالت، شرا نیبود. در ا
موجود در  یهاگره یبرا T لیتبد سیماتر یمسئله دخالت داد. محاسبه

 یزمان ینهیهز شیمورد نظر باعث افزا یگاوس ینقطه یتیحما یهدامن
 یدر بخش بعد یزمان ینهیهز شیافزا نیا زانی. مدیروش خواهد گرد

 نیبحث مربوط به ا نیدر آخر تیاست. در نهاقرار گرفته یابیمورد ارز
در حالت  MLS یشکل اصلاح شده و اصلاح نشدهبخش از مقاله، توابع

 یج گرهو پن ستیپنج و ب بیبه ترت یهاالمان یبرا یو دو بعد یبعد کی
رسم  ،3مناسب تر در شکل  یدرک جادیبه منظور ا ،یگره مرکز یو برا
 . انددهیگرد

 

 MLS ابیتابع شکل درون یفلوچارت محاسبه -2 شکل
 

نکته در مورد شکل فوق لازم به ذکر است که تابع شکل در  نیالبته ا  
رسم  یتیحما یبا فرض قرار گرفتن تمان نقاط در دامنه یبعد کیحالت 

 فرض شده است.  4برابر ،  maxd یکه در حالت دو بعد یشده است در حال
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 )الف(

 
 )ب(

 
()ج  

 5، المان MLS یاصلاح شده و نشده یبعد کیتابع شکل  یسهیمقا ،الف -3 شکل
گره  یبرا MLS یاصلاح شده یتابع شکل دوبعد، ب ی،گره مرکز یرسم برا ،یگره

گره  یبرا MLS یاصلاح نشده یتابع شکل دوبعد ج، ی، گره 25از المان  یمرکز
 .یگره 25از المان  یمرکز

  گیری نتیجه و بحث -3

لاح روش اص ییکاربرد و کارآ یمقاله دو عامل در بررس نیا جیبخش نتا در
 یاخط زانیاست. دقت و ممدنظر قرار گرفته نیبدون المان گالرک یشده

 یحل مسائل دو عامل اساس یبدست آمده و زمان لازم برا یهاجواب
 انیم یسهیبخش ابتدا به مقا نیا در . باشندیقرار گرفته م یابیمورد ارز

در حل مسائل  نیاز المان گالرک ازینیب یروش اصلاح شده و روش اصل
قرار گرفته،  یابیمورد ارز یمسئله 4. شکل شودیم پرداخته یبعد کی
با  یخط یحجم یرویبا طول واحد تحت اعمال ن یبعد کی یلهیم کی

 لهیسمت چپ م یدر انتها لهیم ییجا. از جابهدهدیرا نشان م xشدت 

را مب یسطح یرویاز اعمال ن لهیسمت راست م یشده و انتها یریجلوگ
 ضریبسطح مقطع ثابت با مقدار واحد بوده و  یمفروض دارا یلهیاست. م

  واحد فرض شده است. زیآن ن ارتجاعی

 
 یخط یتحت بار حجم یبعد کی کیالاست یلهیم -4 شکل

 :باشدیم ریمسئله به صورت ز نیا یبرا یلیتحل قیدق پاسخ

(18      )                                         𝑢(𝑥) =
1

𝐸
(0.5𝑥 −

𝑥3

6
) 

به کار رفته مورد استفاده قرار  یدقت روش عدد نییتع یپاسخ برا نیا
اصلاح شده و اصلاح  نیاز المان گالرک ازینیخواهد گرفت. با اعمال روش ب

که شکل  طورهمان خواهد بود. ،5نشده پاسخ بدست آمده به صورت شکل 
حل شده، دو روش اصلاح  یبعد کیمفروض  یدر مسئله دهدینشان م ،5

معادل هم دارند.  یدقت ابیتقر نیکبدون المان گالر یشده و اصلاح نشده
استفاده از روش ضرائب لاگرانژ در حالت اصلاح نشده  گریبه عبارت د
 دهیشده د مانجا یبا بررس نیاز روش نکاسته است. همچن یدقت چندان

(، روش اصلاح dx=0.1گره در مدل مفروض ) 11 یکه به ازا شودیم
دارد.  ازیپردازش ن یزمان برا هیثان 183/0 هیو روش اول هیثان 083/0شده 
شد که روش اصلاح  دهی( دdx=0.01گره ) 101ها به تعداد گره شیبا افزا

پردازش شد. با توجه به  هیثان 64/0در  هیو روش اول هیثان 59/1شده در 
نقطه یتیحما یها در دامنهفرض شد تمام گره یبعد کیکه در حالت  نیا

زمان در روش اصلاح شده با توجه به  شیافزا نیا باشند،یمورد نظر م ی
به نظر  یعیطب یعدد یریدر هر گام انتگرال گ T لیتبد سیماتر لیتشک

قرار گرفته  یابیمورد ارز یکه در سطور بعد یدوبعد . در مسئلهرسدیم
پردازش در دو روش  یبرا ازینوع تابع شکل به زمان مورد ن ریاست، تاث

 است.قرار گرفته  یمورد بررس ،نشده مجدداًشده و اصلاحاصلاح

 

  
 )الف(
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 )ب(

از  ازینیاز المان اصلاح شده و ب ازینیب ،یلیحل تحل یهاروش انیم یسهیمقا  -5 شکل
 لهیکرنش در طول م ی)ب( برا  ییجاجابه یالمان اصلاح نشده )الف( برا

 

 یابیمورد ارز موشنکویت ریت یحل مسئله ،یمسائل دو بعد یبررس یبرا
و عمق واحد در نظر  ، متر 12 و ارتفاع  48با طول  یریقرار گرفته است. ت

 برابر ریپواسون ت بیو ضر 3×107برابر  ریت کی. مدول الاستشودیگرفته م
 یبه بزرگ یبار سهمو کی ،6شده است. مطابق شکل در نظر گرفته 3/0

 یهادر انت یمشخص یگاههیتک طیوارد و شرا ریراست ت یدر انتها 1000
 است. اعمال شده ریسمت چپ ت

 
 یدوبعد یمسئله یدر نظر گرفته شده برا یاطره ریت -6 شکل

 

قائم و  ییجاجابه یبرا، ]17[ 10موشنکویتارائه شده توسط  یلیتحل پاسخ
 .باشدیم ،20و  19به صورت روابط  یافق

(19    )𝑢𝑥 = −
𝑝𝑦

6𝐸𝐼
((6𝐿 − 3𝑥)𝑥 + (2 + 𝑣)(𝑦2 −

𝐷2

4
)) 

(20)
))3(

4
)54()(3(

6

2
2

2 xxL
xD

vxLvy
EI

p
uy 

 

روابط  نیهمچن موشنکوی. تباشدیم ریت ینرسیممان ا ،I ،روابطاین  در
 یهاییجامرتبط با جابه یهاتنش یمحاسبه یرا برا ،23تا  21 یلیتحل

 است.فوق، ارائه کرده

(21              )                                              𝜎𝑥 = −
𝑃(𝐿−𝑥)𝑦

𝐼
 

(22               )                                                           𝜎𝑌 = 0 

                                                           
10 Timoshenko 

(23               )                                   𝜏𝑥𝑦 = −
𝑃𝑦

2𝐼
(

𝐷2

4
− 𝑦2) 

 یهااز نقاط و وزن یریگدر هر سلول انتگرال یعدد یریگانتگرال یبرا
 یاچند جمله یهاهیاستفاده شده است. از پا لژاندر-کوادراتور گاوس 4×4

هاست. فاصلدر هر دو روش اصلاح شده و اصلاح نشده استفاده شده یخط
است )تعداد در نظر گرفته شده 2و در جهت قائم  4 یها در جهت افقگره ی
تار  یبر رو قائم حاصله ییجاگره مورد استفاده قرار گرفته است(. جابه 91
 .باشدیم ،7شکل رت به صو ریت یخنث

 
 مفروض یاطره ریدر ت یقائم تار خنث ییجاجابه -7 شکل

 

دو روش اصلاح شده و اصلاح  دهدیکه شکل فوق نشان م طورهمان
اند اگر داشته یکسانی بایدقت تقر ریقائم ت ییجاجابه ینشده در محاسبه
از  ترشیب یزننده اندک بیبا توابع شکل تقر EFG یهیگه دقت روش اول

ل تابع شک یای. البته لازم به ذکر است که مزاباشدیروش اصلاح شده م
و اعمال  یعدد یهاروش ریروش با سا بیمانند سهولت ترک ابیدرون

. در ردیمورد توجه قرار بگ شتریموارد ب یممکن است در برخ یمرز طیشرا
خط  یرو یافق ییجاجابه یبدست آمده برا یهاجواب یسهیادامه به مقا

پاسخ بدست آمده را  ،8پرداخته شده است. شکل  ،x=L/2قائم در مکان  
هر دو روش اصلاح شده  یبرا کسانی یدقت زیشکل ن نیدهد. اینشان م

 .دهدیرا نشان م هیو اول

 سهیدر مقا EFGمهم روش  یایاز مزا یکیاشاره شد  ترشیکه پ همانطور
 یهاتنش یروش در محاسبه نیا شتریبا روش المان محدود دقت ب

 یهابر تنش EFGاثر اصلاح روش  نکهی. به منظور اباشدیم یجادیا
 موشنکویت ریت یتنش در مسئله xyو x یشود، مولفه یشده بررس محاسبه
تنش  x یمولفه یسهیالف( به مقا-9. شکل )ردیگیقرار م یابیمورد ارز

از المان  ازینیب ه،یاز المان به فرم اول ازینیروش ب 3محاسبه شده توسط 
ب( -9پرداخته شده است. شکل ) موشنکویت یلیاصلاح شده و حل تحل

بدست  جی. با توجه به نتادهدیتنش ارائه م xy یمولفه یرا برا سهیمقا نیا
در  MLSبه توابع شکل  یابیدرون تیگفت که افزودن خاص توانیم هآمد
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در  ژهیاز دقت خود به و یروش مقدار نیا شودیباعث م EFGروش 
یبررس دراز دست بدهد.  هیتنش را نسبت به حالت اول ریمقاد یمحاسبه

 یبرا EFG یهیمقاله مشاهده شد که روش اول نیانجام گرفته در ا یها
پردازش و  یبرا هیثان 8509/3گره،  91با  موشنکویت ریت یحل مسئله

 یبرا EFG یدارد. روش اصلاح شده ازین ییجابردار جابه یمحاسبه
امر  نی. اباشدیپردازش م یزمان برا هیثان 210 ازمندیمشابه ن یمسئله

 یزمان ینهیتا چه اندازه هز T لیتبد سیماتر یکه محاسبه دهدینشان م
 ازینیب یروش اصلاح شده انیم یسهیمقا ی. برادهدیم شیروش را افزا

 ابیاز المان درون ازینیبا روش المان محدود و روش ب نیاز المان گالرک
 .میدهیم شیگره افزا 175ها را به تعداد گره (RPIMنقاط  )

 

 ری، در وسط ت(y<6>6-) یاطره ریدر عمق ت یافق ییجاجابه راتییتغ -8 شکل
(x=24) 

استفاده شده است.  ،dmax=85/3از  dmax= 5/3یبه جا لیتحل نیا در
 ،]1[نقاط از مرجع  ابیاز المان درون ازینیروش المان محدود و ب جینتا

یانجام گرفته را نشان م یبررس نیا جی( نتا10استخراج شده است. شکل )
 جینتا کسانیبا تعداد گره  دهدینشان م ،10که شکل  طورهمان .دهد

لمان از روش ا ترقیدق اریبس نیاز المان گالرک ازین یب یروش اصلاح شده
 توانیم نی. بنابراباشدینقاط م ابیاز مش درون ازینیمحدود و روش ب

از  یکم EFGبه روش  یابیدرون تیگرفت اگرچه افزودن خاص جهینت
با  لکن اولا کاهدیها با تعداد گره کم متنش یدقت روش در محاسبه

با تعداد گره  ایو ثان شودیکاهش دقت جبران م نیها اتعداد گره شیافزا
وش از ر یشتریقرار گرفته دقت ب یابیمورد ارز یروش اصلاح شده کسانی

نقاط خواهد داشت. البته  ابیاز مش درون ازینیالمان محدود و روش ب
نسبت به  یشتریب یزمان ینهیهمچنان به هز EFG یشده صلاحروش ا

 اشاره شده دارد. یهاروش ریسا

 

 
 )الف(

 
 )ب(

تنش )ب(  xx ی( )الف( مولفهx=L/2) ریتنش در عمق ت ریمقاد یسهیمقا -9 شکل
 تنش  xy یمولفه

 
 (، x=L/2) ریدر عمق ت یتنش برش ریمقاد یسهیمقا -10 شکل

 گره  175تعداد گره به کار رفته در مدل 
 
 

 یریگ جهینت -4 
روش  ییکاربرد و کارآ یابیو ارز یبار به بررس نینخست یمقاله برا نیا در

حل مسائل در کل دامنه )و  یبرا نیاز المان گالرک ازینیب یاصلاح شده
به کار  ی( پرداخته شده است. روش اصلاحیالمان مرز یهانه در روش
 رفتهمورد استفاده قرار گ MLSرا به توابع شکل  یابیدرون تیرفته، خاص

 یدلتا تیخاص دهدیتوابع شکل اجازه م نیو به ا دیافزایدر روش، م
انجام گرفته مشاهده شد که  یهایکنند. بر اساس بررس فایرا ا کریکرون
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 EFG یدر روش مبنا یاصلاح صورت گرفته باعث بروز دو مشکل اساس
در  EFGمشکل کاهش دقت روش  نیشده است. اول هینسبت به حالت اول

 یدرجات آزاد شیمشکل با افزا نی. البته اباشدیتنش م ریمقادمحاسبه 
 هژیبه کار گرفته شده بر طرف خواهد شد. اگرچه روش اصلاح شده به و

 یهمچنان دقت مناسب زیها با تعداد گره کم نمکان رییتغ یدر محاسبه
یها ملموس متنش یمشاهده شده در محاسبه یخطا شیدارد اما افزا

در روش اصلاح  یزمان ینهیهز شیمشاهده شده افزا شکلم نی. دومباشد
. در روش اصلاح شده لازم است باشدیم EFG ینسبت روش مبناشده به 

 یهاتمام گره یبرا T لیتبد سیماتر یریانتگرال گ یهر نقطه یبرا
 شیامر موجب افزا نیشود که هم اءیمربوطه اح یتیحما یموجود در دامنه

 نی. با تمام اگرددیدر روش اصلاح شده م یزمان ینهیهز یقابل ملاحظه
روش  ،استفادهبه توابع شکل مورد  کریکرون یدلتا تیوجود افزودن خاص

یم یعیو طب یاساس یمرز طیشرا میاصلاح شده را قادر به اعمال مستق
 طیاعمال شرا یبرا یپنالت ایمانند ضرائب لاگرانژ  ییهاو از روش سازد
روش، امکان  یابیدرون تیخاص نی. همچنبخشدیاستقلال م یمرز

. سازدیتر مآسان هارسازهیمانند ز یبیترک یهااستفاده از آن را در روش
ها، با تنش یمشاهده شده در محاسبه یطور که گفته شد خطاهمان

 انیکه م یاسهی. در مقاباشدیقابل رفع م ستمیس یدرجات آزاد شیافزا
از  ازینیالمان محدود و روش ب یهاشبا رو EFG یروش اصلاح شده

 یکه روش اصلاح شده دیگرد نقاط انجام شد، مشاهده ابیمش درون
EFG تنش نسبت به دو  ریمقاد یرا در محاسبه یدقت به مراتب بالاتر
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 چکیده

در  یمحدود دقت کاف یمورد استفاده قرار گرفته است. اگرچه روش اجزا نیشیپ قاتیدر تحق یابه طور گسترده( FEM)محدود  یروش اجزا

مقاله روش بدون  نیبرخوردار است. در ا ینییروش از دقت پا نیتنش توسط ا دانیدارد، اما محاسبه م هاییو جابجا رشکلییتغ ریمقاد نیتخم

 حیتوض یشده و مورد استفاده قرار گرفته است. برا شنهادیپ یبه صورت عدد کیحل مسائل الاستوستات یاصلاح شده برا (EFG)ن یالمان گالرک

 لهیدر طول م یخط راتییبا تغ یحجم یرویدر نظر گرفته شده است که تحت ن یبعد کی کیالاست یلهیم کیابتدا  ،یشنهادیتر روابط پساده

و  ییادقت، کار یبررس یبرا قیبدون المان اصلاح شده و راه حل دق نیبدون المان، روش گالرک نیگالرک یروش اصل انیم یاسهی. مقاباشدیم

هستند، اما روش اصلاح  یکسانیدقت  یذکر شده دارا یهاکه روش دهدیارائه شده نشان م یانجام شده است. مطالعه ازیمورد ن یزمان نهیهز

 نیروش گالرک یهادارد. پاسخ یدرجه آزاد یادیحل مسائل با تعداد ز یبرا یشتریب یزمان نهیبه هز ازین گرید یهابا روش سهیدر مقا EFGشده 

ینشان م سهیمقا نیشده است. ا سهیمقا کیالاست ریت کیخمش  یبرا موشنکویت یلیتحل یاصلاح شده و بدون المان اصلاح نشده با پاسخ ها

دقت در  یکسانیدارند. با وجود  هاییجابجا ریدر محاسبه مقاد یلیتحل یهابا روش یخوب اریبس ابقتط یاصلاح شده و اصل یهاکه روش دهد

دارد. نشان داده شده است که با  ینسبت به روش اصل یکه روش اصلاح شده دقت کمتر دهدیتنش نشان م دانیمحاسبه م ها،ییجابجا نیتخم

نسبت به  EFGشده حال، روش اصلاح نی. با ادابییتنش بهبود م دانیم نیتخم یرادقت روش اصلاح شده ب ،یتعداد درجات آزاد شیافزا

روش قدرتمند بدون  کیبه عنوان  توانیبدون المان اصلاح شده را م نیفوق، روش گالرک جیبرتر است. بر اساس تمام نتازمان گرید یهاروش

 نیدر ا ابیاز توابع شکل درون یکرد. برخوردار یاست معرف یابیدرون  صتوابع شکل با خوا یبر حداقل مربعات متحرک که دارا یشبکه مبتن

نتایج بدست آمده  .سازدیکمتر مقدور م یمحاسبات نهیرا با هز یمرز طیمقدور ساخته و اعمال شرا یعدد یهاروش ریآن را با سا بیروش ترک

نسبت به روش حل تحلیلی بوده است. همچنین میزان  %5دهد که خطای محاسبات جابجایی در روش ارائه شده حداکثر به میزان نشان می

 بوده است. %15ها برابر با حداکثر خطا در روش ارائه شده برای تخمین تنش

 ی عددی.مدلسازمربعات متحرک،  نیکمتر ن،یروش گالرککلید واژگان: 

 

 

 



 

01
 

 
 1402 ، پاییز3، شماره 20دوره 

 

  

28 

ه 
ور

د
20

ه 
ار

شم
 ،

3
ز 

ایی
، پ

14
02

 

 مقدمه-1

 یاستفاده از ابزارها مندازین شرفتهیپ یمهندس یهاستمیس یطراح
 یهاکیها، تکنابزار نی. در اباشدیم یطراح یاانهیرا رسانیاری

 یدهیدپ کیدر مورد  قیو تحق یسازمدل یبرا به صورت کلی یسازهیشب
 لیفرانسیحل معادلات د ازمندین یسازهیشب نی. اشودیاستفاده م یکیزیف
ر است. د هادهیحاکم بر آن پد یدهیچیپ یجزئ لیفرانسید تمعادلا ای

 یهامسئله به صورت مش ییفضا ی، دامنهشبکهوابسته به  یهاروش
 انیم یارابطه فیتعر یحاو دی. مش باشوندیم فیشده تعر یسازپاره
معادلات  ،یمش مناسب و اعمال اصول مقتض فیها باشد. با تعرگره

زد.  بیتقر یاز معادلات جبر یامجموعهتوان با یرا م دهیچیپ لیفرانسید
 ستمیها، ستمام مش یبرا یمجموعه معادلات جبر یبندبا سرهم

 یاه. از جمله روشدیآیمسئله بدست م یکل دامنه یبرا یمعادلات جبر
،  یبه روش المان محدود ، المان مرز توانیم (1شبکه )مشوابسته به 

 یهااشاره کرد. روش  گسستهشده  و المان  اسیمق یالمان محدود مرز
 کنندیمسئله استفاده م یکل دامنه یبرا یاز مش  از معادلات جبر ازینیب

ها روش نی. ا[1]شده استفاده کنند فیتعر شیاز پ یهابدون آنکه از مش
 یمسئله و مرز آن برا یپخش شده در دامنه یهااز گره یااز مجموعه

 انیم ی. تفاوت اساسکنندیم استفادهدامنه و مرز  یو نه پاره ساز فیتعر
مانند روش المان محدود در  ییهاو روش شبکهاز  ازینیب یهاروش
. در روش المان محدود، توابع شکل با باشدیتوابع شکل   م جادیا ینحوه

ل مشابه توابع شک یهاتمام المان یو برا شوندیم جادیها ااستفاده از المان
از مش توابع شکل هر نقطه  ازینیب یهامشابه خواهند بود. در روش

 نیتوابع شکل در ح نی. در ضمن، ساخت اباشدینقاط م گریمتفاوت از د
ز از مش ا ازینیب یهاو نه قبل از آن. در اکثر روش شودیم جادیا لیتحل
 یاچند نقطه یابیدرون ی( به جاMLS)  2مربعات متحرک نیکمتر بیتقر

داشته  یترشیروش دقت ب نی. توابع شکل ساخته شده در اشوندیاستفاده م
موثرتر از توابع شکل  اریانحناءدار بس یهاطیمح یسازمدل یبرا یو حت

مهم  تیخاص MLSتوابع شکل  ایمزا نیرغم ایعل .[2]هستند یمعمول
و  یاساس یمرز طیاعمال شرا یبرا نیرا ندارند، بنابرا  کریکرون یدلتا
گفت  توانیم ی. به طورکلباشدیم یشتریب یبه کار محاسبات ازین یعیطب

 ترنهیمانند المان محدود پر هز یاز مش نسبت به روش ازینیب یهاروش
از  ازینیب یهاروش یاضاف ینهیتوجه کرد که هز دیالبته با .[1]باشدیم

روش توسط کاربر  نیبوده و زمان صرف شده در ا انهیمش مربوط به را
است( کمتر  انهیتوسط را یاز زمان مصرف تر)که امروزه مهم دهیآموزش د

از مش،  ازینیب یهامثبت روش اریبس یهایژگیاز و یکی. باشدیم
به  یهاها، گرهروش نی. در اباشدیم یتنش محاسبات دانیم یوستگیپ

 یط دامنهتوس یریگانتگرال ینقطه کیساخت تابع شکل  یرفته براکار

                                                           
1 Mesh  
2 Moving least squares 
3 Point interpolation method 

 یتیحما یهادامنه مختلف،نقاط  یشود. برا یمشخص م  یتیحما
 یهااز دامنه یانمونه ،1داشته باشند. شکل  یدگیدرهم تن توانندیم

  .[1]دهدیشکل را نشان م یلیمستط یتیحما

  
 از مش ازینیدر روش ب یتیحما یهادامنه -1 شکل

 
 یکه تاکنون ارائه شده اند م یاز مش ازینیب یهاانواع مختلف روش از

 یهاروش یاشاره کرد. تفاوت عمده ،1توان به موارد ذکر شده در جدول 
 ینحوه جهیتوابع شکل و در نت جادیا یارائه شده در جدول فوق، در نحوه

 یابیروش درون. تنها در باشدیم یعیو طب یاساس یمرز طیاعمال شرا
خواهند  کریکرون یدلتا تیشده خاص جادیتوابع شکل ا (PIM) 3نقاط

 ادجیدر ا یاضیمشکلات ر یدارا زینقاط ن یابیالبته روش درون .[2]داشت
 نیاز المان گالرک ازینیبتوان گفت روش ب دیشا .[3]باشدیتوابع شکل م

 نیاست پر کاربردتر دهیارائه گرد، [2] 4و همکاران  تسکویبلکه توسط 
با  سهیروش در مقا نی. اباشدیاز مش م ازینیب یهاروش انیروش در م

تر رمپاسخ تنش ن تر،عیسر ییهمگرا شتر،یدقت ب یروش المان محدود دارا
استفاده  با ،5نیاز المان گالرک ازینیتوابع شکل در روش ب .[4]باشد تواندیم

 ترشیو همانطور که پ شوندیم جادیمربعات اخطای  نیکمتر بیاز تقر
. در سال باشندیم کریکرون یدلتا تیتوابع شکل فاقد خاص نیگفته شد ا

به توابع شکل  یابیدرون تیافزودن خاص یبرا یاصلاح ی، روش2012
 یکاربرد در روش المان محدود مرز یبرا نیگالرک الماناز  ازینیروش ب

 ]. 5[ است دهیگرد شنهادیپ ،شده اسیمق

 
 
 
 
 

4  Belytschko et al. 
5 Galerkin  
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 هاآناز مش و ارائه دهندگاننیاز یمهم ب یهاروش -1 جدول
 نام روش ارائه دهنده و سال ارائه

Belytschko (1994) روش بی( نیاز از المان گالرکینEFG) 

Alturi (1998) نیاز از مش موضعی پتروف روش بی
 (MLPGگالرکین ) 

Lucy (1977)  هیدرودینامیک ذرات نرم(SPH) 

Liu (1999) یابی نقاط روش درون  (PIM)  

 
در حل مسائل  نیالمان گالرک ، با استفاده ازشده اسیروش مرز مق

ار پرداختن به مسائل مختلف مورد استفاده قر یدر گذشته برا یکیاستات
 ییستای[، ا7و 6نشت ] لیو تحل هیتجز ی، براکیتکن نیگرفته است. ا

اساس  بر .استفاده شده است[ 11و  10] یکینامی[ و مسائل د9و  8]
 بدون نیگالرک کردیبدون شبکه و رو 6نیگالرک-پتروف یمحل کردیرو

[ دو نسخه بدون 13]و همکاران 8و[ و ا12ِ] 7و اوگارد کسیعنصر، د
خود  جینتا ،هاکیتکن نی. اندشده ارائه کرد اسیمق یمش از روش مرز

مطالعات روش  نیکنند. ایفرموله م  MLS بیرا با استفاده از تقر
استفاده  رایکرده اند ز یمعرف MLS اصلاح توابع شکل یرا برا یدیجد

 یابیدرون  ریدر ساخت توابع شکل منجر به توابع غ MLS بیاز تقر
ارائه  دیبا روش جد یابیدرون  MLS اگر توابع شکل یشود. حت یم
 اریذکر شد بس را که قبلاً اسیبدون مش مرز مق یهاشود، روش یم
شده  اسیمق یاز روش مرز راًیمحقق اخ نیچند .کندیر مو زمان بَند کُ

تفاده اس یحل مسائل مهندس یبرا ینقطه شعاع یابیبر درون یمبتن
 یعددو ب کیمشکلات الاستو استات یبررس یبرا RPISBMکرده اند. 

شکست مواد  لیو تحل هی[ و تجز15ک ]رَمشکلات تَ ،[ 14]
 ندیمقاله ب نیمطالب مندرج در ا  . اندکرده[ استفاده 16] کیزوالکتریپ

توابع شکل در روش اصلاح  لیتشک یابتدا نحوه که، است ریشرح ز
 یساست سپس به برر شدهداده  حیتوض نیاز المان گالرک ازینیب یشده

 جیتااز ن یریگجهینت تیبدست آمده پرداخته شده است. در نها جینتا
 است. دهیحاصله ارائه گرد

 

 EFG یشکل در روش اصلاح شدهتوابع  -2

 یحنمن کیها توسط مربعات متحرک در برازش داده نیکمتر بیتقر روش
 یبر نحوه یبخش به صورت مختصر مرور نیکاربرد دارد. در ا

 نیاز المان گالرک ازینیتابع شکل نقاط در روش ب یو محاسبه یبندفرمول
حوهن انیمربعات متحرک خواهد شد و پس از آن به ب نیتوسط روش کمتر

مند به علاقه یتوابع شکل پرادخته خواهد شد. خواننده نیاصلاح ا ی
به  تواندیروش م نیا یسینوبرنامه یو نحوه EFGبا روش  شتریب ییآشنا

داشته  u(x)مانند  یدو بعد یتابع مکان کی اگر مراجعه کند. ،[6-2]مراجع 

                                                           
6 Petrov-Galerkin  
7 Deeks and Augarde  

چند  یهاهیبا استفاده از پا یبیرا به صورت تقر یتابع مکان نیا م،یباش
  کرد.  انیب توانیم ریبه صورت ز  یاجمله

(1)                            𝑢ℎ(𝑥) = ∑ 𝑝𝑖(𝑥)𝑚
𝑖=1 𝑎𝑖 = 𝑃𝑇𝑎 

بردار ضرائب  aو  یاهیبردار توابع پا P ها،هیتعداد پا mفوق  یرابطه در
 یدر دامنه دیگره با nضرائب مجهول  نییتع ی. براباشدیمجهول م

توجه داشت که همواره تعداد  دیمورد نظر انتخاب شود. با ینقطه یتیحما
 ترشیاز تعداد ضرائب مجهول ب یستیبا یتیحما ینقاط موجود در دامنه

یمورد نظر م ینقطه یتیحما یموجود در دامنه یهاتمام گره یباشد. برا
 نوشت: توان

(2      )                                          𝑈𝑠 = (𝑃𝑚)𝑚×𝑛𝑎𝑛×1                                        

 . شودیم فیتعر ریممان  بوده و به صورت ز سیماتر mPفوق  یرابطه در

(3                                )𝑃𝑚 = [

1 𝑥1 ⋯ 𝑝𝑚(𝑥1)
1 𝑥2 ⋯ 𝑝𝑚(𝑥2)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝑥𝑛 … 𝑝𝑚(𝑥𝑛)

] 

 و جواب یبیجواب تقر انیدار تفاوت مهدف حداقل کردن مربعات وزن حال
 .  باشدیم aضرائب مجهول  نییتع یبرا ( 4 ی)رابطه قیدق

(4)                              𝐽 = ∑ 𝑤𝑖[𝑢ℎ(𝑥𝑖) − 𝑢(𝑥𝑖)]2𝑛
𝑖=1 

 توانی. به عنوان مثال مباشدیتابع وزن م wفوق  یرابطه در            
 تابع وزن استفاده کرد. نییتع یبرا ریز یاز رابطه

 (5  )          𝑤(𝑟) = {
1 − 6𝑟𝑖

2 + 8𝑟𝑖
3 − 3𝑟𝑖

40 ≤ 𝑟𝑖 ≤ 1
0𝑟𝑖⟩1

 

    

یم محاسبه ریبوده و به صورت ز یگره یدامنه یاندازه rرابطه  نیا در
 :شود

(6                                     )                             𝑟𝑖 = 𝛽. 𝑑𝑠 

 . ردیپذیانجام م βبدون بعد   تیتوسط کم یگره یدامنه یاندازه کنترل

پاسخ  و قیپاسخ دق انیدار مربعات تفاضل محداقل مقدار وزن افتنی یبرا
 برابر صفر قرار داده شود: دیبا  J( مشتق 4 ی)رابطه  یبیتقر

(7 )                                                                     
𝜕𝐽

𝜕𝑎
= 0 

  2 یو رابطه 4 یفوق، با استفاده از رابطه یرابطه یبدست آمده برا پاسخ
 خواهد بود.  ریبه صورت ز

8 He et al. 
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 (8 )                                              𝑃𝑚
𝑇𝑤𝑃𝑚𝑎 = 𝑃𝑚

𝑇𝑤𝑈𝑠                   

 فیتعر ریبه صورت ز یبیضر یهاسیفوق ماتر یرابطه یسازساده یبرا
 :شودیم

 (9)                                                           𝐴 = 𝑃𝑚
𝑇𝑤𝑃𝑚 

(10      )                                                           𝐵 = 𝑃𝑚
𝑇𝑤 

 نوشت: ریبه صورت ز توانیرا م 8 یرابطه حال

(11)                                                             𝑎 = 𝐴−1𝐵𝑈𝑠 

 یرهگ یبیتقر یمکان ریمتغ ریمقاد 1 یفوق در رابطه یرابطه یگذاریجا با
 حاصل خواهد شد: ریبه صورت ز

   (12)                                                   𝑢ℎ = 𝑃𝑇𝐴−1𝐵𝑈𝑠                                          

، توابع شکل 12 یتابع شکل و با استفاده از رابطه فیتوجه به تعر با
 .گردندیم فیتعر ریمربعات متحرک به صورت ز نیکمتر

(13 )                                                     𝜑𝑇 = 𝑃𝑇𝐴−1𝐵 

 یابیدرون تیفاقد خاص MLSگفته شد، توابع شکل  ترشیکه پ طورهمان
روش  ی. حال به بررسباشندیم کریکرون یتابع دلتا تیو بالتبع خاص

هتابع شکل، رابط فیتوجه به تعر با .شودیشده پرداخته م شنهادیپ یاصلاح
به صورت  توانیرا م یگره ریبا مقاد یمکان ریمتغ یبیتقر دانیم انیم ی
 کرد: انیب ریز

{uz}=

[
𝜑1(𝑥1) 𝜑2(𝑥1) ⋯ 𝜑𝑛(𝑥1)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜑1(𝑥𝑛) 𝜑2(𝑥𝑛) … 𝜑𝑛(𝑥𝑛)

] {𝑈𝑧}         (14           )  

 سیرا ماتر یدر نقاط گره MLSتوابع شکل  n×nمربع  سیماتر        
 .شودیم فیتعر ریشده و به صورت ز دهینام لیتبد

(15   )                 {𝑇} = [
𝜑1(𝑥1) 𝜑2(𝑥1) ⋯ 𝜑𝑛(𝑥1)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜑1(𝑥𝑛) 𝜑2(𝑥𝑛) … 𝜑𝑛(𝑥𝑛)

] 

 داشت: میخواه 13 یدر رابطه 15 یرابطه یگذاریبا جا حال          

 (16   )                            𝑢ℎ = 𝑃𝑇𝐴−1𝐵𝑇−1𝑢𝑠 = 𝜙𝑇𝑢𝑠                      

که  باشدیاصلاح شده م MLSتوابع شکل  سیماتر φفوق  یرابطه در
 ی. در محاسبهباشدیم کریکرون یو تابع دلتا یابیدرون تیخاص یدارا

                                                           
9 Lagrange 

 یشوند. برا محاسبه زیلازم است مشتقات توابع شکل ن یسخت سیماتر
 استفاده خواهد شد. ریز یبدست آوردن مشتقات توابع شکل از رابطه

(17)                                                         𝜙,𝑖
𝑇 = 𝜑,𝑖

𝑇 𝑇−1 

یم ریبه صورت ز  MLS یتوابع شکل اصلاح شده یمحاسبه فلوچارت
 گری، دشده جادیبه توابع شکل ا یابیدرون  تیافزوده شدن خاص با .باشد
لازم نخواهد   یپنالت بیضر ای  9ضرائب لاگرانژ یبیو تقر یاضاف اتیعمل

در  مایمستق توانیرا م یعیو طب یاساس یمرز طیحالت، شرا نیبود. در ا
موجود در  یهاگره یبرا T لیتبد سیماتر یمسئله دخالت داد. محاسبه

 یزمان ینهیهز شیمورد نظر باعث افزا یگاوس ینقطه یتیحما یهدامن
 یدر بخش بعد یزمان ینهیهز شیافزا نیا زانی. مدیروش خواهد گرد

 نیبحث مربوط به ا نیدر آخر تیاست. در نهاقرار گرفته یابیمورد ارز
در حالت  MLS یشکل اصلاح شده و اصلاح نشدهبخش از مقاله، توابع

 یج گرهو پن ستیپنج و ب بیبه ترت یهاالمان یبرا یو دو بعد یبعد کی
رسم  ،3مناسب تر در شکل  یدرک جادیبه منظور ا ،یگره مرکز یو برا
 . انددهیگرد

 

 MLS ابیتابع شکل درون یفلوچارت محاسبه -2 شکل
 

نکته در مورد شکل فوق لازم به ذکر است که تابع شکل در  نیالبته ا  
رسم  یتیحما یبا فرض قرار گرفتن تمان نقاط در دامنه یبعد کیحالت 

 فرض شده است.  4برابر ،  maxd یکه در حالت دو بعد یشده است در حال
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()ج  

 5، المان MLS یاصلاح شده و نشده یبعد کیتابع شکل  یسهیمقا ،الف -3 شکل
گره  یبرا MLS یاصلاح شده یتابع شکل دوبعد، ب ی،گره مرکز یرسم برا ،یگره

گره  یبرا MLS یاصلاح نشده یتابع شکل دوبعد ج، ی، گره 25از المان  یمرکز
 .یگره 25از المان  یمرکز

  گیری نتیجه و بحث -3

لاح روش اص ییکاربرد و کارآ یمقاله دو عامل در بررس نیا جیبخش نتا در
 یاخط زانیاست. دقت و ممدنظر قرار گرفته نیبدون المان گالرک یشده

 یحل مسائل دو عامل اساس یبدست آمده و زمان لازم برا یهاجواب
 انیم یسهیبخش ابتدا به مقا نیا در . باشندیقرار گرفته م یابیمورد ارز

در حل مسائل  نیاز المان گالرک ازینیب یروش اصلاح شده و روش اصل
قرار گرفته،  یابیمورد ارز یمسئله 4. شکل شودیم پرداخته یبعد کی
با  یخط یحجم یرویبا طول واحد تحت اعمال ن یبعد کی یلهیم کی

 لهیسمت چپ م یدر انتها لهیم ییجا. از جابهدهدیرا نشان م xشدت 

را مب یسطح یرویاعمال ناز  لهیسمت راست م یشده و انتها یریجلوگ
 ضریبسطح مقطع ثابت با مقدار واحد بوده و  یمفروض دارا یلهیاست. م

  واحد فرض شده است. زیآن ن ارتجاعی

 
 یخط یتحت بار حجم یبعد کی کیالاست یلهیم -4 شکل

 :باشدیم ریمسئله به صورت ز نیا یبرا یلیتحل قیدق پاسخ

(18      )                                         𝑢(𝑥) =
1

𝐸
(0.5𝑥 −

𝑥3

6
) 

به کار رفته مورد استفاده قرار  یدقت روش عدد نییتع یپاسخ برا نیا
اصلاح شده و اصلاح  نیاز المان گالرک ازینیخواهد گرفت. با اعمال روش ب

که شکل  طورهمان خواهد بود. ،5نشده پاسخ بدست آمده به صورت شکل 
حل شده، دو روش اصلاح  یبعد کیمفروض  یدر مسئله دهدینشان م ،5

معادل هم دارند.  یدقت ابیتقر نیبدون المان گالرک یشده و اصلاح نشده
استفاده از روش ضرائب لاگرانژ در حالت اصلاح نشده  گریبه عبارت د
 دهیشده د مانجا یبا بررس نیاز روش نکاسته است. همچن یدقت چندان

(، روش اصلاح dx=0.1گره در مدل مفروض ) 11 یکه به ازا شودیم
دارد.  ازیپردازش ن یزمان برا هیثان 183/0 هیو روش اول هیثان 083/0شده 
شد که روش اصلاح  دهی( دdx=0.01گره ) 101ها به تعداد گره شیبا افزا

پردازش شد. با توجه به  هیثان 64/0در  هیو روش اول هیثان 59/1شده در 
نقطه یتیحما یها در دامنهفرض شد تمام گره یبعد کیکه در حالت  نیا

زمان در روش اصلاح شده با توجه به  شیافزا نیا باشند،یمورد نظر م ی
به نظر  یعیطب یعدد یریدر هر گام انتگرال گ T لیتبد سیماتر لیتشک

قرار گرفته  یابیمورد ارز یکه در سطور بعد یدوبعد . در مسئلهرسدیم
پردازش در دو روش  یبرا ازینوع تابع شکل به زمان مورد ن ریاست، تاث

 است.قرار گرفته  یمورد بررس ،نشده مجدداًشده و اصلاحاصلاح
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 )ب(

از  ازینیاز المان اصلاح شده و ب ازینیب ،یلیحل تحل یهاروش انیم یسهیمقا  -5 شکل
 لهیکرنش در طول م ی)ب( برا  ییجاجابه یالمان اصلاح نشده )الف( برا

 

 یابیمورد ارز موشنکویت ریت یحل مسئله ،یمسائل دو بعد یبررس یبرا
و عمق واحد در نظر  ، متر 12 و ارتفاع  48با طول  یریقرار گرفته است. ت

 برابر ریپواسون ت بیو ضر 3×107برابر  ریت کی. مدول الاستشودیگرفته م
 یبه بزرگ یبار سهمو کی ،6شده است. مطابق شکل در نظر گرفته 3/0

 یهادر انت یمشخص یگاههیتک طیوارد و شرا ریراست ت یدر انتها 1000
 است. اعمال شده ریسمت چپ ت

 
 یدوبعد یمسئله یدر نظر گرفته شده برا یاطره ریت -6 شکل

 

قائم و  ییجاجابه یبرا، ]17[ 10موشنکویتارائه شده توسط  یلیتحل پاسخ
 .باشدیم ،20و  19به صورت روابط  یافق

(19    )𝑢𝑥 = −
𝑝𝑦

6𝐸𝐼
((6𝐿 − 3𝑥)𝑥 + (2 + 𝑣)(𝑦2 −

𝐷2

4
)) 

(20)
))3(

4
)54()(3(

6

2
2

2 xxL
xD

vxLvy
EI

p
uy 

 

روابط  نیهمچن موشنکوی. تباشدیم ریت ینرسیممان ا ،I ،روابطاین  در
 یهاییجامرتبط با جابه یهاتنش یمحاسبه یرا برا ،23تا  21 یلیتحل

 است.فوق، ارائه کرده

(21              )                                              𝜎𝑥 = −
𝑃(𝐿−𝑥)𝑦

𝐼
 

(22               )                                                           𝜎𝑌 = 0 

                                                           
10 Timoshenko 

(23               )                                   𝜏𝑥𝑦 = −
𝑃𝑦

2𝐼
(

𝐷2

4
− 𝑦2) 

 یهااز نقاط و وزن یریگدر هر سلول انتگرال یعدد یریگالانتگر یبرا
 یاچند جمله یهاهیاستفاده شده است. از پا لژاندر-کوادراتور گاوس 4×4

هاست. فاصلدر هر دو روش اصلاح شده و اصلاح نشده استفاده شده یخط
است )تعداد در نظر گرفته شده 2و در جهت قائم  4 یها در جهت افقگره ی
تار  یبر رو قائم حاصله ییجاگره مورد استفاده قرار گرفته است(. جابه 91
 .باشدیم ،7شکل به صورت  ریت یخنث

 
 مفروض یاطره ریدر ت یقائم تار خنث ییجاجابه -7 شکل

 

دو روش اصلاح شده و اصلاح  دهدیکه شکل فوق نشان م طورهمان
اند اگر داشته یکسانی بایدقت تقر ریقائم ت ییجاجابه ینشده در محاسبه
از  ترشیب یزننده اندک بیبا توابع شکل تقر EFG یهیگه دقت روش اول

ل تابع شک یای. البته لازم به ذکر است که مزاباشدیروش اصلاح شده م
و اعمال  یعدد یهاروش ریروش با سا بیمانند سهولت ترک ابیدرون

. در ردیمورد توجه قرار بگ شتریموارد ب یممکن است در برخ یمرز طیشرا
خط  یرو یافق ییجاجابه یبدست آمده برا یهاجواب یسهیادامه به مقا

پاسخ بدست آمده را  ،8پرداخته شده است. شکل  ،x=L/2قائم در مکان  
هر دو روش اصلاح شده  یبرا کسانی یدقت زیشکل ن نیدهد. اینشان م

 .دهدیرا نشان م هیو اول

 سهیدر مقا EFGمهم روش  یایاز مزا یکیاشاره شد  ترشیکه پ همانطور
 یهاتنش یروش در محاسبه نیا شتریبا روش المان محدود دقت ب

 یهابر تنش EFGاثر اصلاح روش  نکهی. به منظور اباشدیم یجادیا
 موشنکویت ریت یتنش در مسئله xyو x یشود، مولفه یشده بررس محاسبه
تنش  x یمولفه یسهیالف( به مقا-9. شکل )ردیگیقرار م یابیمورد ارز

از المان  ازینیب ه،یاز المان به فرم اول ازینیروش ب 3محاسبه شده توسط 
ب( -9پرداخته شده است. شکل ) موشنکویت یلیاصلاح شده و حل تحل

بدست  جی. با توجه به نتادهدیتنش ارائه م xy یمولفه یرا برا سهیمقا نیا
در  MLSبه توابع شکل  یابیدرون تیگفت که افزودن خاص توانیم هآمد
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در  ژهیاز دقت خود به و یروش مقدار نیا شودیباعث م EFGروش 
یبررس دراز دست بدهد.  هیتنش را نسبت به حالت اول ریمقاد یمحاسبه

 یبرا EFG یهیمقاله مشاهده شد که روش اول نیانجام گرفته در ا یها
پردازش و  یبرا هیثان 8509/3گره،  91با  موشنکویت ریت یحل مسئله

 یبرا EFG یدارد. روش اصلاح شده ازین ییجابردار جابه یمحاسبه
امر  نی. اباشدیپردازش م یزمان برا هیثان 210 ازمندیمشابه ن یمسئله

 یزمان ینهیتا چه اندازه هز T لیتبد سیماتر یکه محاسبه دهدینشان م
 ازینیب یروش اصلاح شده انیم یسهیمقا ی. برادهدیم شیروش را افزا

 ابیاز المان درون ازینیبا روش المان محدود و روش ب نیاز المان گالرک
 .میدهیم شیگره افزا 175ها را به تعداد گره (RPIMنقاط  )

 

 ری، در وسط ت(y<6>6-) یاطره ریدر عمق ت یافق ییجاجابه راتییتغ -8 شکل
(x=24) 

استفاده شده است.  ،dmax=85/3از  dmax= 5/3یبه جا لیتحل نیا در
 ،]1[نقاط از مرجع  ابیاز المان درون ازینیروش المان محدود و ب جینتا

یانجام گرفته را نشان م یبررس نیا جی( نتا10استخراج شده است. شکل )
 جینتا کسانیبا تعداد گره  دهدینشان م ،10که شکل  طورهمان .دهد

لمان از روش ا ترقیدق اریبس نیاز المان گالرک ازین یب یروش اصلاح شده
 توانیم نی. بنابراباشدینقاط م ابیاز مش درون ازینیمحدود و روش ب

از  یکم EFGبه روش  یابیدرون تیگرفت اگرچه افزودن خاص جهینت
با  لکن اولا کاهدیها با تعداد گره کم متنش یدقت روش در محاسبه

با تعداد گره  ایو ثان شودیکاهش دقت جبران م نیها اتعداد گره شیافزا
وش از ر یشتریقرار گرفته دقت ب یابیمورد ارز یروش اصلاح شده کسانی

نقاط خواهد داشت. البته  ابیاز مش درون ازینیالمان محدود و روش ب
نسبت به  یشتریب یزمان ینهیهمچنان به هز EFG یشده صلاحروش ا

 اشاره شده دارد. یهاروش ریسا

 

 
 )الف(

 
 )ب(

تنش )ب(  xx ی( )الف( مولفهx=L/2) ریتنش در عمق ت ریمقاد یسهیمقا -9 شکل
 تنش  xy یمولفه

 
 (، x=L/2) ریدر عمق ت یتنش برش ریمقاد یسهیمقا -10 شکل

 گره  175تعداد گره به کار رفته در مدل 
 
 

 یریگ جهینت -4 
روش  ییکاربرد و کارآ یابیو ارز یبار به بررس نینخست یمقاله برا نیا در

حل مسائل در کل دامنه )و  یبرا نیاز المان گالرک ازینیب یاصلاح شده
به کار  یروش اصلاح( پرداخته شده است. یالمان مرز یهانه در روش
 رفتهمورد استفاده قرار گ MLSرا به توابع شکل  یابیدرون تیرفته، خاص

 یدلتا تیخاص دهدیتوابع شکل اجازه م نیو به ا دیافزایدر روش، م
انجام گرفته مشاهده شد که  یهایکنند. بر اساس بررس فایرا ا کریکرون
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 EFG یوش مبنادر ر یاصلاح صورت گرفته باعث بروز دو مشکل اساس
در  EFGمشکل کاهش دقت روش  نیشده است. اول هینسبت به حالت اول

 یدرجات آزاد شیمشکل با افزا نی. البته اباشدیتنش م ریمقادمحاسبه 
 هژیبه کار گرفته شده بر طرف خواهد شد. اگرچه روش اصلاح شده به و

 یهمچنان دقت مناسب زیها با تعداد گره کم نمکان رییتغ یدر محاسبه
یها ملموس متنش یمشاهده شده در محاسبه یخطا شیدارد اما افزا

در روش اصلاح  یزمان ینهیهز شیمشاهده شده افزا شکلم نی. دومباشد
. در روش اصلاح شده لازم است باشدیم EFG یشده به نسبت روش مبنا

 یهاتمام گره یبرا T لیتبد سیماتر یریانتگرال گ یهر نقطه یبرا
 شیامر موجب افزا نیشود که هم اءیمربوطه اح یتیحما یموجود در دامنه

 نی. با تمام اگرددیدر روش اصلاح شده م یزمان ینهیهز یقابل ملاحظه
روش  ،استفادهبه توابع شکل مورد  کریکرون یدلتا تیوجود افزودن خاص

یم یعیو طب یاساس یمرز طیشرا میاصلاح شده را قادر به اعمال مستق
 طیاعمال شرا یبرا یپنالت ایمانند ضرائب لاگرانژ  ییهاو از روش سازد
روش، امکان  یابیدرون تیخاص نی. همچنبخشدیاستقلال م یمرز

. سازدیتر مآسان هارسازهیمانند ز یبیترک یهااستفاده از آن را در روش
ها، با تنش یمشاهده شده در محاسبه یطور که گفته شد خطاهمان

 انیکه م یاسهی. در مقاباشدیقابل رفع م ستمیس یدرجات آزاد شیافزا
از  ازینیالمان محدود و روش ب یهاشبا رو EFG یروش اصلاح شده

 یکه روش اصلاح شده دیگرد نقاط انجام شد، مشاهده ابیمش درون
EFG تنش نسبت به دو  ریمقاد یرا در محاسبه یدقت به مراتب بالاتر
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