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هاي جذاب اين  هاي مكانيكي نقصان تحريك يكي از مسائل چالش برانگيز مهندسان كنترل شده است. يكي از مثال : امروزه كنترل سيستمخلاصه

ين پژوهش طراحي در ا .كه از دو چرخ در موازات هم و يك آونگ معكوس تشكيل شده است باشد چرخ مي ها، ربات تعادلي دو دسته سيستم

معادله ديناميكي سيستم از روش براي طراحي كنترل كننده، ابتدا . مورد بررسي قرار گرفته استبه منظور حركت بر روي سطح صاف كننده  كنترل

ي پيشنهادي چرخ يك كنترل كننده مد لغزشي براي زاويه چرخش ربات، و با استفاده از سطح لغزش كين استخراج شد. سپس براي ربات تعادلي دو

هاي پيشنهادي اين است كه همگي  كننده يك كنترل كننده مد لغزشي براي كنترل توام موقعيت و زاويه حفظ تعادل طراحي گرديد. ويژگي كنترل

ها  كننده اند. همچنين با در نظر گرفتن حدود عدم قطعيت سيستم به هنگام طراحي، كنترل بر اساس ديناميك غيرخطي سيستم طراحي شده

باشد كه با استفاده از  لغزشي پديده چترينگ مي هاي مد كننده اند. مشكل متداول كنترل هاي موجود در مسئله مقاوم شده سبت به عدم قطعيتن

كننده طراحي شده با پاسخ يك كنترل  سازي كنترل تابع اشباع به جاي تابع علامت تا حد زيادي كاهش يافته است. در نهايت مقايسه نتايج شبيه
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Nowadays, the control of mechanical systems with fewer inputs than outputs (Under-actuated systems) has 

become a challenging problem for control engineers. Two-wheeled balancing robots is one of the appealing 

examples of this category. This type of robot contains two parallel wheels and an inverted pendulum. In this 

research, designing of controller have been investigated for flat surfaces. For controller design, the extract 

dynamics of the system has been achieved based on Kane's method. Then for the two-wheeled balancing 

robot, one sliding mode controller has been designed for yaw angle, and another sliding mode controller has 

been designed to control both position and pitch angle based on a proposed sliding surface. The main feature 

of the proposed controllers is that all of controllers have been designed based on the nonlinear dynamics of 

system. Also, considering the limits of uncertainties while designing systems, the robustness of controllers 

have been increased. The common problem of sliding mode control is chattering phenomenon that has been 

greatly reduced using saturation function instead of sign function. Simulation results comparision of the 

designed controller with a LQR controller, validates the effectiveness of the proposed controller. 
  

Index Terms: Two wheeled balancing robot, TWIP, Kane’s method, under-actuated system, LQR. 
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  مقدمه -1

هايي كـه داراي تعـداد ورودي كمتـر نسـبت بـه درجـه آزادي        سيستم

شـوند. كنتـرل   ناميـده مـي   1هـاي نقصـان تحريـك    سيسـتم باشند،  مي

هاي نقصان تحريك يك موضوع محبوب براي محققين است كه  سيستم

در گستره وسيعي از علم رباتيك مانند وسايل نقليه زيردريا، فضاپيماها 

شود. بـه منظـور كـاهش هزينـه و وزن، بسـياري از      مشاهده مي غيرهو 

كننـد. همچنـين    ك طراحـي مـي  ها را به صورت نقصـان تحري ـ  سيستم

شـوند، بـه   ها دچار مشكل مي هاي برخي از سيستم هنگامي كه محرك

گردنـد. لـذا در حـال حاضـر كنتـرل       سيستم نقصان تحريك تبديل مي

هاي نقصان تحريك يكي از مسايل چالش برانگيز علـم كنتـرل    سيستم

  شده است.

هـا  متعادلي دو چرخ نيز يـك مثـال خـوب از ايـن دسـته سيسـت       ربات

و يـك سيسـتم    2توان آن را تركيبي از يك ربات سـيار باشد كه مي مي

در نظر گرفت. اين سيستم شامل تنها دو چرخ در طرفين  3آونگ وارونه

باشد كه همزمان وظيفه حفظ تعادل و انتقال ربـات بـه مكـان    بدنه مي

هـا،  مورد نظر را بر عهده دارند. در واقع هدف كنترلي در اين گونه ربات

اي كه ربات عيين مقدار گشتاور چرخ سمت چپ و راست است به گونهت

بتواند بدون از دست دادن تعادل خـود از يـك نقطـه بـه نقطـه ديگـر       

  حركت كند.

توان از دو  چرخ را مي هاي انجام شده در زمينه ربات تعادلي دو پژوهش

  ديدگاه دسته بندي كرد:

 چرخ هاي سيستم ربات تعادلي دو مكانيزم •

  چرخ هاي مختلف كنترل ربات تعادلي دو شيوه •

هاي تعادلي شاخصي كه در بحث مكانيزم سيستم، از جمله ربات

كه  4ربات دو چرخ شركت سگويبه توان تاكنون توليد شده است، مي

. كازو ]1[ ساخته شده اشاره كرد 2000توسط دين كالمن در سال 

لين بار ربات آونگ ارتباطات در توكيو براي او –استاد الكترو  5يامافوجي

يامافوجي يك مدل با يك ساخت.  1986چرخ را در سال  معكوس دو

درجه آزادي كه متمركز بر روي زاويه حفظ تعادل ربات بود ساخت و با 

. بلكول ]2[ هورويتز تعادل ربات را حفظ كرد-استفاده از پايداري راث

اي مشابه  تر، نمونه توانست با هزينه كمتر و قطعات ساده 2002در سال 

ي خود را در يك جدول، قطعه به  سگوي بسازد. او نمونه ساخته شده

  . ]3[ كند قطعه با سگوي مقايسه مي

يك ربات تعادلي شبيه سگوي ارائه  2005كلارك و همكاران در سال 

ند. در اين پژوهش، مدل رياضي ربات استخراج شده است. مدل در كرد

- انتگرالي-كننده تناسبي سازي و يك كنترل شبيه 6نرم افزار متلب

ي واقعي  روي آن اعمال شده است و در نهايت نمونه PID(7مشتقي (

، 8. ديويد اندرسون]4[ساخته شده و مورد آزمايش قرار گرفته است 

ا توسعه داد. اين ربات از يك ژيروسكوپ و يك بوت ر رباتي به نام ان

اند، بهره گرفته  شتاب سنج كه خروجي آنها با فيلتر كالمن تركيب شده

توان كارهاي انجام شده را از نظر نوع كنترل كننده در  . مي]5[ است

هاي انجام شده و  سه دسته كلي قرار داد. در بسياري از پژوهش

اند يك مدل خطي  لي ساخته شدههايي كه به صورت عم همچنين ربات

براي سيستم در نظر گرفته شده است و يك كنترل كننده خطي 

طراحي گرديده است. اما با توجه به ديناميك غيرخطي حاكم بر ربات 

هاي خطي براي  ها تقريب براي بهبود عملكرد آن، در برخي پژوهش

ر گردد. د رود و كنترل كننده غيرخطي طراحي مي مدل به كار نمي

هاي هوشمند براي ربات پيشنهاد  برخي ديگر مقالات كنترل كننده

معادلات ديناميكي را از دو روش  ]6[گرديده است. لي و همكاران 

اند. هر دو روش به معادلات مشابهي  به دست آورده 10و كين 9لاگرانژ

ها از  ي آن منجر شده است. بنابراين معادلات ديناميكي مورد استفاده

لايي برخوردار است. اين امر از نقاط قوت اين مقاله است. كه اطمينان با

شده است. سپس معادلات ديناميكي،  هاي ديگر كمتر ديده  در پژوهش

ي تعادل خطي شده است و براي حفظ تعادل ربات يك  حول نقطه

LQRكنترل كننده 
طراحي شده است. در اين مقاله نيز از مدل  11

يك كنترل كننده  ]7[ه شده است. در ديناميكي لي و همكاران استفاد

مد لغزشي مرتبه كامل ارائه شده است. در اين مقاله معادلات 

سازي به فضاي حالت برده شده و يك كنترل  ديناميكي بعد از خطي

كننده تناسبي براي حذف  كننده مقاوم براي پايدارسازي و يك كنترل

نده كن يك كنترل ]8[اغتشاش طراحي شده است. همينطور در 

مد لغزشي طراحي شده است، كه در آن رديابي  12مشتقي-تناسبي

كننده مد لغزشي معمولي بهبود يافته است. در  مسير نسبت به كنترل

سازي، عدم ساخت ربات و نداشتن نتايج  خطي ]8[و  ]7[ هر دو مقاله

ها به شمار آورد. هوانگ و  هاي اين پژوهش توان از كاستي تجربي را مي

يك ربات تعادلي را به منظور حركت بر روي سطوح  ]9[ 13همكاران

اند. هر چند اين كنترل كننده تعادل ربات را به  شيبدار بررسي كرده

كند، اما با خطاي رديابي در كنترل سرعت ربات مواجه  خوبي حفظ مي

جديد و طراحي كنترل  14است. با در نظر گرفتن يك سطح لغزشي

يك  ]10[ه است. همين طور در كننده جديد اين نقيصه برطرف شد

وسيله نقليه باريك مبتني بر تئوري ربات تعادلي دوچرخ و صندلي 

ساخته شده است. براساس مدل ديناميكي  uw-carمتحرك، به نام 

سيستم و روش ترمينال مد لغزشي، دو ترمينال كنترل كننده مد 

 لغزشي براي كنترل سرعت و ترمز گرفتن طراحي شده است. از نقايص

توان به اين مطلب اشاره كرد كه مدل  مي ]10[و  ]9[اين دو مقاله 

ديناميكي سيستم تنها داراي دو درجه آزادي، زاويه حفظ تعادل و 

 باشد و از زاويه چرخش ربات صرف نظر شده است.  موقعيت ربات مي

دربعضي از مقالات از تابع علامت براي ورودي كنترلي استفاده شده 

تر به  يگر مقالات از تابع اشباع يا يك تابع پيچيدهاست و در بعضي د

به  .جاي تابع علامت براي كاهش چترينگ ورودي استفاده شده است

s|s/(s(| از تابع ]11[عنوان مثال در  اند. از ديگر  استفاده كرده +

توان  اند، مي مقالات كه از كنترل كننده مدلغزشي خطي استفاده كرده

نام برد. به طور  ]13[ 16، يو واي و همكاران]12[ 15كاراناز وو و هم

اغتشاشات خارجي و همچنين اغتشاشات به ] 12[خاص، وو و همكاران 
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علت پارامترهاي سيستم را براي نشان دادن مقاوم بودن كنترل كننده 

  اند.  شبيه سازي كرده

هاي كنترلي ديگر  كننده مدلغزشي اغلب با ادغام استراتژيكنترل

از مد لغزشي به عنوان يك  ]14[شود. نصراالله و همكاران  ستفاده ميا

روش گام به  ]15[و همكاران  17اند. تساي حلقه خارجي استفاده كرده

  اند.عقب و روش كنترل مد لغزشي را با هم ادغام كرده

توان به كنترل كننـده بـر پايـه     هاي غيرخطي مي از ديگر كنترل كننده

طراحـي و   ]17[و  ]16[كاسور و همكاران در  سيلهبه وتابع لياپانف كه 

هـا بـا يـك     اند نام برد. در انتهـا طـرح پيشـنهادي آن    شبيه سازي شده

مقايسه شـده اسـت. در ايـن دو مقالـه نيـز مـدل        LQRكنترل كننده 

بـراي   ]18[ديناميكي سيسـتم تنهـا داراي دو درجـه آزادي اسـت. در     

يه چرخش از كنترل تطبيقي دستيابي به حفظ تعادل ربات و كنترل زاو

اسـتفاده شـده اسـت. كنتـرل كننـده       RBFبه همـراه شـبكه عصـبي    

پيشنهادي از تجزيه سيستم ربات به دو زير سيستم زاويه چرخش ربات 

و حركت آونگ معكوس تشكيل شـده اسـت. در ايـن مقالـه نيـز مـدل       

  ديناميكي سيستم خطي سازي شده است.

سيستم با استفاده از روش كين  دوم ديناميك در اين مقاله در بخش

. بخش سوم شامل تمام مراحل انجام شده ]6[به دست آمده است 

طوري كه در  به باشد. مي كننده سازي كنترل جهت طراحي و پياده

كننده براي زاويه چرخش به صورت يك  قسمت اول آن، يك كنترل

. در قسمت دوم كه در واقع ]19[مسئله بيان شده و حل شده است 

ستم به صورت كننده مورد نظر است و سي قسمت اصلي طراحي كنترل

طراحي  پايدار كننده مد لغزشي كند، يك كنترل عمل مي تحريك نقصان

ديناميكي سيستم استفاده شده  مفهوم از آن لغزشي سطح شده كه براي

است. و در قسمت سوم از بخش سوم نيز، مسئله پايداري كل سيستم 

براي مقايسه  LQRشود. در قسمت چهارم يك كنترل كننده  مطرح مي

نتايج شبيه  چهارم بخش در نهايتاً شده است. پيشنهادي طراحي با روش

سازي سيستم ارائه شده است كه بيانگر مقاوم بودن كنترل كننده 

  باشد.هاي موجود در پارامترها مي پيشنهادي در مقابل عدم قطعيت

  

  مدل ديناميكي –2

اويلر،  -هاي مختلفي مانند نيوتن ها روش براي تحليل ديناميكي سيستم

لاگرانژ، هميلتون، كين و... وجود دارد و استفاده از هر كدام از اين 

ولي  .شود ها در نهايت منجر به استخراج معادلات حركت مي روش

ها در مسايل مختلف، متفاوت  ميزان پيچيدگي هر كدام از اين روش

تواند با بررسي شرايط مساله، مانند تك جسمي است. روش مناسب مي

ي  لزوم محاسبه و ن، وجود قيود سينماتيكييا چند جسمي بود

  العملي تعيين شود.  نيروهاي عكس

است.  در اين مقاله براي تحليل ديناميكي از روش كين استفاده شده

و از تابع  نيستالعملي  ي نيروهاي عكس در اين روش نيازي به محاسبه

شود. در عين حال لازم است سرعت و شتاب اجسام  انرژي استفاده نمي

انتخاب  18هاي عمومي محاسبه شوند. در اين روش ابتدا سرعت

باشند.  مي 19شوند كه در بيشتر موارد مشتق زماني مختصات عمومي مي

هاي عمومي و  اي بر حسب سرعت هاي خطي و زاويه ها و شتاب سرعت

هاي جزيي و  شوند. سپس پس از محاسبه سرعتمشتقاتشان نوشته مي

  :]20[ آيدزير ديناميك سيستم به دست ميقرار دادن آنها در رابطه 
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 ): دستگاه مختصات و فرضيات نيروهاي اعمال شده1شكل (

Fig. (1): Coordinate system of the robot and assumption of 

exerted forces 

  

 )،1در شكل (
1τ و 

2τ هاي سمت راست و چپ به ترتيب گشتاور چرخ ،

x ،موقعيت φزاويه حفظ تعادل و ψ در باشد.  زاويه چرخش ربات مي

  .]6[) مقادير پارامترهاي سيستم آورده شده است 1جدول (

  
Table (1): Mechanical parameters of robot [6] 

  ]6 [): مقادير پارامترهاي مكانيكي ربات1جدول (

d 0.1  ها مركز جرم تا محور چرخ فاصله از m  
ms 5 جرم بدنه kg  

I2 2-اينرسي چرخشي بدنه در جهتn 3 23.679 10 kg m−×  

I3 3-اينرسي چرخشي بدنه در جهتn 3 228.07 10 kg m−×  

b 0.1 ها ي بين چرخ نصف فاصله m  
R  0.073 شعاع چرخ m  

mc 0.503 جرم چرخ kg  

  

  آيد: نهايتاً، معادلات حركت به صورت زير به دست مي



 54-45، ص. طراحي كنترل كننده مد لغزشي براي ربات تعادلي دوچرخ

 

)48( 

)(sindm

cosdmx)mm(3
R

22

s

ssc
21

ψ+φφ+

φφ−+=
τ+τ

−

&&

&&&& )2         (                   

φψφφ+

ψ








+φ+







+=τ−τ

&&

&&

cossindm

Isindmm
R2

1
L3)(

R

L

2

s

2

22

cc2

2

21 )3(         

( )
φ+φφφ+

φ−−+φ=τ+τ

singdmcossindm

Idmxcosdm

s

22

s

3

2

ss21

&

&&&& )4            (                  

براي راحتي به منظور پياده سازي كنترل مد لغزشي معادلات را به فرم 

هاي سيستم  كنيم كه در آن ورودياستاندارد فضاي حالت تبديل مي

  باشند: به صورت زير مي

212211 u,u τ−τ=τ+τ= )5              (                             

  چرخ داريم: زاويه حفظ تعادل ربات تعادلي دو براي
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  آيد: زاويه چرخش ربات نيز به صورت زير به دست مي
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  چرخ نيز داريم: و براي موقعيت ربات تعادلي دو
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  طراحي كنترل كننده - 3

سازي  اين قسمت شامل تمام مراحل انجام شده جهت طراحي و پياده

باشد. به طوري كه در بخش اول، يك كنترل كننده  كنترل كننده مي

شود. در بخش دوم كه در واقع قسمت  براي زاويه چرخش پيشنهاد مي

ه صورت نقصان اصلي طراحي كنترل كننده مورد نظر است و سيستم ب

كننده مد لغزشي پايدار طراحي  كند، يك كنترل تحريك عمل مي

شود كه براي سطح لغزشي آن از مفهوم ديناميكي سيستم استفاده  مي

شود. در بخش سوم با تعريف يك تابع لياپانف به اثبات پايداري  مي

شود و در بخش چهارم روشي  كنترل كننده طراحي شده پرداخته مي

شود و در بخش پنجم نيز يك كنترل  چترينگ ارائه ميبراي كاهش 

  شود. براي مقايسه با كنترل كننده مد لغزشي طراحي مي LQRكننده 
  

  طراحي كنترل كننده زاويه چرخش ربات -2- 3

  صورت مسئله -2-1- 3

  ) را در نظر بگيريد.9سيستم غير خطي نقصان تحريك (

، ψ تغير حالت، به نحوي است كه مu2هدف يافتن ورودي كنترلي 

هاي آورده شده در رابطه  را با وجود عدم قطعيت dψ متغير مطلوب

  ) تعقيب كند.9(
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  حل مسئله: -2-2- 3

  شود: بر اين اساس سطح لغزشي به صورت زير تعريف مي

ψλ+ψ=ψ−ψλ+ψ−ψ= ~~)(s 2d2d2
&&& )10          (      

0s2 حال بايد معادله   حل شود. &=

2

2d2
2

2d2222d2

b̂

~f̂
û

0~ubf~s

ψλ−ψ+−
=⇒

=ψλ+ψ−+=ψλ+ψ−ψ=

&&&

&&&&&&&&&

)11   (  

  گيريم. ) در نظر مي13) و ورودي كنترلي را (12كه ورودي معادل (

ψλ−ψ+−= &&& ~f̂u 2d22eq
)12                                          (  

)]ssgn(.ku[b̂u 222eq

1

22 −= − )13                               (  

  آيد: بهره ورودي به صورت زير به دست مي ]14[حال طبق 

2eq22222 u)1B()F(Bk −+η+≥ )14             (            

  

  طراحي كنترل كننده توام موقعيت و زاويه حفظ تعادل -3- 3

  صورت مسئله -3-1- 3

  سيستم غير خطي را در نظر بگيريد.

 و x ، به نحوي است كه متغيرهاي حالتu1 يافتن ورودي كنترلي هدف

φ متغيرهاي مطلوب xd 0 وd =φ هاي  را با وجود عدم قطعيت

  ) تعقيب كنند.15آورده شده در رابطه (
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  حل مسئله -3-2- 3

هاي نقصان تحريك داراي ورودي كمتر نسبت به  اينكه سيستمبه دليل 

باشند، از روش معمول براي طراحي كنترل  درجه آزادي سيستم مي

بر اين اساس سطح لغزشي به صورت زير  .توان استفاده كرد كننده نمي

  شود: پيشنهاد مي







+λ=φ

φ−φλ+φ=

x~x~

s

2d

d11

&

&

)16                                          (       

بدين ترتيب يك سطح لغزشي براي هر دو فضاي حالت انتخاب 

كنيم و هنگامي كه سطح لغزشي با ورودي پيشنهاد شده به سمت  مي

  شود. )، اهداف هر دو ورودي ايجاد مي17ي ( صفر ميل كند طبق رابطه





→⇒→

→φ
→

d

1
xx0x~

0
0s )17                                    (  

پردازيم. در اين جا فرض  ) مي17ي ( به اثبات رابطه )1- 4-3در بخش (

0s1 حال بايد معادله ) برقرار باشد.17ي ( كنيم رابطه مي حل شود  &=

]14[.  

1

11
1111131

b̂

f̂
û0ubfs

φλ−−
=⇒=φλ++=φλ+φ=

&
&&&&& )18(    

  گيريم. ) در نظر مي20) و ورودي كنترلي را (19ورودي معادل (

φλ−−= &
111eq f̂u )19        (                                             

)]ssgn(.ku[b̂u 111eq

1

11 −= − )20                               (      

  آيد: بهره ورودي به صورت زير به دست مي ]14[حال طبق 

1eq11111 u)1B()F(Bk −+η+≥ )21                          (  

  

  بررسي پايداري - 4- 3

  ح لغزشيبررسي پايداري سطو - 1- 4- 3

همان گونه كه اشاره شد كنترل سيستم ربات تعادلي شامل دو بخش 

باشد. بخش اول كنترل زاويه چرخش ربات است كه با توجه به مي

تواند به راحتي  مجزا بودن كانال آن نسبت به موقعيت و زاويه تعادل مي

يك خروجي كنترل شود و پايداري -به صورت يك سيستم يك ورودي

قابل اثبات است. اما با فرض كنترل زاويه چرخش در آن به راحتي 

توان ديناميك سيستم را به صورت يك سيستم يك مقدار مطلوب، مي

  گرفت: نظر در زير بدنه) تعادل زاويه و دو خروجي (موقعيت ربات ورودي
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به  s1 لغزش توان نشان داد سطح براي اين وضعيت هم به راحتي مي

سمت صفر سوق داده خواهد شد. اما نكته مهم اين است كه با ميل 

 ~x و φ كه دارد وجود چه تضميني صفر سمت به لغزش سطح كردن

d11s فرض با ؟كنند نيز به سمت صفر ميل مي φ−φλ+φ= به  &

 به سمت φ صفر گردد، 1sصورتي كهتوان نشان داد كه در  راحتي مي

dφ 0 ميل خواهد كرد. در اين حالت داريم=φ=φ   ، در نتيجه:&&&

1sc ux)mm(R3 −=+ && )23                             (                

1dsds usingdmxcosdm =φ+φ && )24                (          

  ) داريم:24) و (23ي ( با جمع دو رابطه

0sinx
gdm

)mm(R3cosdm
d

s

scds =φ+
++φ

&& )25          (  

  به صورت زير: a اكنون با فرض ثابت

gdm

)mm(R3
a

s

sc +
= )26                                                  (  

  داريم:

0sinxacos
g

1
dd =φ+








+φ &&

)27       (                         

x~z1 اگر xzو  =   ) داريم:16ي ( فرض شود و با در نظر گرفتن رابطه =&

221121d zzxx~ λ+λ=λ+λ=φ & )28                    (                 

) به يك 28) را طبق فرض (27توان معادله غير خطي ( اكنون مي

  ) تبديل كرد.29(سيستم غير خطي 
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اين سطح لغزشي را  ]22و21[ همانطور كه اشرافيون و همكاران در

 براي ربات تعادلي دو ]10و9[پيشنهاد دادند و هوانگ و همكاران در 

) آن را حول 29سازي كردند، براي بررسي پايداري سيستم ( چرخ پياده

كنيم. در نتيجه براي خطي مي [0     0]=[z1     z2] ه تعادلنقط

  سازي شده داريم: سيستم خطي
T

21 ]zz[Z,Z.AZ ==& )30               (  

  كه در آن:
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  در نتيجه داريم:
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  آوريم: را به دست مي Aس حال معادله مشخصه ماتري
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)50( 

باشد. بر طبق قانون پايداري راث  متغير لاپلاس مي s از آنجايي كه

  ) پايداري مجانبي است اگر داشته باشيم:32هورويتز، سيستم خطي (

0
ag1

g
,

ag1

g
>

+

λ

+

λ )34                                                  (  

هاي بزرگتر از صفر هستند  ثابت g، 1λ، 2λ، α با توجه به اينكه

شود. در نتيجه سطح لغزشي پيشنهادي، اهداف  ) برآورده مي34شرط (

x و φ سازد. را برآورده مي  
  

  بررسي پايداري كلي كنترل كننده مد لغزشي - 2- 4- 3

هاي كنترلي  براي بررسي پايداري كلي سيستم بعد از اعمال ورودي

  شود: )، تابع لياپانف به صورت زير در نظر گرفته مي25) و (17(
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اين تابع يك تابع مثبت معين است. حال با گرفتن مشتق نسبت به 

  زمان داريم:

)~~(s)
~~

(sssssV 22212211 ψλ+ψ+φλ+φ=+= &&&&
&&& )36      (  

  ) داريم:36) در (15) و (9سپس با جايگذاري معادلات (
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f̂f(f̂f( با جايگذاري ) 12) و (11و همچينين معادلات ( =+−

  ) داريم:37در معادله (
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  ، پايدار مجانبي است.V دهد كه تابع لياپانف ) نشان مي38ي ( رابطه

  

  كاهش چترينگ -5- 3

هاي كاهش چترينگ استفاده از  همانطور كه قبلاً بيان شد يكي از روش

) و 18س معادلات (تابع اشباع به جاي تابع علامت است. بر اين اسا

  كنند. ) به صورت زير تغيير پيدا مي25(

)]s(satkû[b̂u 111

1

11 −= − )39                            (             

)]s(satkû[b̂u 222

1

32 −= − )40                                       (  

  شود: كه تابع اشباع به صورت زير تعريف مي
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  LQRطراحي  - 6- 3

بايد ابتدا مدل خطي سيستم را به دست آوريم.  LQRبراي طراحي 

 حول نقطه تعادلمعادله فضاي حالت سيستم 

TT

e ]000000[]xx[x =ψψφφ= خطي  &&&

  باشد:شده به صورت زير مي

)42                                                             (
x = Ax+ Bu

y = Cx+ Du

&

  
T

33

T ][u,]xx[x βα=ψψφφ= &&& )43        (       
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براي به دست آوردن بهره فيدبك حالت بهينه، پاسخ تابع هزينه رابطه 

  آيد: ) به دست مي48يكاتي () با حل معادله ر46(

∫ ′+′= dt)RuuxQx(J )46                                     (  

K=R
-1

B
'
P )47                                      (                             

PBPBRQPAPAP 1 ′−++′=− −& )48                    (        

حل ساده اين  يك راه R و Q يهاي ماتريسهاي قطر براي انتخاب وزن

بيشتري داشته باشند  تأثيرخواهيم است كه براي متغيرهاي كه مي

 φ مقدار مثبت بيشتري قرار داده و بالعكس. در اين ربات زاويه تعادل

را  Q، R هاي بدين ترتيب وزن ماتريس .از اهميت بالايي برخوردار است

  كنيم. به صورت زير انتخاب مي
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  آيد: در نتيجه با حل معادله ريكاتي بهره به صورت زير به دست مي
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  شبيه سازي -4

جهت پياده سازي مدل ربات تعادلي دوچرخ و شبيه سازي از قسمت 

 Simulink  ير بلوك دياگرام استفاده شده است. شكل ز متلبنرم افزار

  دهد. شبيه سازي سيستم را نشان مي
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  متلبنرم افزار  Simulink): بلوك دياگرام در 2شكل (

Fig. (2): Simulink block diagram in MATLAB 
 

  نتايج شبيه سازي - 4-1

) به ترتيب زاويه تعادل ربات، زاويه انحراف 5) و (4)، (3هاي ( در شكل

بدون عدم قطعيت نشان داده شد  LQRرل ربات و موقعيت ربات با كنت

در اين  LQRشود كنترل كننده است. همان طور كه مشاهده مي

ها تمامي سازيكند. براي شبيهحالت به خوبي سيستم را كنترل مي

) مقدار 1استخراج شده است كه در جدول ( ]8[پارامترهاي سيستم از 

جلوگيري از پارامترها مشخص شده است. در اين تحقيق به منظور 

 هاي مطلوبتوليد تابع ضربه در مشتقات ورودي مرجع، ورودي

xd=2m  و o
90d =ψ پس از عبور از فيلتر )as/(a به  +

ها فرض شد كه حداكثر  اند. براي انجام شبيه سازي سيستم اعمال شده

هاي باشد و در هر مرحله پارامتر مي N.m 30 گشتاور موتورها

اي تنظيم گرديد كه گشتاور اعمالي به سيستم از  كننده به گونه كنترل

  اين حد تجاوز نكند.

÷ 

  بدون عدم قطعيت LQR): زاويه حفظ تعادل ربات با كنترل 3( شكل
Fig. (3): Pitch Angle of robot with LQR controller without 

considering limits of uncertainties 
 

 
  بدون عدم قطعيت LQRاويه چرخش ربات با كنترل كننده ): ز4شكل (

Fig. (4): Yaw angleof robot with LQR controller without 

considering limits of uncertainties 

  
  بدون عدم قطعيت LQR): جابجايي ربات با كنترل كننده 5شكل (

Fig. 4: Position of robot with LQR controller without 

considering limits of uncertainties 
 

% عدم قطعيت در جرم بدنه 100ها،سازي تر شدن شبيهاما براي واقعي

  ربات در نظر گرفته شد.

 

  
  با عدم قطعيت LQR): زاويه حفظ تعادل ربات با كنترل كننده 6شكل (

Fig. (6): Pitch angle of robot with LQR controller of 

considering limits of uncertainties 

 

  
  با عدم قطعيت LQR): زاويه چرخش ربات با كنترل كننده 7شكل (

Fig. (7): Yaw Angle of robot with LQR controller considering 

limits of uncertainties 
 

  
  با عدم قطعيت LQR): موقعيت ربات با كنترل كننده 8شكل (

Fig. (8): Position of robot with LQR controller considering 

limits of uncertainties 
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شود، كنترل  ) ملاحظه مي8) و (7) ،(6( هاي همان طور كه در شكل

قادر به كنترل زاويه حفظ تعادل و موقعيت در حضور  LQR كننده 

  باشد.عدم قطعيت در جرم ربات نمي

مد سازي كنترل كننده ) نتايج شبيه12) و (11)، (10)، (9هاي ( شكل

  دهند.لغزشي را در حضور عدم قطعيت در جرم ربات نشان مي

 

  
  ): زاويه حفظ تعادل ربات با كنترل كننده مد لغزشي با تابع علامت9شكل (

Fig. (9): Pitch Angle of robot with sliding mode Controller 

considering limits of uncertainties 

 

 
 نترل كننده مد لغزشي با تابع علامت): زاويه چرخش ربات با ك10( شكل

Fig. 10: Yaw Angle of robot with sliding mode Controllerusing 

sign function 

 
  ): موقعيت ربات با كنترل كننده مد لغزشي با تابع علامت11شكل (

Fig. (11): Position of robot with sliding mode controller using 

sign function 
  

  

  
  ها با كنترل مد لغزشي با تابع علامت ): گشتاور چرخ12( شكل

Fig. (12): Torques of wheeled of robot with sliding mode 

controller using sign function 

 

) كه به ترتيب زاويه حفظ 11)، (10)، (9هاي ( همان طور كه در شكل

شود، ده ميباشند مشاهتعادل ربات، زاويه چرخش و موقعيت ربات مي

هاي موجود  كنترل كننده مد لغزشي پيشنهادي در برابر عدم قطعيت

دهد كه سيگنال ) نشان مي12(  باشد. شكل در سيستم مقاوم مي

هاي سمت چپ و راست)، به علت   (گشتاور چرخهاي ربات ورودي

استفاده از تابع علامت در ورودي كنترلي به شدت داراي چترينگ 

اين تحقيق براي كاهش چترينگ كنترل كننده از تابع . لذا در باشند مي

  . اشباع به جاي تابع علامت استفاده شد
 

  

  
  ): زاويه حفظ تعادل ربات با كنترل كننده مد لغزشي با تابع اشباع13شكل (

Fig. (13): Pitch angleof robot with sliding mode controller using 

saturation function 
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  اشباعكننده مدلغزشي با تابع  زاويه چرخش ربات با كنترل): 14(شكل 

Fig. (14): Pitch Angle of robot with sliding mode controller 

using saturation function 

 

  
  تابع اشباع موقعيت ربات با كنترل كننده مدلغزشي با ):15(شكل 

Fig. (15): Position of robot with sliding mode controller using 

saturation function 

  

  
  سمت راست با كنترل مد لغزشي با تابع اشباع  ): گشتاور چرخ16( شكل

Fig. (16): Right wheeled torque of robot with sliding mode 

controller using saturation function 

  
  سمت چپ با كنترل مد لغزشي با تابع اشباع  ): گشتاور چرخ17( شكل

Fig. (16): Left wheeled torque of robot with sliding mode 

controller using saturation function 

  

) به ترتيب زاويه حفظ تعادل، زاويه چرخش 15(-)13هاي ( شكلدر 

) و 16ربات و موقعيت ربات با تابع اشباع نشان داده شده است. شكل (

دهد كه چترينگ  ان مي) نيز سيگنال ورودي كنترلي سيستم را نش17(

 آن به خوبي كاهش يافته است. 

  

  نتيجه گيري -5

كننده مد لغزشي براي كنترل ربات تعادلي در اين تحقيق يك كنترل

دو چرخ طراحي گرديد. ويژگي كنترل كننده طراحي شده اين است كه 

بر اساس مدل غيرخطي سيستم طراحي شده و در هنگام طراحي عدم 

امترهاي سيستم نيز در نظر گرفته شده است. قطعيت موجود در پار

نيز  LQRهمچنين براي مقايسه روش پيشنهادي يك كنترل كننده 

چرخ  تعادلي دو ربات هاي سازي شبيه نتايج گرديد. براي سيستم طراحي

دهد كه كنترل در صورت عدم وجود عدم قطعيت در سيستم نشان مي

توجه به غير خطي بودن پاسخ مناسبي در بر دارد. اما با  LQRكننده 

سيستم و وجود عدم قطعيت در شرايط عملي، كنترل مد لغزشي 

نمايد كه نشان تري ارائه مي طراحي شده در اين مقاله پاسخ قابل قبول

هاي  كننده مد لغزشي به خوبي در مقابل عدم قطعيتدهد كنترلمي

ييد سازي تاباشد. همچنين نتايج شبيه پارامترهاي سيستم، مقاوم مي

جاي تابع علامت در كاهش ه نمايد كه استفاده از تابع اشباع بمي

  باشد.مي مؤثرچترينگ موجود در سيگنال كنترلي بسيار 

  

  نوشت: پي

1- Underactuted system 
2- Mobile Robot 

3- Inverted Pendulum 

4- Segway 

5- KazauoYamafugi 

6- MATLAB 

7- Proportional -Integral-Derivative 
8- David Anderson 

9- Lagrange 

10- Kane 

11- Linear-quadratic regulator 

12- Proportional -Derivative 
13- Huang,J. et al 

14- Sliding surface 

15- Wu, J. et al 

16- Yau, H. et al 
17- Tsai, C. et al 

18- Generalized Speeds 

19- Generalized Coordinates 
 

   

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

time (sec)

Y
a
w

 A
n

g
le

 (
D

e
g

)

 

 

Actual

Desired

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

time (sec)
P

o
s
it

io
n

 (
m

)

 

 

Actual

Desired

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

time (sec)

R
ig

h
t 

w
h

e
e

l 
T

o
rq

u
e

 (
N

.m
)

 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

time (sec)

L
e
ft

 w
h

e
e
l 
T

o
rq

u
e

 (
N

.m
)

 

 



 54-45، ص. طراحي كنترل كننده مد لغزشي براي ربات تعادلي دوچرخ

 

)54( 

References 
[1] S. Inc, "Simply moving", Available from: http://www.segway.com/, 2012.  

[2] K. Yamajuji, T. Kawamura,"Postural control of a monoaxial bicycle", Journal of the Robotics Society of Japan, Vol. 

7, No. 4, pp. 74–79. 1989. 

[3] T. Blackwell, "How to build a self balancing scooter", http://tlb.org/scooter.html, 2005. 

[4] M. Clark, J. Field, S. Mc Mahon, Phililps, "EDGAR, aself-balancing scooter", University of Aadelaide. 2005. 

[5] A.D. nBot Balancing Robot, Available from: http://www.geology.smu.edu/~dpa-www/robo/nbot/, 2008. 

[6] D.Y. Lee, Y.H. Kim, B.S. Kim, Y.K. Kwak, "Dynamics and control of non-holonomic two wheeled inverted 
pendulum robot", pp. 373-381, Springer 2006. 

[7] S.W. Nawawi, M.N. Ahmad, J.H.S. Osman, "Control of two-wheels inverted pendulum mobile robot using full 

order", Proceedings of the International Conference on Man-Machine Systems, Langkawi, Malaysia, Sep. 2006  

[8] S.W. Nawawi, M.N. Ahmad, J.H.S. Osman, A.R. Husain, M.F. Abdollah, "Controller design for two-wheels 

inverted pendulum mobile robot using PISMC", Proceeding of the IEEE/SCORED, pp.194–199, Selangor, June 

2006. 

[9] J. Huang, Z.H. Guan, T. Matsuno, T. Fukuda, et al., "Sliding-mode velocity control of mobile-wheeled inverted-

pendulum systems", IEEE Trans. on Robotics, Vol. 26, No. 4, pp. 750-758, 2010. 

[10] H. Jian, F. Ding, T. Fukuda, T. Matsuno, "Modeling and velocity control for a novel narrow vehicle based on 

mobile wheeled inverted pendulum", IEEE Trans. on Control Systems Technology, Vol. 21, No. 5, pp. 1607-1617, 

2013. 

[11] N.M.A. Ghani, N.I.M. Yatim, N.A. Azmi, "Comparative assessment for two wheels inverted pendulum mobile 
robot using robust control", Proceeding of the IEEE/ICCAS, pp. 562–567, Gyeonggi-do, Oct. 2010. 

[12] J. Wu, Y. Liang, Z. Wang, "A robust control method of two-wheeled self balancing robot", Proceeding of the 

IEEE/IFOST, pp. 1031–1035, Harbin, Heilongjiang, Aug. 2011. 

[13] H.T. Yau, C.C. Wang, N.S. Pai, M.J. Jang, "Robust control method applied in self-balancing two-wheeled", pp. 

268-271, Wuhan, Nov./Dec. 2009. 
[14] D.S. Nasrallah, H. Michalska, J. Angeles, "Controllability and posture control of a wheeled pendulum moving on 

an inclined plane", IEEE Trans. on Robotics, Vol. 23, pp. 564–577, 2007. 

[15] C.C. Tsai, S.Y. Ju, "Trajectory tracking and regulation of a self-balancing two-wheeled robot: A backstepping 

sliding-mode control approach", Proceedings of the IEEE/SICE, pp. 2411–2418, Taipei, Aug. 2010. 

[16] Z. Kausar, K. Stol, N. Patel, "Stability region estimation of statically unstable two wheeled mobile robots", 

Proceeding of the IEEE/ROBIO, pp. 1379–1384, Karon Beach, Phuket, Dec. 2011. 
[17] Z. Kausar, K. Stol, N. Patel, "Nonlinear control design using lyapunov function for two wheeled mobile robots", 

Proceeding of the IEEE/ M2VIP, pp. 123-128, Auckland, Nov. 2012. 

[18] T. Ching-Chih, H. Hsu-Chih, L. Shui-Chun, "Adaptive neural network control of a self-balancing two-wheeled 

scooter", IEEE Trans. on Industrial Electronics, Vol. 57, No. 4, pp. 1420-1428, 2010. 

[19] J.J.E. Slotine, W. Li,"Applied nonlinear control", Prentice Hall,  1991. 

[20]H.A. Shirazi, "Dynamic analysis, simulationand control ofuniaxialtwo-wheelvehicles", M.Sc. dissertation, 
Mechanical Engineering, University Sanaati Sharif, 2011. 

[21] H. Ashrafiuon, R.S. Erwin, "Sliding control approach to underactuatedmultibody systems", Proceeding of the 

IEEE/ACC, pp. 1283–1288, Boston, MA, USA, June/July 2004. 

[22] M. Nikkhah, H. Ashrafiuon, F. Fahimi, "Robust control of under-actuated biped using sliding modes”, Robotica, 

Vol. 25, No. 3, pp. 367–374, 2006. 

  


