
 براي سيستم جرم و فنر متوالي حل مساله معكوس ارتعاشي

  پورمحمدرضا تابش

  تهران، ايران، صنعتي شريفدانشگاه مهندسي مكانيك،  استاديار، دانشكده
  tabeshpour@sharif.edu ،11559567، تهران *

  چكيده
ها به باشند، جرمهاي برشي ميبه سازه موسوم ها كههاي ارتعاشي بررسي شده است. در اين گونه سيستماز سيستم يدسته خاص ن مقاله مساله ارتعاش معكوس برايايدر 

هاي سختي با معلوم بودن فركانس و جرممقادير  تعيين ،هدفشود. بين دو جرم متوالي يك فنر وجود دارد. در اينجا از اثر ميرايي صرف نظر مي طور متوالي قرار داشته و
  بررسي شده است.ي يهاتوسط مثال نكارايي آو  ارائه شدهوسختي وجود دارد كه در اينجا نيز  جرمي براي تعيين مقادير منحصر به فرد روش باشد.ميارتعاشي 
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Abstract	
Inverse	problem	for	spring‐mass	systems	called	shear	structures	is	presented	in	this	paper.	Shear	structure	is	a	system	with	spring	and	mass	
after	each	other	and	there	is	a	spring	between	two	masses.	Damping	effects	are	neglected	here.	The	aim	is	determining	the	mass	and	stiffness	
of	 the	 system	with	 pre	 assigned	 frequencies.	 There	 is	 a	 method	 for	 solving	 such	 a	 problem	 that	 is	 presented	 here.	 Some	 examples	 are	
discussed.	Such	a	problem	can	be	used	for	several	important	problems.	
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  مقدمه -1
باشد. حالت اول عبارتست از مساله برگشتي ارتعاش داراي دو شكل كلي مي

هاي سيستم، داده شده هاي جرم و سختي در صورتي كه فركانسماتريستعيين 
	4- 5 [تيرها ،]1- 3[اي هاي ميلهبراي سازه مسالهباشند. اين   هايسيستم و]

تعيين  توسط برخي از محققين بررسي شده است. حالت دوم، ]6- 10[سستهگ
هاي تغييرات در خواص مكانيكي (جرم و سختي) به منظور اصلاح فركانس

مقادير ويژه سيستم به  در اين حالت هدف، انتقال برخي از باشد.ارتعاشي مي
توان يك باشد. با تركيب دو حالت بيان شده ميهاي دلخواه ميسمت مقدار

 شودمورد اول پرداخته مي به مطالعه مساله معكوس كامل را حل نمود.دراين
  ه شده است.استفاد ]1[مرجع  در آلگوريتم ارائه شده ن ازآدر  و

در  ،دهدجواب منحصر به فرد نمي هاي برشيبراي سازهفوق  آلگوريتم
توسط  نآوكارايي  ارائه شدهمقاله روشي براي حل اين مشكل  در اين نتيجه

  گردد.چند مثال بررسي مي

  معادلات ديناميكي - 2
معادله ديناميكي حاكم بر آن در حالت ارتعاش آزاد  1با در نظر گرفتن شكل 

  :]1[توان بصورت زير نوشترا مي
 )1         (                                    M x t K x t[ ]{ ( )} [ ]{ ( )} {0}+ =  

ماتريس جرم  [M]عضو برابر صفر،  N} يك بردارستوني داراي 0كه در آن {
]و  ]K ماتريس سختي بوده و:  
)2(                                               NM diag m m m1 2[ ] { , , , }=  

)3  (                       [ ]

N N
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ام آن  iباشد كه مولفه عضو مي Nيك بردار ستوني داراي  {x}همچنين 
باشد. چنانچه مشاهده و زمين مي  iبرابر جابجايي نسبي بين طبقه  xiيعني 

وسختي هر دو متقارن هستند. همچنين هر دو هاي جرم شود ماتريسمي
] باشند.معين مي -ماتريس، مثبت  ]M يك ماتريس قطري و[ ]K   يك

توان به شكل ) را مي1باشد. جواب معادله (ماتريس سه قطري مي
x t x t { ( )} { }sin( )=   در نظر گرفت، در نتيجه: +

)4        (                       K x M x  2											 =[ ]{ } [ ]{ }=  
 } مقدار ويژه وxباشد.ناظر آن مي} بردار ويژه مت  
  

  برشي سازه 1 شكل
 توان به صورت زير بيان كرد:مي را  

T

T

x K x

x M x
 { } [ ]{ }

{ } [ ]{ }
=                                               )5(  

]با توجه به قطري بودن  و ]M توان نوشت:مي  

k1 k2 Nk
m1 m2 Nm

 95 آذر 10پذيرش:    95 مهر 5دريافت:
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  شود:ابتدا قضاياي زير بيان مي براي تشريح مساله معكوس ارتعاشي،
هـاي حقيقـي و   ي جفـت مـاتريس  : مقادير ويژه و بردارهاي ويـژه بـرا  1قضيه 
] متقارن ]M و [ ]K باشند.حقيقي مي  
i) اگر دو مقدار ويژه متمايز باشـند  4: در معادله (2قضيه  j ( در ايـن   ¹(

]صورت بردارهاي ويژه متناظر نسبت به  ]M  و[ ]K يعنيمتعامدند ،  
   T T

i j i jx M x x K x{ } [ ]{ } { } [ ]{ } 0= =  
] : اگر3قضيه  ]M  [ ]K N) داراي 4معين باشند، آنگـاه معادلـه (   -مثبت , 

  باشد.مقدار ويژه مثبت مي
): اگر 4قضيه  )N

iD
1

]ماينورهاي اصلي ماتريس   ]M     باشـند در ايـن صـورت

[A]  معين است، اگر و فقط اگر  -مثبت( )N
iD

1
نيمه معـين   -و مثبت  <0

)است اگر و فقط اگر  )N
iD

1
NDو  0³ 0=.  

]) مـاتريس  4در معادله ( ]M    مثبـت و معـين و[ ]K   نيمـه معـين    -مثبـت
]است.با تعريف  ]L : به صورت رابطه  

T
NL L diag m m m1/2 1/2 1/2

1 2[ ] [ ] , , ,é ù= = ê úë û                    )7   (          

  توان نوشت:مي
TM L L[ ] [ ][ ]=                                              )8 (  

Tuبا تعريف بردار  L x{ } [ ] { )كه منجر به تساوي  ={ )Tx L u
1

{ } [ ] { }
-

= 

L) ازسمت چپ در4شود و با ضرب طرفين رابطه (مي 1[  :آيدرابطه زير بدست مي -[

)9      (                                 B u u x 1/2			,				{u}=[M][ ]{ } { } { }=  

)10(                     ( )TB L K L M K M
11 1/2 1/2[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]

-- -= =  

  تئوري مساله معكوس - 3
]K ) از آنجا كه ماتريس10با توجه به معادله ( ]B متقارن است، [ نيز  [

]B متقارن خواهد بود. همچنين ماتريس        سه قطري و مثبت معين [
نامند. در نيمه معين) است. چنين ماتريسي را ماتريس ژاكوبي مي - (يا مثبت 

]Bفرم استاندارد، داراي اعضاي مثبت روي قطر بوده و اعضاي غيرقطري آن  [
  باشند:منفي مي
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)ماينورهاي اصلي  )B I[ ] [   شوند:به صورت زير تعريف مي -[

N
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  باشد:و رابطه برگشتي زير برقرار مي
( )r r r r rP a P b P    2

1 1 1( ) ( ) ( ) , (r 1,2, ,N 1)+ + -= - - = -  )13(  

rs: تعريف ( )ها در جملات رشته تجمعي تغيير علامت تعدادبا  استبرابر  ( )r
iP 

0
( )   

rb2: اگر  5قضيه  rباشد،  <0 N( 1,2, , 1)= )، آنگاه - )N
rP 

1
( يك  (

  ه داراي دو خاصيت زير است:دهد كرشته (دنباله) اشتورم را تشكيل مي
1- P 0( )همواره داراي يك علامت است  ( )P 0( ) 1º  
rPجواب  اگر  -2 ( rPباشد، آنگاه  ( 1( rPو  +( 1( غير صفر بوده و  -(

  متفاوتند.هاي داراي علامت
rs:6قضيه   ( rPاز مقدار جواب  كند كه فقط هنگامي تغيير مي ( ( ) 

  بگذرد (زيادتر شود).
rPهاي : جواب7قضيه  ( rP حقيقي هستند، بعلاوه اگر  ( 0( ) و 0¹

rs k0( ) rPآنگاه  = ( 0جواب كمتر از  kداراي (
  خواهد بود. 

  توان نتايجي به شرح زير گرفت:از قضاياي فوق مي
  باشند.مقادير ويژه ماتريس ژاكوبي متمايز مي -1
rPهاي تعدادي از جواب -2 ( باشند مي و  كه بين  (  ( )< < ،

rبرابر  rs s ( ) (   باشد.مي -(
rPهاي يكي از جواب 0اگر  -3 ( از مقدار باشد، آنگاه هنگامي كه  (

0-  به0+ رسد علامت عبارت ميr rP P 1( ). ( از مثبت به منفي  -(
sشود و تبديل مي 1(   يابد.يك واحد افزايش مي (

rP: بين هر دو جواب مجاور براي 8قضيه  ( ، يك و فقط يك جواب از (
rP 1( rPو همچنين يك و فقط يك جواب از  -( 1(   گيرد.جاي مي +(
وجود دارد به نحوي كه  [B]: يك ماتريس ژاكوبي منحصر به فرد 9قضيه 

)مقادير ويژه آن  )N
i 1

  بطور متوالي و متمايز باشند: 
N  1 2< < <  

است كه داراي مقادير مشخص براي  }uو داراي بردارهاي ويژه يكه {
( )N

iu1 1
)يا   )N

Niu
1

  باشد.مي 
باشد. اثبات وجود آن اثبات: اين قضيه داراي دو قسمت وجود و يگانگي مي

گيرد. اثبات توسط ساختن ماتريس با استفاده از الگوريتم لانكزوس انجام مي
)ارائه شده براي حالتي است كه  )N

iu1 1
در  i}{uمعين باشند. بردارهاي ويژه  

  كنند:رابطه زير صدق مي
)14          (                                                    i i iB u u[ ]{ } { }=  

]با قراردادن  ]NU u u1[ ] { } , ,{ و با استفاده از شرط تعامد كه  ={
  باشد):دلتاي كرانكر مي ijبصورت(

T
i j iju u { } { } =                                 )15 (  

  :توان نوشتباشد ميمي
T T[U]	[U] [U] [U] [I]= =                              )16(  

  توان به شكل زير بازنويسي نمود:رابطه فوق را مي
N

ri si rs

i

u u 
1=

=å                               )17(  

  با قراردادن: 
T

r r r rNx u u u1 2{ } { , , , }=                           )18(    

 :آيد) به صورت زير در مي17معادله (
T
r s rsx x { } { } =                           )19(  

[B]	[U] [U]	[ ]=                               )20(  

Tبا تعريف 
Nx x x[X] [U]1 2[{ } ,{ } , ,{ } ]= توان به معادله فوق را مي =

]صورت زير بازنويسي نمود: (   ماتريس قطري مقادير ويژه است): [
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[X]	[B] 	[X][ ]=                                )21(  

اولين معادله از  [X]) و براساس تعريف 11از رابطه ( [B]با جايگذاري 
  باشد:) به شكل زير مي21دستگاه معادلات (

a x b x x1 1 1 2 1{ } { } [ ]{ }- =                                            )22(  

Txاگر طرفين رابطه بالا از چپ در  1{   آيد:بدست مي a1ضرب شود، مقدار  {
Ta x x1 1 1{ } [ ]{ }=                                             )23 (  

  توان نوشت:) مي22و با استفاده از رابطه ( a1بعد از تعيين 
b x d a x x1 2 2 1 1 1{ } { } { } [ ]{ }= = -                             )24(  

xاز آنجا كه طول بردار  2{ معادل نرم بردار  b1برابر واحد است، در نتيجه  {
d 2{ xباشد، و سپس از معادله بالا بردار مي { 2{ قابل تعيين است. با معلوم  {
) را به صورت زير 21ادلات (ام از دستگاه مع iتوان معادله مي b1و a1شدن

  نوشت:
i i i i i i ib x a x b x x1 1 1{ } { } { } [ ]{ }- - +- + - =                         )25 (  

  توان نوشت:با استفاده از شرط تعامد مشابه حالت قبلي مي
T

i i ia x x{ } [ ]{ }=                                   )26 (  

i i i i i id b x a x x1 1 1{ } { } { } [ ]{ }+ - -=- + -                )27(  

i ib d 1{ } +=                  )28 (  

i i
i

x d
b1 1
1

{ } { }+ +=                                             )29(  

به معناي نرم  قابل انجام است و علامت i = 2,3, ...., Nاين فرآيند براي 
باشد. روش بيان شده، الگوريتم لانكزوس نام دارد. با اين الگوريتم اقليدسي مي

]B توان ماتريسمي   و بطور همزمان بردارهاي ويژه آن را بدست آورد. [

  مسأله معكوس براي ماتريس ژاكوبي  -4

)دنباله  )N
i	 1

)و )N

i
0

1
]Bداده شده است، هدف استخراج ماتريس   باشد مي [

)به نحوي كه  )N
i	 1

)مقادير ويـژه آن باشـند.     )N

i
0

1
مقـادير ويـژه مـاتريس    

B0[ ]Bر دNa0به  aNهستند. با تبديل   [ ]B0 مـاتريس  [ آيـد.  بدسـت مـي   [

)دنباله )N

i
0

1
iمقادير ويژه دستگاه   i iB u u0 0[ ]{ } {   :باشند ومي ={

N N     0 0 0
1 1 2 2< < < < < <           )30 (  

    بردارهاي ويژه يك پايـه بـراي فضـاي بـرداري حاصـل     به علت آنكه مجموعه 
  توان به صورت تركيب خطي از آنها نوشت:باشد، هر بردار را ميمي

N N

i i i i

i i

u u u i					,					[B]{u}=
1 1

{ } { } { }
= =

=å å                      )31(  

]B هايبا توجه به تعريف ماتريس ]B0و [   نوشت:توان مي  [
( )N N N NB u B u a a u e0 0[ ]{ } [ ]{ } { }= + -                             )32(  

Nu  آخرين عضو بردار{u} توان معادله باشد. با استفاده از روابط فوق ميمي
  زير را استخراج كرد:

( )
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Tبا ضرب كردن طرفين رابطه بالا در 
iu{ ط تعامد رابطه زير و استفاده از شر {

  گردد:حاصل مي
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  توان نوشت:) مي31در رابطه ( iبا جايگذاري مقدار 
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باشـد در نتيجـه بـا مسـاوي قـراردادن      مـي  uN} همان {uآخرين عضو بردار 
  آيد:هاي آخر از رابطه قبلي معادله مقدار مشخصه زير بدست ميمولفه
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)هاي اين معادلـه  ريشه )N

i
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1
بنـابراين رابطـه بـالا را بـا مخـرج      باشـند،  مـي  

  توان به شكل زير مرتب كرد:تن ميمشترك گرف
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گـردد و در عبـارت دوم   جمله اول سمت چـپ حـذف مـي    =iبا قراردادن 
مانـد. بـه علـت آنكـه فقـط در عبـارت       ام بـاقي مـي   iسمت چپ فقط جملـه  

N

Ni j
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-  جمله=i    وجود ندارد، در حالي كه در سـاير جمـلات

iمشابه، به علت وجود جمله  ( iكل عبـارت در صـورتي كـه     -( = 
  آيد:مي گردد و رابطه زير بدستباشد، برابر صفر مي
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]B مجمـوع اعضـاي قطـري در مـاتريس     مقايسه تريس يعنيهمچنين با  و  [
B0[   توان نوشت:مي [
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  ساله معكوس براي سيستم جرم و فنرم - 5
دهـد كـه مـاتريس    درجه آزادي را نشان ميNيك سيستم سازه اي  1شكل 

باشـند. بـا افـزودن سـختي     ) مـي 3) و (2جرم و سختي آن مطابق معـادلات ( 
kN+1  آيد كه ماتريس سختي يك سيستم جديد بدست مي 2به صورت شكل

  به صورت زير است: آن

)41(

N N N

k k k

k k k
K

k k k




    


1 2 2

2 2 30

1

0 0

0 0

0 0 +

é ù+ -ê ú
ê ú- +é ù ê ú=ê ú ê úë û ê ú
ê ú- +ê úë û

            

  

  

  مدل كمكي 2شكل 
]B هايماتريس ]B0و [   شوند:بصورت زير تعريف مي  [

B M K M M K M	, 	[B ]1/2 1/2 0 1/2 0 1/2[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ]- - - -= =  )42(  

k1 k2 Nk
m1 m2 Nm

1Nk 
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  آيند:از روابط زير بدست مي [B0]و  [B]هاي اعضاي آخر روي قطر ماتريس
N NN

N
N N

k kk
a

m m
0
N							,							a 1++

= =                                  )43(  

]Bبه منظور يافتن ماتريس  توان به با توجه به توضيحات قسمت قبل مي [
  روش گام به گام زير عمل كرد:

N) به منظور يافتن 40استفاده از رابطه ( -1

N

k

m
1+.  

iبراي  Niuمحاسبه  - 2 N1,2,   .)40) و (39توسط معادلات ( =,
]B) به منظور محاسبه 9استفاده از الگوريتم لانكزوس مطابق قضيه ( -3 ].  
]Bهاي جرم و سختي از روي محاسبه ماتريس -4 ].  

  شود.پرداخته مي 4قبلاً توضيح داده شده است. در اينجا به گام  3تا  1هاي گام
fاگر نيروي استاتيكي  k1 وارد گردد، بردار  m1به جرم  1در شكل  =1

  آيد:جابجايي سيستم از رابطه زير بدست مي
Tx { } {1,1, ,1}=               )44       (                              

  توان نوشت:) مي14با توجه به رابطه (
T

Nu M x m m m1/2 1/2 1/2 1/2
1 2{ } [ ] { } { , , , }= =               )45(  

]Kبا حاصل ضرب ماتريس سختي  مقدار زير  {x}) در بردار 3از رابطه ( [
  آيد:بدست مي

TK x k 1[ ]{ } { ,0,0, ,0}=                 )46 (  

  توان نوشت: همچنين مي
)47(( )( )B u M K M M x M K x1/2 1/2 1/2 1/2[ ]{ } [ ] [ ][ ] [ ] { } [ ] [ ]{ }- - -= =  

  گردد: از تركيب دو معادله بالا رابطه زير حاصل مي
TB u m k 1/2

1 1[ ]{ } { ,0, ,0}-=                                            )48(  

  تركيب روابط فوق به شكل زير است:دستگاه حاصل از 
T T

NB m m m m k 1/2 1/2 1/2 1/2
1 2 1 1[ ]{ , , , } { ,0, ,0}-=               )49(  

  ).mN تاm1  و   k1مجهول است (  N+1معادله و  Nدستگاه فوق داراي 
معادله فـوق باعـث ورود يـك مجهـول اضـافي       Nسمت راست معادله اول از 

k1( گردد. در نتيجه بهتر است و همچنين باعث غيرخطي شدن دستگاه مي (
)Nدر نظر گرفته نشود. اكنون  تـا    m1مجهـول (  Nمانـد و  معادله مي -(1

m2 دستگاه جديد، يك دستگاه همگن است. با توجه به اين نكته كه در يك .(
ها در يـك ضـريب ثابـت ضـرب شـوند،      ها و سختيسازه برشي اگر تمام جرم

توان بـين  شود، ميها و اشكال مودي مجموعه حاصل نميتغييري در فركانس
يكي را دلخواه فرض كرد و سپس بقيه مقادير متناسب با  Nmتا  m1مقادير 

تـوان  آن را يافت و به اين صورت ماتريس جرم پايه را تشكيل داد و سپس مي
  آورد.ماتريس سختي پايه را بدست 
توان سازه پايه را به سازه فيزيكي واقعي تبـديل  اكنون با گذاشتن يك قيد مي

  هاي زير باشد:تواند به يكي از صورتكرد. اين قيدها مي

                            مشخص بودن جمع جرم طبقات: -1
N

i

i

m cte
1=

=å  

ik                       معلوم بودن سختي يكي از طبقات : -2 cte=  
  يين براي سختي هر كدام از طبقات:قراردادن يك حد پا -3

                                                          ( )ik cte i N	 1,2, ,³ =  
تـوان سـازه پايـه را بـه     با قراردادن هريك از قيود فوق و يا تركيبي از آنها مي

  سازه فيزيكي اصلي تبديل كرد.

  حل مثال و نتيجه گيري عددي  - 6
باشـد، بـه نحـوي كـه     با توجه به آنكه هدف، تعيين سختي و جرم طبقات مي

iهاي موردنظر را به دسـت دهـد. در نتيجـه    سيستم حاصل، فركانس
هـا،   0

  تقسيم بندي كرد: توان به دو دسته كلي باشند. اين مساله را ميكمكي مي
  هاي تعيين شده با درجات آزادي (تعداد طبقات) برابر است.تعداد فركانس - الف 
  هاي تعيين شده از درجات آزادي كمتر است.تعداد فركانس -ب

  شود.در اينجا حالت الف بررسي مي

  مثال اول -6-1
را طـوري تعيـين كنيـد كـه      درجه آزادي 4 سيستمهاي يك ها و سختيجرم

بصورت زير باشد  1مطابق جدول  ها)مقادير ويژه (مربع فركانس 2( )=:  

i

    i	,		 	,	 	,	 	 m
4

1 2 3 4

1

20 120 250 400, 6
=

= = = = =å  درنظـــر بـــا

iگرفتن 
، كـه در  آينـد سختي و جرم طبقات بدسـت مـي   2ها مطابق جدول  0

درجه  4شوند. مطابق مطالب توضيح داده شده، سيستم مشاهده مي 3جدول 
هاي فوق باشد و افـزودن سـختي پـنجم باعـث انتقـال       iآزادي كه داراي 

iمقادير ويژه به 
ها شود منحصر به فـرد اسـت. ولـي بـا توجـه بـه مقـادير         0

iانتخابي براي 
شود. در نتيجه اگر مطابق ها سختي و جرم طبقات عوض مي0

iدسته ديگري براي  2جدول 
ها در نظر گرفته شود، مقادير جرم و سـختي  0

  كند.ميتغيير 

  مثال دوم -6-2
  باشد، به نحوي كه درجه آزادي مي 5يك سيستم هدف تعيين سختي و جرم 

   

 i

	,		 	,	 	,	

	 m

i 2 1 4

5

5

i 1

100 1000 3000 5000,

7000, 50
=

= = = =

= =å  

iحل اين مثال براي دو دسته 
شـود.  شـاهده مـي  م 2دول هاي گوناگون در ج0

iهاي گوناگون ها در حالتها و سختيشود كه در اين مثال نيز جرمديده مي
0 

  با هم تفاوت دارند.
iهـاي گونـاگون   علت وجود تغييرات قابـل ملاحظـه در حالـت    پيشنهاد:

0 ،
Nkتغيير  Nkهاي گوناگون است. با ناچيز گـرفتن  در حالت +1 سيسـتم   +1

Nkاوليه با سيستمي كه در آن  شـوند  م نزديك ميوجود دارد بسيار به ه +1
گردند. براي اين منظور بايـد  و در نتيجه مقادير ويژه آنها نيز تقريباً يكسان مي

i
. حل دو مثـال قبـل بـا درنظـر     )2(جدول  گرفت iرا بسيار نزديك به  0

  وجود دارد. 3 گرفتن اين موضوع در جدول

  مثال سوم -6-1
iبا درنظر گـرفتن   .و مقادير ويژه آن وجود دارد 3مطابق شكل  سيستمي

هـا   0
شود كه مقادير جرم و سختي بدسـت آمـده از ايـن    ملاحظه مي 2مطابق جدول 

iروش در حالتي كه 
هـاي  شوند جـواب ها انتخاب مي iها بسيار نزديك به 0

  .)3(جدول  دهدبسيار خوبي بدست مي
  
  

  مثال سوم 3شكل

2000 1900 190020002000
1 1 1 1 0.8
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)ها مقادير ويژه مثال  1جدول  )i i 2=  

هامجموع جرم شماره مثال  1234  5  
)1(  620120250400 - 
)2(  50100100030005000 7000 
)3(  4,8173,21432,23531,05668,2 7270,3

 
   هاورودي مثال 2جدول 

0  شماره مثال
1  0

2  0
3  0

4  0
5  

 __ 450 300 180 40 الف 

)1(  __ 480 290 190 30 ب 
 __ 460 320 170 50 ج 
 __ 400,01 250,01 120,01 20,01 د 
 8000 150120035005700الف 
)2(  7600 130140033005500ب 
 7000,01 100,011000,013000,015000,01ج 
)3(  8000 200170040006200الف 
 7270,31 5668,21 3531,01 1432,21 173,21 ب 

 
  ها خروجي مثال 3جدول

m1 شماره مثال  m2m3m4m5k1k2  k3  k4  k5  
 __ 109,4 185,0 194,1 210,9 __ 0,69 1,16 2,04 2,11 الف

 __ 67,37 148,5 169,9233,4__2,690,780,36 2,17 ب)1(
 __ 130,8 167,8 243,5176,6__1,531,290,86 2,32 ج

 __ 132,6 159,9 166,3 230,8__ 0,67 1,29 1,62 2,42 د 
 5499 14205 17544 22747 5625 1,33 5,19 8,96 11,91 22,61 الف 
)2(  4062 6542 13868 31734 5307 1,10 2,75 4,88 15,51 25,75 ب 
 21738 19493 17280 17753 7475 6,75 10,88 9,70 11,13 11,55 ج 
 288 847 1904 3702 926 0,07 0,28 0,7 1,54 2,21 الف 
)3(  1943 1960 1956 1932 1734 0,54 1,02 1,02 1,08 1,13 ب 
 1900 1900 2000 2000 2000 0,8 1 1 1 1 ج 

 

	


