
 

 

74 

 

 
 

 

Received: 23 Jun 2023 

Accepted: 02 Sep 2023 
 

 

Spring 2024, 5 (1), 47-56 

DOI: 10.71856/impcs.2024.903618  

 

 

Sampled-Data Flocking of Multi-Agent Systems under the 

Cyber-Attack Problem 
 
Sahar Yazdani1 

 

1. Department of Electrical Engineering, Zanjan Branch, Islamic Azad University, Zanjan, Iran, Corresponding 

Author, saharyazdani_k@yahoo.com. 

 

 
 

Introduction: Flocking is a type of collective behavior which is observed in the nature. In the design of a flocking 

algorithm, it should be ensured connectivity of agents’ network and the collision avoidance, and velocities convergence of 

agents to that of virtual leader. In practice due to the limitations in the measurement and control units, it is often impossible 

to ensure the continuity of information. Thus, the study of the flocking problem under the sampled data frameworks is 

indispensable. However, to the best of the authors’ knowledge, there are very few works on the sampled-data flocking. On 

the other hand, in many practical applications, the multi-agent systems are controlled through some communication networks. 

The transmitted data among agents could be easily exploited by adversaries due to the open network links among sensors, 

controllers and actuators. Since in practice often the attacks are capable to destroy a number of edges within the network or 

cause to collide among agents, the study of networked system under the cyber-attacks is very important. In the cyber-attacks, 

successful but recoverable attacks have attracted more attention. Successful attacks refer to a class of attacks by which the 

network is broken down into a group of isolated clusters. Recoverable attacks refer to a class of attacks that the network can 

recover from after a period of time. In this paper, we study the sampled-data flocking of multi-agent systems under the 

successful but recoverable network attacks. 

Method: Here, defining a new discrete-time energy function we prove the asymptotic velocity convergence of agents to the 

velocity of virtual leader. Then, through the upper bound of the energy function, we find an upper bound for the sampling 

period such that the connectivity of network is preserved and collision is avoided, and also, the velocity convergence is 

ensured. After that, we modify the algorithm for application in cyber-attacks. 

Results: We show that under our proposed sampled-data algorithm, no link is lost from initial network, no collision is 

occurred among agents, and the velocity convergence of agents to that of virtual leader is ensured. Also, demonstrate the 

proposed algorithm is applicable for the flocking under the attack problem. 
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 . ابتدا یک الگوریتم جدیددپردازمیدر حضور حمله عاملی های چندحرکت گروهی سیستم برای میارائه الگوریت، به مقالهاین  ده:کیچ

 همه اهداف حرکت گروهی طوری کههب شودمیشده ارائهی نمونههاهبا وجود رهبر مجازی با داد چندعاملیهای گروهی سیستمبرای حرکت 

 ازیمج رهبر سرعت به عوامل یسرعت گراییهم همچنین و شود جلوگیری عوامل بین برخورد از و حفظ های اولیه بین عوامللینکیعنی 

ها به هم و در نهایت ها و یا برخورد آنلپیوستگی شبکه عامهمهرفتن بباعث ازبین تواندمی ی سایبریهاهحملکه ازآنجا. شودمینتض

. در شودمیپرداخته پذیرموفق ولی جبرانی هاهتحت حمل مسألهدر اینجا به بررسی رو ازین ،دها به رهبر مجازی شوهمگرایی عاملعدم

  .داردامکان بازیابی شبکه وجودبعد از مدتی  ولیببرد پیوستگی شبکه ارتباطی را ازبینهمهب دتواتمیحمله ، هاهحملاین گونه 

-ادهدنشانو  شودمیسایبری اصلاحاده در شرایط حملات شده برای استفی نمونههاهشده برای حرکت گروهی با دادالگوریتم ارائهدر ادامه 

  یابد.کند، دستمیبرآوردههمه اهداف حرکت گروهی را به حرکت هماهنگی که قادر است گروه در حضور حمله باز هم که  شودمی

 .چندعاملیهای سیستم ،حملات سایبری ،شدهی نمونههاهداد ،حرکت گروهی: یدیلک یهاواژه

 

 

 

 

 
 
 

 5041، بهار  51پیاپی شماره  اول، ه ، شمارپنجمسال  -ای هوشمندهای پردازشی و ارتباطی چندرسانهسامانه فصلنامه  

 

تم
س

سی
ی 

وه
گر

ت 
رک

ح
ده

دا
با 

ی 
مل

عا
ند

 چ
ی

ها
نه

مو
ی ن

ها
ی

بر
سای

ت 
لا

حم
ت 

ح
ه ت

شد
 

 

mailto:saharyazdani_k@yahoo.com


 

 

74 

 

 
 
 

 مقدمه. ۱

ئل م رح در حوزه  کنترل  ها،سااایساااتمکنترل امروزه یکی از مساااا

یکی از مهمترین . باشااادخودگردان می عاملی-چندهای سااایساااتم

عاملی در حرکت گروهی -های چندکاربردهای کنترل جمعی ساایسااتم

سالمی شد. در  سترده های اخیر با سبب کاربرد گ ر د حرکت گروهیبه 

اهداف نظامی  درهای سیار های مختلف کنترلی مانند کنترل رباتحوزه

از جمله شناسایی، نظارت و حمله توسط هواپیماهای بدون سرنشین و 

مورد این شاااخه از کنترل جمعی  ری ساایارگسااحهای طراحی شاابکه

عاملی در طبیعت -های چندحرکت گروهی سیستم .استشدهتوجه واقع

حرکت  ها و ... مشااهود اساات.ماهی ،پرندگان کوچ ،هاتجمع باکتریدر 

ها با اسااتفاده از ای اساات که در آن تعداد زیادی از عاملیدهگروهی پد

ی حرکتکاربسااتن قوانین کنترلی ساااده هاطلاعات محلی محدود و با ب

 کهدرحالی ها بدون برخورد با همدیگر ولعامکه در آن دارند  هماهنگ

همگرا  رهبر یا رهبر مجازیتوانند به سااارعت می ،مانندکنار هم می

 شوند.

 Reynoldsطول ساااالیانی که  قوانین حرکت گروهی توساااط  در     

هایی که این قوانین را های زیادی برای ارائه الگوریتمتلاش [1شااد ارائه

 صابر-ها الگوریتم الفتیکه از مهمترین آن [1۱-۲شد  ، انجامکندحققم

فاوت دو الگوریتم در .[۶-۱ و ساااو بود که الفتی ت صااااابر -این بود 

اطلاعات رهبر آگاه هسااتند اما  سااو همه بود همه عوامل از کردهفرض

ها به نکرد تنها بخشااای از آمیرفت و فرضگمینعوامل را آگاه درنظر

فرض بساایار ساااده در تئوری و اطلاعات رهبر دسااترساای دارند. این 

  کرد.میایجاد میهای مهسازی تفاوتپیاده

که شاااده این فرض رایج وجودداشااات های ارائهدر اکثر الگوریتم     

عامل عامل دریافت اطلاعات  یه و رهبر مجازی برای هر  های همساااا

های عملی با توجه به محدودیتگیرد. میصاااورت پیوساااته صاااورتهب

ندازهموجود در  بادوات مخابراتی و کنترلی، ا صاااورت هگیری اطلاعات 

کنیم تر اسااات که فرضممکن نیسااات و عملی هاپیوساااته برای عامل

های همسااایه و رهبر مجازی برای هر عامل، گیری اطلاعات عاملاندازه

سستهصورت پیوهب نه ودی و ور گیردمیصورت سته بلکه در لحظات گ

ندازهامل بر اساااا  کنترلی هر ع  شاااده در هر لحظهگیریاطلاعات ا

سبه صله بین دو اندازهمیمحا ست. شود و مقدار آن در فا گیری ثابت ا

ندازه با ا کت گروهی  عه الگوریتم حر حت این م ال عات ت گیری اطلا

رغم علی نامند.می شدهبرداریهای نمونههای با دادهالگوریتم چارچوب را

های میتجمعی کار بسیاری بر روی الگور های کنترلاینکه در سایر حوزه

سال شده برداریای نمونهبا داده ستگرفتهصورت۲۰۰۲از    ،[1۲-1۶  ا

شاید . [۲1-۲۰  استشدهانجام های اندکیدر حوزه حرکت گروهی کار

فت بتوان لتیکی گ کت از ع کل حر های این امر غیرخ ی بودن پروت

یجاد جاذبه و دافعه بین تابع پتانسااایلی برای ا خاطر وجودهبگروهی 

ست. وجود این جمله غیرخ ی باعثعامل ست که روششدهها ا های ا

سأله سایر حوزه حل م شد. بی کنترل جمعی هابا  که طوریهمتفاوت با

در این حوزه عموماً از روش دوم لیاپانوف و از تعریف یک تابع انرژی که 

 حلیل و اثبات نتایجرای تکند بمیایط پایداری لیاپانوف را برآوردهشااار

تواند از روابط فیزیکی مربوط به انرژی کنند که این تابع میمیاسااتفاده

سیل عاملج شی و پتان صلنب شدشدهها حا که اکثراً توابع اما ازآنجا .با

سازند میآوردهپیوسته شرایط لیاپانوف را بر-لیاپانوفی که در حوزه زمان

کردن شااارایط نیساااتند یا گساااساااته قادر به برآوردهحوزه زماندر 

 رکتهای حکاندیدهای مناساابی نیسااتند، برای تحلیل نتایج الگوریتم

با داده تابع انرژی برداریهای نمونهگروهی  به تعریف یک  یاز  شاااده ن

ست. سیل باعث پیچیدههمچنین اگرچه و جدید ا دن شتر جود تابع پتان

 ع پتانسیلاما حضور این تاباست ها در حوزه حرکت گروهی شدهتحلیل

از طرفی  کند.میحفظها را ها و عدم برخورد آنکنار هم ماندن عامل

شااده، در برداریهای نمونهگروهی با داده حرکت مسااألهچون در یک 

صله بین دو نمونه ستند بها حلقهعامل ،برداریفا سرعت و هباز ه خاطر 

سایگی هم خارجند میشتابی که دار صادم  یا باهمشوند توانند از هم ت

تنهایی هدر اینجا استفاده از یک تابع پتانسیل نامحدود ب لذاباشند داشته

ضمینمتواند بهنمی سایگی را ت شبکه هم ستگی  شپیو رط کند و باید 

آوردیم تا بتوانیم تحت آن دستههای همگرایی، بدیگری افزون بر شرط

نیز در طول تحول حرکت  پیوسااتگی شاابکه همسااایگی راشاارط، بهم

 کنیم.گروهی، حفظ

س گر،ید یسو زا      سی یاز کاربردها یاریدر ب   یهاستمیس مهند

یرد گمیصورت یارتباط یهاهشبک قیاز طر ، کنترل سیستمچندعاملی

ز باشاابکه یوندهایوجود پ یلدلعوامل به ینب یارسااال یهاهداد که این

توساااط  یراحتتواند بهمیها و محرک هاهکنندحساااگرها، کنترل ینب

. هر [۲۱-۲۲ دیرگدشاامنان مورد سااوفاسااتفاده قرارحملات سااایبری 

سایه های ارتباطی متواند بخشی از لینکمیحمله  وجود بین عوامل هم

سالرا ازبین شتباه ار ستم ببرد یا اطلاعات ا سی کند و مانع از همگرایی 

های کنترل جمعی ساایسااتم مسااألهچندعاملی به اهداف خود گردد. 

یار جدیدی است که کار ی سایبری موضوع بسهاهتحت حمل چندعاملی

ت اسشدهشروعتازگی ی کنترل جمعی نیز بههاهدر سایر شاخ بر روی آن

ی سااایبری در هاهحمل مسااأله. در این کارها، نویسااندگان [۲۲-۲۲ 

ی لموفق وی هاهبرای حملرا  عاملیچندهای سااایساااتمکنترل جمعی 

ی پیوسااتگهمهاگر حمله سااایبری بتواند بند. اهکردبررساایپذیر جبران

رد های منفک درآوصورت گروههببرد و شبکه را بشبکه ارتباطی را ازبین

شااود و اگر یک شاابکه ارتباطی بتواند بعد از میآن حمله موفق گفتهبه 

ستگی اولیه خود را بعد از مدتی بازیابد به آن همهیک حمله موفق، ب پیو

له جبران تهحم جامیپذیر گف کت های که در الگوریتمشاااود. ازآن حر

ارتباطی موجود بین  هایبخشی از لینک گروهی نیز بعد از حمله موفق،

رفتن تبع، بااعاث ازبینو باهبرود تواناد ازبینعوامال همسااااایاه می
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یا برخوردشاااان به هم و در نهایت  ها وپیوساااتگی شااابکه عاملهمهب

ملعدم عا جازی همگرایی  به رهبر م به  ،رو، ازیندشاااوها  پرداختن 

ند بالگوریتم که بتوا عد از حمله موفق شااابکه را های حرکت گروهی 

 ،کندرا  برای برآورده سااااختن مجدد  اهداف گروه جبران و آن بازیابی

 . دیابمیت میبسیار اه

تدا       کت یک در این تحقیق اب ید برای حر جد الگوریتم کنترلی 

برای همگرایی شااده ی نمونههاهبا داد چندعاملیهای گروهی ساایسااتم

به سااامت یک رهبر مجازی با شاااتاب کنترلی با تابع از نوع ها عامل

رابر در ب اسااتفاده الگوریتم برای  اینشااود سااپ  میطراحیلیپشاایتز 

 . شودمیتصحیحپذیر برانجموفق ولی ی هاهحمل

ی هاهحرکت گروهی با داد به [۲۰ مقاله  شاااایان ذکر اسااات که     

های گروهی با رهبر مجازی با شاااتاب محدود شاااده برای حرکتنمونه

وریتم اما الگ باشد.میالگوریتم سو که درواقع فرم گسستۀ  استپرداخته

الگوریتم و  متفاوت ، کاملاً[۲۰  مقالهبا الگوریتم  شااده دراین مقالهارائه

ی هاهبا دادعاملی های چندسااایساااتمجدیدی برای حرکت گروهی 

ستشده نمونه ه ک -سایبری تحملا مسأله. ضمن اینکه در این مقاله ا

به آن بپرداختن  ند هها  مان هداف حرکت گروهی  ماهیت ا حفظ خاطر 

مورد توجه  -زیادی دارد میتاه ورد،پیوسااتگی شاابکه و عدم برخهمهب

ای هحملات سایبری در حرکت مینهین کار در زو نخستاست قرارگرفته

 باشد.میگروهی 

 مقدمات ریاضی. ۲

بعدی در حال  𝑛 یبگیرید که در محی عامل را درنظر 𝑁یک گروه با 

کت ملاحر عا کت  له حر عاد یک دوند. م نام یک دی با  گیر انتگرال-ها 

 شود.میصورت زیر توصیفهب

{
�̇�𝑖 = 𝑝𝑖
�̇�𝑖 = 𝑢𝑖

    𝑖 = 1,2,… , 𝑁    (1)  

𝑝𝑖که در آن  ∈ ℝ
𝑛 هابردار سرعت عامل ، 𝑞𝑖 ∈ ℝ

𝑛 هابردار مکان عامل 

𝑢𝑖و  ∈ ℝ
𝑛 شااود.میاعمال هر عاملجمعی اساات که به  ورودی کنترل  

 𝑘و گیرد میصاااورت 𝑇ها در فواصااال منظم گیریکه اندازه یدکنفرض

( 1شده راب ه )گسستهفرم در این صورت باشد  میگسسته اندی  زمان

 بود:خواهدصورت زیر هب با یک نگهدارنده مرتبه صفر

{
𝑞𝑖(𝑘 + 1) = 𝑞𝑖(𝑘) + 𝑇𝑝𝑖(𝑘) +

1

2
𝑇2𝑢𝑖(𝑘)

𝑝𝑖(𝑘 + 1) = 𝑝𝑖(𝑘) + 𝑇𝑢𝑖(𝑘)
, 𝑖 = 1,2,… , 𝑁

 (۲)  

ترتیب به 𝑢𝑖(𝑘)و 𝑞𝑖(𝑘)،𝑝𝑖(𝑘)بوده و گساااتهزماناندی   𝑘که در آن 

𝑡ام را در لحظه  𝑖مکان، ساارعت و ورودی کنترلی عامل  = 𝑘𝑇  نشااان

 دهد. می

شاااود که های گروهی باید طوری طراحیورودی کنترلی در حرکت     

برخورد و عدم شاااامل حفظ پیوندهای موجود، اهداف حرکت گروهی

ورودی  ،روسازد. ازینعتی عوامل به رهبر مجازی را برآوردههمگرایی سر

از یک تابع پتانساایل  گرادیانی جمله شااامل یک کنترلی عوامل عموماً

 شود و برای جلوگیریمیها تعریفاست که بر اسا  فاصله نسبی عامل

، جمله دوم باشااادها میها و در کنار هم ماندن آنبرخورد عاملعدم از

کند و میصااورت یک نیروی میراکننده عملکه به ترم اجماع ساارعت

ز ی افیدبک سوم شامل جمله و  است هابین عاملتراز کننده سرعت هم

های آگاه شاااامل این جمله اسااات که تنها عاملاطلاعات رهبر مجازی 

 باشند.می

در ورودی کنترلی  [۶ شده در این مقاله از تابع پتانسیل معرفیدر       

 شود:میاستفاده

𝑉(‖𝑞𝑖𝑗‖) =

{
 

 
+∞                          ‖𝑞𝑖𝑗‖ = 0

𝑟

‖𝑞𝑖𝑗‖(𝑟−‖𝑞𝑖𝑗‖)
‖𝑞𝑖𝑗‖ ∈ (0, 𝑟)

+∞                          ‖𝑞𝑖𝑗‖ = 𝑟

 

 (۳)  

𝑞𝑖𝑗که  = 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗 های مکان نسبی عامل𝑖  ام و𝑗 تابع  باشد.می ام

 ۰و  𝑟 به مرز شعاع همسایگی هاوقتی فاصله عاملشده پتانسیل تعریف

-نمیویژگی تض ینم. هرودنهایت میبه بیشود مقدار تابع مینزدیک 

 .است هابرخورد عاملموجود و عدم کننده حفظ پیوندهای

ست صورت یک دو انتگرالهک رهبر مجازی بمیهمچنین دینا گیر ا

 صورت زیر است.هگسسته آن بکه فرم زمان

{
𝑞𝛾(𝑘 + 1) = 𝑞𝛾(𝑘) + 𝑇𝑝𝛾(𝑘) +

1

2
𝑇2𝑢𝛾(𝑘)

𝑝𝛾(𝑘 + 1) = 𝑝𝛾(𝑘) + 𝑇𝑢𝛾(𝑘)
  (۴)  

,𝑝𝛾(𝑘)است و  گسستهزماناندی   𝑘که در آن  𝑞𝛾(𝑘) ترتیب مکان  به

سرعت رهبر مجازی در لحظه  𝑡و  = 𝑘𝑇 شانر ردار ب 𝑢𝛾(𝑘) دهد.میا ن

𝑢𝛾(𝑘)شود بصورت میشتاب رهبر مجازی است که فرض = 𝑓(𝑝𝛾(𝑘)) 

:𝑓که  𝑅𝑛 → 𝑅𝑛  یک تابعLipschitz  .است 

با  Lipschitzصاااورت تابع هرهبر مجازی دارای شاااتابی ب: ۱فرض 

 باشد کهمی γثابت 
‖𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)‖ ≤ 𝛿‖(𝑥1 − 𝑥2)‖. 
مل را  عا عت هر  یت و سااار �̃�𝑖اگر بردار خ ا موقع = 𝑞𝑖 − 𝑞𝑟   و

𝑝𝑖 = 𝑝𝑖 − 𝑝𝑟  مل،کنیم در این صاااورت تعریف عا یک خ ا  نام ها دی

 صورت زیر خواهدبود:هب

{
�̃�𝑖(𝑘 + 1) = �̃�𝑖(𝑘) + 𝑇𝑝𝑖(𝑘) +

1

2
𝑇2�̃�𝑖(𝑘)

𝑝𝑖(𝑘 + 1) = 𝑝𝑖(𝑘) + 𝑇�̃�𝑖(𝑘)
, 𝑖 = 1,2,… , 𝑁  (۱)  

�̃�𝑖(𝑘)که  = 𝑢𝑖(𝑘) − 𝑓(𝑝𝛾(𝑘))   اسااات و𝑢𝑖(𝑘)  ورودی کنترلی هر

 شود. میمعرفی عامل است که بعداً

 گیریم.میصورت زیر درنظرهحال یک متغیر کمکی ب     

�̅�𝑖(𝑘) =
1

2
(𝑝𝑖(𝑘) + 𝑝𝑖(𝑘 + 1)) = 𝑝𝑖(𝑘) +

1

2
𝑇𝑢𝑖(𝑘) (۶)  

صااورت زیر هها را بتوان دینامیک خ ا عاملاز راب ه بالا میا اسااتفاده ب

 کرد:بازنویسی

{
�̃�𝑖(𝑘 + 1) = �̃�𝑖(𝑘) + 𝑇�̅�𝑖(𝑘)

𝑝𝑖(𝑘 + 1) = 𝑝𝑖(𝑘) + 𝑇𝑢𝑖(𝑘)
, 𝑖 = 1,2,… , 𝑁  (۷)  

باشااد و  𝑟کنید هر عامل دارای شااعاع ارتباطی محدوده فرضحال 

بت بتثا 𝜀0های مث ≤ 𝜀 < 𝑟  بدون را درنظر ید. همچنین گراف  بگیر

𝐺(𝑘)جهت  = (𝒱, ℰ(𝑘)) های را با مجموعه رأ𝒱 = {1,2,…𝑁}  که

ℰ(𝑘)های ها اسااات و یالیک از عاملنماینده هر = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 ∈ 𝒱} 

که درنظر ید  مل  ℰ(𝑘)بگیر عا باط بین  ظه ارت 𝑡ها را در لح = 𝑘𝑇 

  شود.میصورت زیر تعریفهدهد و بمینشان
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ℰ(0)صااااااورت ههااااای اولاااایااااه باااایااااال -1 =

{(𝑖, 𝑗)|𝜀0 ≤ ‖𝑞𝑖(0) − 𝑞𝑗(0)‖ < 𝑟, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒱}  انااتااخاااب-

 اند.شده

,𝑖)اگر  -۲ 𝑗) ∉ ℰ(𝑘 − 𝑞𝑖(𝑘)‖و (1 − 𝑞𝑗(𝑘)‖ < 𝑟 − 𝜀  باشاااد

,𝑖)آنگااه جفات  𝑗)   یاال جادیادی اساااات کاه باهℰ(𝑘) 

 است.شدهافزوده

𝑞𝑖(𝑘)‖اگر -۲ − 𝑞𝑗(𝑘)‖ ≥ 𝑟  شد، آنگاه جفت ,𝑖)با 𝑗)  متعلق به

ℰ(𝑘) بود.نخواهد 

فرآیند هیسااترزی  موجود در تعریف شاابکه همسااایگی، در ایجاد      

 های جدید نقش مهمی دارد.یال

شااامل آن دسااته   𝑁𝑖(𝑡)ام  𝑖فضااای همسااایگی عامل  همچنین،

صورت زیر هدارند و بام قرار 𝑖شود که در همسایگی عامل هایی میعامل

  شود.میتعریف
𝑁𝑖(𝑡) = {𝑗 ∈ 𝒱: (𝑖, 𝑗) ∈ ℰ(𝑡)} 

𝒜(𝑘)   جاورت گراف ظه 𝐺(𝑘)ماتری  م که اگر در لح اساااات 

𝑡 = 𝑘𝑇های  یالی بین رأ𝑖  ام و𝑗شته شد آنگاه ام وجوددا 𝒶𝑖𝑗(𝑘)با =

𝒶𝑗𝑖(𝑘) = 𝒶𝑖𝑗(𝑘)و در غیر این صاااورت  1 = 𝒶𝑗𝑖(𝑘) = بود. خواهد 0

ماتری   باشاااد.می 𝐺(𝑘)نیز ماتری  لاپلاساااین گراف𝐿(𝑘)ضااامناً 

𝐿(𝑡) لاپلاسین = [𝑙𝑖𝑗]𝑁×𝑁
𝐿(𝑡) صورته، ب𝐺(𝑡)گراف  = ∆(𝒜(𝑡)) −

𝒜(𝑡)شود که میتعریف∆(𝒜(𝑡)) ست که درایه سی ق ری ا های ماتری

های ساا ر متنا ر از ماتری  روی ق ر اصاالی آن برابر با مجموع درایه

جاورت می 𝑙𝑖𝑖(𝑡)اشاااد و بر همین اساااا  بم = ∑ 𝒶𝑖𝑗(𝑡)
𝑁
j=1,j≠i   و

𝑙𝑖𝑗(𝑡) = −𝒶𝑖𝑗(𝑡) شد. می  شرایط زیرماتری  لاپلاسین مقادیر ویژه با

ند میبرآوردهرا  0کن = 𝜆1(𝐿) ≤ 𝜆2(𝐿) ≤ ⋯ ≤ 𝜆𝑁(𝐿)  که𝜆2(𝐿) >

 .[۱ باشد پیوسته(همه)ب بندهم 𝐺(𝑡)است اگر و تنها اگر گراف   0

 𝑛𝑙که  دیریبگعامل را درنظر 𝑁با  چندعاملی ستمیس کی :۲فرض 

ستندعامل ها تای آن شبکه اول دیکن. فرضآگاه ه  ،𝐺(0) هاعامل هیکه 

عه ازهب یک مجمو ,𝐺1(0)گراف زیر𝑛g صاااورت  𝐺2(0), … , 𝐺𝑛g(0)   و

𝑛g ≤ 𝑛l  عامل  کیو حداقل  بند استهم رگرافیکه هر زیطوربهاست

 دارد.وجود آنآگاه در 

یج مورد استفاده های زیر را که در استخراج نتاتعریف و لم در ادامه

 بگیرید.گیرد را درنظرمیقرار

شتق 𝐵(𝑥) کنید فرض: [۲۲] ۱ تعریف سکالر م پذیر که یک تابع ا

𝑥 ∈ 𝑅𝑛  .اساات∇̅𝐵(𝑥(𝑘 + 1), 𝑥(𝑘))  را گرادیان گسااسااته𝐵(𝑥)  که

 نامند:میشود میصورت زیر تعریفهب
∇̅𝐵(𝑥(𝑘 + 1), 𝑥(𝑘))(𝑥(𝑘 + 1) − 𝑥(𝑘)) =

                                                                       𝐵(𝑥(𝑘 + 1)) − 𝐵(𝑥(𝑘))
 

 و

∇̅𝐵𝑇(𝑥(𝑘 + 1), 𝑥(𝑘)) = 

                                       𝛻𝐵(𝑥(𝑘)) +
1

2
𝐵ℎ𝑒𝑠𝑠(𝑘)(𝑥(𝑘 + 1) − 𝑥(𝑘))

 

𝑡در   𝐵گرادیان  و هسین   𝐵ℎ𝑒𝑠𝑠(𝑘)و   𝐵(𝑥(𝑘))∇که   = 𝑘𝑇 .است 

بدون جهت  :۲تعریف  ندرا هم𝐺(𝑡) گراف  ها اگر نامند اگر و تن ب

  .باشدوجودداشته 𝑗و  𝑖  متمایزهمواره مسیری بین هر دو رأ

بدون : [۶] ۱لم  هت همگراف  ند ج ماتری  𝐺(𝑡)ب 𝐸و نیز  =

diag(𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑁)  ماتر یک  مهکه  بت اساااات را ی  نی معین مث

𝐿آنگاه ماتری   ،بگیریددرنظر + 𝐸 بود. معین مثبت خواهد𝐿   ماتری

 است. 𝐺(𝑡)لاپلاسین گراف 

ب 𝐺(𝑘)گراف شااابکه  :۲لم   𝑛g صاااورت یک مجموعه از هرا که 

,𝐺1(𝑘)گراف زیر 𝐺2(𝑘), … , 𝐺𝑛g(𝑘)   و𝑛g ≤ 𝑛l بگیرید اساات را درنظر

,𝐿1(𝑘)و   𝐿(𝑘)های که ماتری  𝐿2(𝑘),… , 𝐿𝑛g(𝑘)   لاپلاساااین گراف

𝐺(𝑘)   یرگراف ین و ز همچن تنااد.  تری  هااای آن هسااا 𝐻مااا =

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐻1, 𝐻2, … ,𝐻𝑛g)   کااه𝐻𝑗 , 𝑗 = 1,… , 𝑛g   یااک ماااتری  ق ری

صااورت ماتری   باشااد. در اینمیغیرصاافر با اعضااای صاافر و یک 

𝐿(𝑘) + 𝑐𝐻   یک ماتری  معین مثبت اسااات که در آن𝑐  یک ثابت

 .مثبت است

 ،روها گره مشاااترکی وجودندارد ازینچون داخل زیرگراف اثبات:

ب ماتری  ق ری بلوکی هماتری  لاپلاساااین گراف  یک  صاااورت زیر 

𝐿(𝑘) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐿1(𝑘), … , 𝐿𝑛g(𝑘)) سااپ  بر  بازنویساای اساات.قابل

𝐻𝑗های  ماتری و تعریف زیر ۴-۲اساااا  لم  , 𝑗 = 1,… , 𝑛g   جه نتی

𝐿1(𝑘)های شااود ماتری می + 𝑐𝐻1, … , 𝐿𝑛g(𝑘) + 𝑐𝐻𝑛g  مثبت معین

𝐿(𝑘)                               هستند بنابراین + 𝑐𝐻 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐿1(𝑘) +

𝑐𝐻1, … , 𝐿𝑛g(𝑘) + 𝑐𝐻𝑛g) .یک ماتری  مثبت معین است 

 نتایج اصلی. ۳

تدا  نیدر ا کل کنترل کیبخش، اب کت گروهی  یبرا دیجد یپروت حر

شااده برای همگرایی به رهبر ی نمونههاههای چندعاملی با دادساایسااتم

ع تاب کی، ما برای این کار ابتدا. میکنمیمجازی با سااارعت متغیر ارائه

جانب یداریپا طیراو شااا میکنمیفیتعر دیجد یانرژ پانوفیل یم  را ا

ران ک کی ،یتابع انرژ ی. ساپ  با اساتفاده از کران بالامیکنمیبرآورده

 یسااارعت ییهمگرا تا میکنمیدایپ هاهداد یبردارنمونه دوبرای پریبالا 

سرعت رهبر مجاز شبکه عاملهمهی و نیز بهمه عوامل به  ستگی   هاپیو

 . شود نمیتض هابرخورد آنو عدم

,𝑢𝑖(𝑘)ها را عاملما پروتکل کنترلی       𝑖 = 1,… , 𝑁  صورت ترکیبی هب

𝑢𝑖(𝑘)از دو قسمت  = 𝑢𝑐𝑖(𝑘) + 𝑓(𝑝𝑖(𝑘))گیریم کهمیدرنظر 

𝑢𝑐𝑖(𝑘) = −∑ ∇̅𝑉�̃�𝑖 (�̃�𝑖𝑗(𝑘 + 1), �̃�𝑖𝑗(𝑘))𝑗∈𝑁𝑖(𝑘)

                   −1.5∑ 𝑎𝑖𝑗 (𝑝𝑖(𝑘) − 𝑝𝑗(𝑘))𝑗∈𝑁𝑖(𝑘)

                   + 0.5∑ 𝑎𝑖𝑗 (�̃�𝑖(𝑘 − 1) − 𝑝𝑗(𝑘 − 1))𝑗∈𝑁𝑖(𝑘−1)

−ℎ𝑖(𝑐1�̃�𝑖(𝑘) + 1.5𝑐2�̃�𝑖(𝑘) − 0.5𝑐2�̃�𝑖(𝑘 − 1))

 (۸)  

𝑐1که در آن ضااارایب ثابت  > 𝑐2و  0 > فضاااای  𝑁𝑖(𝑡)هساااتند.  0

هایی دهد که شااامل آن دسااته عاملمیام را نشااان 𝑖همسااایگی عامل 

مل می عا که در همساااایگی  بام قرار  𝑖شاااود  ند و  زیر  صاااورتهدار

 شود:میتعریف

𝑁𝑖(𝑡) = {𝑗 ∈ 𝒱: (𝑖, 𝑗) ∈ ℰ(𝑡)}    (۲)  

�̅�𝑉�̃�𝑖و  (𝑞𝑖𝑗(𝑘 + 1), 𝑞𝑖𝑗(𝑘)) گرادیان گسسته تابع پتانسیل𝑉(‖𝑞𝑖𝑗‖) 

 باشد.می
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 بگیرید. حال قضیه زیر را درنظر     

ها بگیرید که دینامیک آنعامل را درنظر 𝑁یک گروه با  :۱قضييیه       

(  ۸صاااورت راب ه )هها بو پرتکل کنترلی آن (۴)-(۲صاااورت راب ه )هب

( اساات و ۲صااورت فرض )هها بشاابکه اولیه عاملکنید که اساات. فرض

ست. فرضانرژ سایگی عاملی اولیه گروه نیز محدود ا ا هکنید گراف هم

𝑘𝑙 (𝑙در لحظات  = 1,2,… صله بین میسوئیچ (  (𝑘𝑙−1  𝑘𝑙]کند و در فا

شااارایط   هاهبرداری دادصاااورت اگر پریود نمونهثابت اسااات. در این

𝑇 ≤ 𝑇min𝑙   که عداً 𝑇min𝑙را برآورده کند،  گاه معرفی ب هدشاااد، آن خوا

 داشت.خواهیم

𝑘ها برای تمامیهای شاابکه عاملگرافزیر-1      ≥ پیوسااته همهب 0 

 ماند.می

صورت مجانبی به سرعت رهبر مجازی، ها بهعامل سرعت تمامی-۲     

𝑝𝛾  شد.خواهدهمگرا 

𝑘تمامی ها برایعدم برخورد بین عامل -۲      ≥  شود.میتضمین 0 

 بگیریدنظرتابع انرژی زیر را در اثبات:     

𝑄(𝑘) =  
1

2
∑ ∑ 𝑉(‖�̃�𝑖𝑗(𝑘)‖) +

𝑁
𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝑁
𝑖=1

1

2
∑ ℎ𝑖𝑐1�̃�𝑖(𝑘)

𝑇�̃�𝑖(𝑘)
𝑁
𝑖=1

                 
1

2
∑ 𝑝𝑖(𝑘)

𝑇𝑝𝑖(𝑘)
𝑁
𝑖=1 +

1

2

𝑇𝛿

4
∑ 𝑝𝑖(𝑘 − 1)

𝑇𝑝𝑖(𝑘 − 1)
𝑁
𝑖=1

(۰1)  

 𝐺(𝑘)کنید که فرض یک تابع مثبت است. 𝑄(𝑘)بینید میطور که همان

𝑘𝑙 ( 𝑙در لحظات  = 1,2, … کند و در فاصله بین دو سوئیچ، میسوئیچ (

[𝑘𝑙−1𝑘𝑙) ثابت است در نتیجه ماتری  لاپلاسین آن نیز ثابت است. در ،

 بود.صورت زیر خواهدهب (𝑘1 0]در بازه  𝑄(𝑘)این صورت معادله تفاضلی 

𝑄(𝑘 + 1) − 𝑄(𝑘) =  𝐸1(𝑘) + 𝐸2(𝑘) + 𝐸3(𝑘) + 𝐸4(𝑘) (11)  

,𝐸𝑗(𝑘) که  𝑗 = ستفاده از تعریف شدهها در زیر تعریف,…,1  (1)اند. با ا

سبی  صله ن سبت به فا سیل و ماتری  مجاورت، ن و زوج بودن تابع پتان

 توان به روابط زیر رسیدمی (۸و ) (۷) یهاهراب و نیز ، 𝑞𝑖𝑗ها، عامل

𝐸1(𝑘) = 0.5∑ ∑ (𝑉(‖�̃�𝑖𝑗(𝑘 + 1)‖) − 𝑉(‖�̃�𝑖𝑗(𝑘)‖))
𝑁
𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝑁
𝑖=1

∑ ∑ ∇̅𝑉�̃�𝑖(‖�̃�𝑖𝑗(𝑘 + 1)‖, ‖�̃�𝑖𝑗(𝑘)‖)(�̃�𝑖(𝑘 + 1) − �̃�𝑖(𝑘))
𝑁
𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝑁
𝑖=1

= 𝑇∑ �̅�𝑖(𝑘)
𝑇 ∑ ∇̅𝑉�̃�𝑖(‖�̃�𝑖𝑗(𝑘 + 1)‖, ‖�̃�𝑖𝑗(𝑘)‖)

𝑁
𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝑁
𝑖=1

(11) 
𝐸2(𝑘) = 0.5∑ ℎ𝑖𝑐1(�̃�𝑖(𝑘 + 1)

𝑇�̃�𝑖(𝑘 + 1)
𝑁
𝑖=1 − �̃�𝑖(𝑘)

𝑇�̃�𝑖(𝑘))

       = 0.5𝑐1∑ ℎ𝑖(�̃�𝑖(𝑘 + 1)−�̃�𝑖(𝑘))
𝑇(�̃�𝑖(𝑘 + 1)

𝑁
𝑖=1 + �̃�𝑖(𝑘))

       = 0.5𝑇𝑐1∑ ℎ𝑖
𝑁
𝑖=1  �̅�𝑖(𝑘)

𝑇(2�̃�𝑖(𝑘) + 𝑇 �̅�𝑖(𝑘))

      ( ۲1 ) 
 

𝐸3(𝑘) = 0.5∑ (𝑝𝑖(𝑘 + 1)
𝑇𝑝𝑖(𝑘 + 1)

𝑁
𝑖=1 − 𝑝𝑖(𝑘)

𝑇𝑝𝑖(𝑘))

            = ∑ (
𝑝𝑖(𝑘+1)+𝑝𝑖(𝑘)

2
)𝑇(𝑝𝑖(𝑘 + 1)

𝑁
𝑖=1 − 𝑝𝑖(𝑘))

= 0.5𝑇∑  �̅�𝑖(𝑘)
𝑇(𝑁

𝑖=1 𝑓(𝑝𝑖(𝑘)) − 𝑓(𝑝𝛾(𝑘)))

+𝑇∑  �̅�𝑖(𝑘)
𝑇(−∑ ∇̅𝑉�̃�𝑖(‖�̃�𝑖𝑗(𝑘 + 1)‖, ‖�̃�𝑖𝑗(𝑘)‖)𝑗∈𝑁𝑖(𝑘)

𝑁
𝑖=1

                                −1.5∑ 𝑎𝑖𝑗 (𝑝𝑖(𝑘) − 𝑝𝑗(𝑘))𝑗∈𝑁𝑖(𝑘)

                               −0.5∑ 𝑎𝑖𝑗 (𝑝𝑖(𝑘 − 1) − 𝑝𝑗(𝑘 − 1))𝑗∈𝑁𝑖(𝑘−1)

−ℎ𝑖(𝑐1�̃�𝑖(𝑘) + 1.5𝑐2�̃�𝑖(𝑘) − 0.5𝑐2�̃�𝑖(𝑘 − 1)))

      (1۲)

     

جا       تابع مشاااتق  𝑝𝑖(𝑡)که ازآن مان  پذیر و همواریک  اسااات و ز

ن چک اسااات  𝑇برداری هنمو که توان فرض، مینیز کو �̇�𝑖(𝑘𝑇)کرد  ≅

�̇�𝑖((𝑘 − 1)𝑇)  شتق ستفاده از راب ه موجود برای تقریب م سپ  با ا و 

�̇�𝑖(𝑡) ≅
1

𝑇
(𝑝𝑖(𝑡 + 𝑇) − 𝑝𝑖(𝑡))  ت            تااااوان نااااوشاااااماااای

𝑝𝑖(𝑘+1)−𝑝𝑖(𝑘)

𝑇
≅

𝑝𝑖(𝑘)−𝑝𝑖(𝑘−1)

𝑇
                                      یاااااااا درواقاااااااع  

𝑝𝑖(𝑘 + 1) + 𝑝𝑖(𝑘 − 1) ≅ 2𝑝𝑖(𝑘)  توان به میاست. از راب ه اخیر نیز

 راب ه زیر رسید

�̅�𝑖(𝑘) =
𝑝𝑖(𝑘+1)+𝑝𝑖(𝑘)

2
≅ 0.5(3�̃�𝑖(𝑘)−𝑝𝑖(𝑘 − 1))   

      ( ۴1 ) 

 آورددستهتوان بمی( 1۲)در بالا راب ه  گزاریجایحال با 

+𝑇∑  �̅�𝑖(𝑘)
𝑇(−1.5∑ 𝑎𝑖𝑗 (𝑝𝑖(𝑘) − 𝑝𝑗(𝑘))𝑗∈𝑁𝑖(𝑘)

𝑁
𝑖=1

                         −0.5∑ 𝑎𝑖𝑗 (𝑝𝑖(𝑘 − 1) − 𝑝𝑗(𝑘 − 1))𝑗∈𝑁𝑖(𝑘−1)

−ℎ𝑖(1.5𝑐2𝑝𝑖(𝑘) − 0.5𝑐2𝑝𝑖(𝑘 − 1)))

= 𝑇∑  �̅̃�𝑖(𝑘)
𝑇(−∑ 𝑎𝑖𝑗 (�̅�𝑖(𝑘) − �̅�𝑗(𝑘))𝑗∈𝑁𝑖(𝑘)

𝑁
𝑖=1 − ℎ𝑖𝑐2�̅�𝑖(𝑘))

      ( ۱1 ) 

صله  𝐺(𝑘)که گراف  ازآنجا      ست ازین رو  (𝑘𝑙−1  𝑘𝑙]در هر فا ثابت ا

سایگی  ضای هم 𝑁𝑖(𝑘)ف = 𝑁𝑖(𝑘 − 1) = 𝑁𝑖(𝑘𝑙−1) . همچنین𝐸4(𝑘) 

 صورت زیر استهب

𝐸4(𝑘) =
𝑇𝛿

8
∑ (𝑝𝑖(𝑘)

𝑇𝑝𝑖(𝑘)
𝑁
𝑖=1 − 𝑝𝑖(𝑘 − 1)

𝑇𝑝𝑖(𝑘 − 1)) 
      ( ۶1 ) 

 داشتاین خواهیمبنابر

𝑄(𝑘 + 1) − 𝑄(𝑘) ≤ 0.5𝑇2𝑐1∑ ℎ𝑖
𝑁
𝑖=1  �̅�𝑖(𝑘)

𝑇�̅�𝑖(𝑘)

−𝑇∑  �̅�𝑖(𝑘)
𝑇(∑ 𝑎𝑖𝑗 (�̅�𝑖(𝑘) − �̅�𝑗(𝑘))𝑗∈𝑁𝑖(𝑘)

𝑁
𝑖=1 + ℎ𝑖𝑐2�̅�𝑖(𝑘))

0.125𝑇𝛿 ∑ (𝑝𝑖(𝑘)
𝑇𝑝𝑖(𝑘)

𝑁
𝑖=1 − 𝑝𝑖(𝑘 − 1)

𝑇𝑝𝑖(𝑘 − 1))

0.5𝑇∑  �̅�𝑖(𝑘)
𝑇(𝑁

𝑖=1 𝑓(𝑝𝑖(𝑘)) − 𝑓(𝑝𝛾(𝑘)))

      (1۷) 

∑که با استفاده از  �̅�𝑖(𝑘)
𝑇�̅�𝑖(𝑘) = �̅�(𝑘)

𝑇�̅�(𝑘)𝑁
𝑖=1 توان رسید به می 

∑ ∑  �̅�𝑖(𝑘)
𝑇(∑ 𝑎𝑖𝑗 (�̅�𝑖(𝑘) − �̅�𝑗(𝑘))𝑗∈𝑁𝑖(𝑘)

𝑁
𝑖=1 =𝑁

𝑖=1

 �̅�(𝑘)𝑇(𝐿(𝑘) ⊗ 𝐼𝑛)�̅�(𝑘)  که�̅�(𝑘) =

[�̅�1
𝑇
(𝑘), �̅�2

𝑇
(𝑘), … , �̅�𝑁

𝑇
(𝑘)]𝑇 .  آوریم میدست هب( 1)نیز از فرض 

∑  �̅�𝑖(𝑘)
𝑇(𝑁

𝑖=1 𝑓(𝑝𝑖(𝑘)) − 𝑓(𝑝𝛾(𝑘))) ≤

𝛿‖𝑝(𝑘)‖‖�̅�(𝑘)‖که𝑝(𝑘) = [𝑝1
𝑇(𝑘),… , 𝑝𝑁

𝑇(𝑘)]𝑇 بنابراین .

 داشتخواهیم
𝑄(𝑘 + 1) − 𝑄(𝑘) ≤ 0.5𝑇𝛿‖𝑝(𝑘)‖‖�̅̃�(𝑘)‖

−𝑇�̅�(𝑘)𝑇((𝐿(𝑘𝑙−1) + (𝑐2 − 0.5𝑇𝑐1)𝐻) ⊗ 𝐼𝑛)�̅�(𝑘)

0.125𝑇𝛿(𝑝(𝑘)𝑇𝑝(𝑘) − 𝑝(𝑘 − 1)𝑇𝑝(𝑘 − 1))

(1۸)           

𝑝𝑖(𝑘که  (1۴) که با اساااتفاده از راب ه − 1) = 3�̃�𝑖(𝑘) − 2�̅̃�𝑖(𝑘)،و  ا

−فزودن و کم کردن عبارت  ا
𝛿

2
�̅�(𝑘)𝑇�̅�(𝑘)  داریم (1۷)با 

𝑄(𝑘 + 1) − 𝑄(𝑘) ≤

−𝑇�̅�(𝑘)𝑇((𝐿(𝑘𝑙−1) + (𝑐2 − 0.5𝑇𝑐1)𝐻 −
𝛿

2
𝐼𝑁) ⊗ 𝐼𝑛)�̅�(𝑘)

−𝑇𝛿(𝑝𝑖(𝑘)−𝑝𝑖(𝑘 − 1))
𝑇(𝑝𝑖(𝑘)−𝑝𝑖(𝑘 − 1))

 (1۲)  

 داشتبنابراین خواهیم
𝑄(𝑘 + 1) − 𝑄(𝑘) ≤

−𝑇�̅�(𝑘)𝑇((𝐿(𝑘𝑙−1) + (𝑐2 − 0.5𝑇𝑐1)𝐻 −
𝛿

2
𝐼𝑁) ⊗ 𝐼𝑛)�̅�(𝑘)

(۲۰)  
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0۳ 

𝑘0کنید که دادن کلیت فرضبدون ازدست      = طور که همان است. 0

گراف زیر 𝑛g( از ۲ها براسااا  فرض )گراف همسااایگی عامل ذکرشااد

شکیلهم صله شدهبند ت ست که در فا ستند. با  (𝑘1 0]ا سیم ثابت ه تق

𝐻صاااورت به  𝐻ماتری   = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐻1, 𝐻2, … , 𝐻𝑛g)   که در هر و این

 گرفتتوان نتیجهمی( ۲دارد بر اسا  لم )زیرگراف یک عامل آگاه وجود

𝐿(0))ماتری   + (𝑐2 − 0.5𝑇𝑐1)𝐻 −
𝛿

2
𝐼𝑁)   برای𝑇 ≤ 2𝑐2/𝑐1   یک

 ماااتااریاا  مااعاایاان مااثااباات اساااات. در نااتاایااجااه باارای

𝜆1(𝐿(0) + (𝑐2 − 0.5𝑇𝑐1)𝐻) ≥
𝛿

2
𝑘1 0]ه ، در بااااز − 1]   ،

𝑄(𝑘 + 1) − 𝑄(𝑘) ≤ مل 0 عا یه  که چون انرژی اول  𝑄(0)ها اسااات 

𝑄(𝑘)بنابراین  محدود اساات ≤ 𝑄0 < 𝑘1 0]در بازه ∞ − بود. خواهد [1

باتوجه به محدود ماندن تابع انرژی در این بازه و نیز براساااا  تعریف 

lim‖𝑞𝑖𝑗(𝑘)‖→𝑟تااابع پتااانسااایاال 
𝑉(‖𝑞𝑖𝑗(𝑘)‖) → ، هیچکاادام از   ∞

𝑘1 0]پیوندهای موجود در فاصااله  −  کرد.میل نخواهند 𝑟 به ساامت [1

ست تا حداقل یه جفت  𝑇بنابراین اگر مقدار از حداقل مقداری که لازم ا

صله بین زمان نمونه 𝑘1برداریاز پیوندها در فا − ام از بین رود 𝑘1ام و 1

ام نیز از بین 𝑘1نیز کوچکتر باشااد آنگاه هیچ پیوندی در لحظه �̌�min𝑙و 

شادن پیوندهای کردن گراف شابکه در نتیجه افزوده رود و ساوییچنمی

تعداد این پیوندهای جدید حداکثر به تعداد  که بودخواهد  𝑘1جدید در 

ست. در نتیجهیال چون تعداد پیوندهای جدیدی  های یک گراف کامل ا

ست مقدار تابع  𝑘1در  𝐺(𝑘)تواند به گراف که می شود محدود ا افزوده 

های بالا محدود اساات. حال اگر مشااابه تحلیل 𝑘1 ،𝑄(𝑘1)انرژی نیز در 

گرفت که اگر توان نتیجهمیببریم کاره، ب(𝑘𝑙−1𝑘𝑙]را برای هر فاصاااله 

از حداقل مقداری که لازم اسااات تا حداقل یه جفت از پیوندها  𝑇مقدار

𝑘𝑙برداریدر فاصله بین زمان نمونه − نیز کوچکتر  ام از بین رود𝑘lام و 1

روند و سویئچ کردن نمی 𝑟از پیوندهای موجود به سمت  باشد هیچکدام

خاطر افزوده شدن پیوندهای جدید به هب 𝑘𝑙ها در گراف همسایگی عامل

پیوسااته همهب 𝐺(0) چونبنابراین از  ها اساات.شاابکه همسااایگی عامل

برای  𝐺(𝑘)شااود، درنتیجه نمیکاسااته ℰ(𝑘)اساات و هیچ پیوندی از 

𝑘همه >   ماند.خواهدپیوسته همهب 0

سوئیچ اگر فرض      شبکه تا پیوند ج 𝑚𝑘𝑙ام تعداد  𝑘𝑙کنیم در  دید به 

این  حداکثر تعداد همان ور که ذکر شاد باشاد،شادههمساایگی افزوده 

1های یک گراف کامل اساات یعنی یالپیوندها به تعداد  ≤ 𝑚𝑘𝑙 ≤ 𝑀 ،

𝑀که = 0.5(𝑁 − 1)(𝑁 − جه  (2 قدار  اسااات. درنتی در هر   𝑄(𝑘𝑙)م

𝑄(𝑘𝑙)ساااااوئااایاااچ  ≤ 𝑄(0) + 𝑚𝑘𝑙𝑉(𝑟 − 𝜀) ≤ 𝑄max  کاااه             

𝑄max = 𝑄(0) +  𝑀𝑉(𝑟 − 𝜀) < حدود   ∞ ند.میم از طرفی چون  ما

یز نشاااود تواند به گراف شااابکه افزودهکه میحداکثر تعداد پیوندهایی 

های گراف کردن نتیجه حداکثر تعداد دفعات سااوئیچ محدود اساات در

𝑘𝑙شاابکه نیز محدود اساات،  ≤ 𝑀ها ابراین شاابکه همسااایگی عامل، بن

بت ثا بازه میبالأخره  به  بات محدود  مه اث محدود  (∞,𝑘𝑙)شاااود و ادا

 شود. بنابراین مجموعهمی

Ω = {[�̃�𝑇𝑝𝑇]𝑇 ∈ ℝ2𝑁𝑛|𝑄(�̃�, 𝑝) ≤ 𝑄max}  (۲1                        )  

�̃�که در آن  = [�̃�1
𝑇  ⋯ �̃�𝑁

𝑇 ]𝑇.ناوردای مثبت است ،  

که حال فرض      ید  مل اول را   𝑛𝑙کن گاه درعا مل آ ربگیریم نظعا

𝑄(𝑘)که ازآنجا ≤ 𝑄max  ست از شود که برای ( نتیجه می۲۰)( و 1۰)ا

𝑖 = 1,2,… , 𝑛𝑙 ،𝑐1�̃�𝑖
𝑇�̃�𝑖 ≤ 2𝑄max های آگاه است. بنابراین فاصله عامل

بود. از نخواهد 2𝑄max/𝑐1√ماند و بیشااتر از از رهبر مجازی محدود می

ته نیز پیوسهمهپیوسته است و بهمهطرفی چون شبکه همسایگی اولیه ب

سیر بین هر عامل نامی آگاه آگاه با یک عامل ماند، همواره حداقل یک م

صله عاملوجود خواهد شت. بنابراین فا مجازی نیز  های ناآگاه از رهبردا

حدود می ند. علاوهم جه می۲۰( و )1۰این از ) برما که( نتی  شاااود 

𝑝𝑖
𝑇�̃�𝑖 ≤ 2𝑄max ست ست و از  Ωبنابراین مجموعه  .ا سته و کراندار ا ب

 Ωشود که همه مسیرهایی که از داخل مجموعه مینتیجه قضیه لاسال

𝑆                   شود به بزرگترین مجموعه ناوردا داخل ناحیهوعشر =

{[�̃�𝑇𝑝𝑇]𝑇 ∈ ℝ2𝑁𝑛|∆𝑄(�̃�, �̃�) = ,𝑄(�̃�∆شاااود که همگرا می{0 𝑝) =

𝑄(�̃�(𝑘 + 1), 𝑝(𝑘 + 1)) − 𝑄(�̃�(𝑘), 𝑝(𝑘)) .است 

𝑄(𝑘فهمید که وقتی توان( می۲۰باتوجه به راب ه ) + 1) − 𝑄(𝑘) = 0 

𝑖شااود که اگر و تنها اگر برای می = 1,2,… , 𝑁 ،�̅�𝑖(𝑘) = شااود. در  0

𝑝1داشاات توانمی  �̅�𝑖(𝑘)نهایت از تعریف  = 𝑝2 = ⋯ = 𝑝𝑁 = ، که 0

مل عا مه  عت ه که سااار بدین معنی اسااات  باین  جانبی هها  طور م

𝑝1 = 𝑝2 = ⋯ = 𝑝𝑁 = 𝑝𝛾 شود.می 

ست تا حداقل یه  𝑇از طرفی چون مقدار      از حداقل مقداری که لازم ا

صله بین زمان نمونه 𝑘𝑙برداریجفت از پیوندها در فا − ام با هم 𝑘lام و 1

شتهب شند از رخورد دا ست و نیز ب �̂�𝑚𝑖𝑛𝑙با خاطر محدود هنیز کوچکتر ا

هی  گرو حرکاات  طول  نرژی در  بع ا 𝑄(𝑘)ماااناادن تااا ≤ 𝑄max   و

lim‖𝑞𝑖𝑗‖→0
𝑉(‖𝑞𝑖𝑗‖) → 𝑘ها برای شاااود که عاملمی، نتیجه∞ ≥ 0 

تهنمی با هم داشااا ند برخوردی  ند.توان ما باشااا قدار ز ن درواقع اگر م

𝑇و برداری نمونه ≤ 𝑇min𝑙 = 𝑚𝑖𝑛{�̂�𝑚𝑖𝑛𝑙 , �̌�𝑚𝑖𝑛𝑙}  در هر بازه[𝑘𝑙−1𝑘𝑙) 

 شود.میپیوستگی شبکه حفظهمهها و ببرخورد عاملباشد عدم

 می (𝑘𝑙−1𝑘𝑙]در هر فاصااله   𝑄(𝑘𝑙)با توجه به محدود بودن مقدار      

گرفت در هر بازه مذکور فاصله پیوندها از یه مقدار حداکثری جهتوان نتی

𝑑max𝑙  شتر و از یک مقدار حداقلی ست. 𝑑m𝑖𝑛𝑙بی   همچنین از  کمتر نی

ها آورد که نرم خ ای سااارعت عاملدساااتهتوان بمی( ۲۰و )( 1۰)
‖𝑝𝑖(𝑘)‖ ها و در نتیجه بیشااترین ساارعت نساابی بین عامل𝑝𝑚𝑎𝑥𝑙  نیز

ان یک کران بالا تومیمحدود اسااات که با اساااتفاده از دو م لب اخیر 

نه مان نمو ملبرای ز عا که ازبرداری  ندی و نیز  ها  بین نرفتن هیچ پیو

بازهینمبرخورد را تضاااعدم ند برای هر  برای  کرد.عیینت  (𝑘𝑙−1𝑘𝑙]ک

و بیشااترین   𝑑min𝑙و  𝑑max𝑙ابتدا باید   �̌�min𝑙و �̂�min𝑙 آوردن دسااتهب

 آورد.دستهرا ب 𝑝𝑚𝑎𝑥𝑙ها سرعت نسبی عامل

در بدترین حالت یک پیوند در حال نزدیک  (𝑘𝑙−1𝑘𝑙]در هر فاصله       

ها یا صفر است و بقیه در فاصله م لوب شدن به شعاع همسایگی عامل

𝑑  ج یل در آن تانسااا تابع پ قدار خود را دارد قرارکه  ند. ا کمترین م دار

∑تداشااااتااوانماایبااناااباارایاان  ∑ 𝑉(‖𝑞𝑖𝑗(𝑘)‖) =
𝑁
𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝑁
𝑖=1

2 ((𝑚0 +𝑚 𝑘1 +⋯+ 𝑚 𝑘𝑙−1 − 1)𝑉(𝑑) + 𝑉(‖𝑞𝑖𝑗(𝑘)‖)) , 𝑙 =

 داشت توانمینیز ( ۲۰( و )1۰). از  …,1,2
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2((𝑚0 +𝑚 𝑘1 +⋯+ 𝑚 𝑘𝑙−1 − 1) 𝑉(𝑑) + 𝑉(‖𝑞𝑖𝑗(𝑘)‖)) ≤

2𝑄(𝑘𝑙−1) یا 
𝑉(‖𝑞𝑖𝑗(𝑘)‖) ≤

(𝑄(𝑘𝑙−1) − (𝑚0 +𝑚 𝑘1 +⋯+ 𝑚 𝑘𝑙−1 − 1) 𝑉(𝑑))
            (۲۲)   

وان نتیجه تمیکه بر اسا  تقارن تابع پتانسیل نسبت به فاصله م لوب 

𝑑min𝑙 گرفت = 𝑟 − 𝑑max𝑙 = 𝑉
−1(𝑄(𝑘𝑙−1) − (𝑚0 +𝑚 𝑘1 +⋯+

 𝑚 𝑘𝑙−1 − 1) 𝑉(𝑑)).   همچنین𝑝𝑚𝑎𝑥𝑙   همه توان از شرای ی که میرا

صله م لوب قرار سابمیپیوندها در فا وان از تمیکرد. بنابراین گیرند، ح

 آوررددستهراب ه تابع انرژی ب
(𝑝𝑖

𝑇𝑝𝑖 +𝑝𝑗
𝑇𝑝𝑗)                      

        +2 ((𝑚0 +𝑚 𝑘1 +⋯+ 𝑚 𝑘𝑙−1) 𝑉(𝑑)) ≤ 2𝑄(𝑘𝑙−1)
(۲۲    )  

𝑝𝑖‖که از نامساوی   − 𝑝𝑗‖
2
≤ 2(�̃�𝑗

𝑇𝑝𝑗 + 𝑝𝑖
𝑇𝑝𝑖), داشتتوانمی 

‖𝑝𝑖𝑗‖ ≤

         √2 (𝑄(𝑘𝑙−1) − (𝑚0 +𝑚 𝑘1 +⋯+ 𝑚 𝑘𝑙−1) 𝑉(𝑑)) = 𝑝𝑚𝑎𝑥

(۲۴)               

 و 
‖�̅�𝑖𝑗(𝑘)‖ = 0.5‖�̃�𝑖𝑗(𝑘 + 1) + 𝑝𝑖𝑗(𝑘)‖ ≤                      

                             0.5(‖�̃�𝑖𝑗(𝑘)‖ + ‖𝑝𝑖𝑗(𝑘 + 1)‖) ≤ 𝑝𝑚𝑎𝑥𝑙
(۱۲)     

𝑞𝑖𝑗(𝑘‖داریم (۷)از  اًنهااایتاا + 1)‖ = ‖𝑞𝑖𝑗(𝑘) + 𝑇�̅�𝑖𝑗(𝑘)‖   کااه از

𝑞𝑖𝑗(𝑘‖                                      داشت توانمینامساوی مثلثی  + 1)‖ ≤

‖𝑞𝑖𝑗(𝑘)‖ + ‖𝑇�̅�𝑖𝑗(𝑘)‖  سبه ست  حداقلکه برای محا زمانی که لازم ا

𝑞𝑖𝑗(𝑘‖ تا حداقل یک جفت پیوند به شاااعاع همساااایگی  + 1)‖ = 𝑟 

�̌�min𝑙داشااات خواهیم �̌�min𝑙برساااد  ≥ {
r−‖𝑞𝑖𝑗(𝑘)‖

‖�̅�𝑖𝑗(𝑘)‖
} =

𝑟−𝑑max𝑙
𝑝max𝑙

 بهکه  

حداقل آوردن دسااتهبرای بتوان از نامساااوی مثلثی  مین ساایاق میه

        کنندحداقل یک جفت عامل به هم برخورد مدت زمانی که لازم است تا
‖𝑞𝑖𝑗(𝑘 + 1)‖ = نی   0 ع تفااادهبااه  �̂�min𝑙ی یر اسااا کرد صاااورت ز

‖𝑞𝑖𝑗(𝑘)‖ − ‖𝑇�̅�𝑖𝑗(𝑘)‖ ≤ ‖𝑞𝑖𝑗(𝑘 + �̂�min𝑙که   ‖(1  ≥ {
‖𝑞𝑖𝑗(𝑘)‖

‖�̅�𝑖𝑗(𝑘)‖
} =

𝑑𝑚𝑖𝑛𝑙
𝑝𝑚𝑎𝑥𝑙
                                                        خاااطاار تااقااارن تااابااع پااتااانساااایاال هکااه بااازآنااجااا . 

𝑑min𝑙
𝑝max𝑙

=
𝑟−𝑑max𝑙
𝑝max𝑙

ین   هی در   ،رواساااات از گرو حرکاات  گر                 یااک  ا

𝑇 ≤ 𝑇𝑚𝑖𝑛𝑙 = 𝑚𝑖𝑛{�̂�𝑚𝑖𝑛𝑙 , �̌�𝑚𝑖𝑛𝑙} =  
𝑑min𝑙
𝑝max𝑙

ها  باشاااد   ند در آن پیو

از راب ه  𝑇min𝑙توان میدهد. بنابراین مینشااود و برخوردی ر میحفظ

 آورددستهزیر ب

𝑇𝑚𝑖𝑛𝑙 =
𝑑𝑚𝑖𝑛𝑙

√2(𝑄(𝑘𝑙−1)−(𝑚0+𝑚 𝑘1+⋯+ 𝑚 𝑘𝑙−1
) 𝑉(𝑑))

  (۲۶)  

 سایبریحرکت گروهی تحت حمله . ۴

برخورد  ،یروبات یهامیمانند پهپادها و ت چندعاملی یهاساااتمیدر سااا

از  حمله قبل صیتشخ ن،یبرساند. بنابرا بیآس هاآنبه  تواندمیها عامل

 تی(، پارازDoS) از نوعاسااات. در حملات  یاتیگونه برخورد حوقوع هر

شدن ورود ،یارتباط یهاهشبک صفر  در طول حمله  یکنترل یمنجر به 

𝑘𝑎)[. فاصااله ۲۲شااود  می  𝑘𝑟) که در آن حمله ر   دیریرا در نظر بگ

مرحله بعد از شاااروع  𝑘𝑟  مرحله بعد از شاااروع حملات و 𝑘𝑎، دهدمی

𝑞𝑖𝑗(𝑘)ها که برای هر جفت از عاملاساات.  یابیباز
𝑇𝑝𝑖𝑗(𝑘) < اساات  0

ست. پنابرخورد اجتناب ستذیر ا  i یهاعامل یتوان برامی( ۲از ) فادهبا ا

 دآوردستهب jو 

{
𝑞𝑖𝑗(𝑘 + 1) = 𝑞𝑖𝑗(𝑘) + 𝑇𝑝𝑖𝑗(𝑘) + 0.5𝑇

2𝑢𝑖𝑗(𝑘),

𝑝𝑖𝑗(𝑘 + 1) = 𝑝𝑖𝑗(𝑘) + 𝑇𝑢𝑖𝑗(𝑘),
 (۲۷    )         

مشااخص  �̂�𝑖𝑗با دوباره فاصااله زمانی شااروع حمله تا برخورد را که اگر 

گزاری در طول حمله ورودی کنترلی صاافر اساات با جای کهازآنجا کنید

𝑢𝑖(𝑘) = 𝑘برای  0 ∈ (𝑘𝑎  𝑘𝑟) داشتخواهیم 

{
𝑞𝑖𝑗(𝑘 + 1) = 𝑞𝑖𝑗(𝑘𝑎) + �̂�𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗(𝑘𝑎),

𝑝𝑖𝑗(𝑘 + 1) = 𝑝𝑖𝑗(𝑘𝑎),
              (۲۸  )           

از راب ه بالا مشهود است که سرعت هر عامل در طول حمله ثابت است. 

بیااابیم بااا توجااه بااه اینکااه موقع برخورد   �̂�𝑖𝑗حااال اگر بخواهیم 
‖𝑞𝑖(𝑘 + 1)‖ = 𝑞𝑖𝑗(𝑘𝑎‖اساااااات ازیااان رو   0 + 1)‖ =

‖𝑞𝑖𝑗(𝑘) + �̂�𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗(𝑘)‖ = �̂�𝑖𝑗در نتیجه  0 ≤
‖𝑞𝑖𝑗(𝑘)‖

‖𝑝𝑖𝑗(𝑘)‖
اسااات. بنابراین  

 𝑇𝑑𝑒𝑡اگر زمان تشخیص حمله 
𝑇𝑑𝑒𝑡 ≤

𝑚𝑖𝑛 {
‖𝑞𝑖𝑗(𝑘)‖

‖𝑝𝑖𝑗(𝑘)‖
|𝑖 = 1,… , 𝑁, 𝑗 = 1,… , 𝑁, 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑞𝑖𝑗(𝑘)

𝑇𝑝𝑖𝑗(𝑘) < 0}

          (۲۲            )  

ذکر است اگر صورت برخوردی ر  نخواهدداد. قابلیم در آن دانمیباشد 

ها دهد چون ساارعت نساابی عاملحمله در زمان گذار تحول گروهی ر 

دارد. و احتمال زیادی برای برخورد وجودکوچک اساات 𝑇𝑑𝑒𝑡زیاد اساات 

ها به سااارعت رهبر مجازی لاما در حالت ماندگار چون سااارعت عام

. بزرگ اساات𝑇𝑑𝑒𝑡اساات ها صاافر شااود ساارعت نساابی عاملمینزدیک 

که برخوردی ر روازین مال این له ، احت هد کم اسااات. از طرفی حم د

اه را آگهای ناپیوستگی پیوندهای موجود را بشکند و عاملهمهب دتوانمی

تواند رهبر میشاااده دیگر نجدا کند. عامل ناآگاههای آگاه جدااز عامل

 کند و سرعت خود را به سرعت رهبر برساند. مجازی را دنبال

  :شودمیتم زیر جهت بازیابی شبکه پیسنهادبنابراین الگوری     

ع  -1      قد  فا که  گاه به هر زیرگراف  مل آ عا یک  گاه اسااات  مل آ ا

 دهیم.میتخصیص

یابد و میها افزایش ن در طول حمله خ ا سااارعت عاملچو -۲     

سیل افزایش میتوپولوژی نیز عوض شود به احتمال زیاد مقدار تابع پتان

ع انرژی جدید باید مقدار دوره تناوب نیز بر اساااا  تاب ،رویابد ازینمی

 شود.دوباره محاسبه

اما  شاااودمیها به رهبر مختلگرچه در طول حمله همگرایی عامل     

د شود بعمیبازیابی یمدت عد ازکشد بمینچون حمله مدت طولانی طول

شخیص حمله و ستمیشروع بازیابی  ت کردن دوره تناوب و  توان با ری

به عامل آگاه به هر زیرگراف فاقد عامل آگاه هنوز  نیز اختصااااک یک

 .کرددست پیداحرکت گروهی  همه اهداف

ذکر است که گرچه در طول حمله همگرایی سرعتی شایان :۱ توجه     

ساارعت مله طولانی نیساات و بهاما چون مدت ح شااودمیلعوامل مخت

سایی سایی با تنظیم مجدد زمان نمونهشود پ  از شمیشنا و  بردارینا

کردن یک عامل آگاه برای هر زیرگرافی که فاقد عامل آگاه مشاااخص

  شود.مین یمتضدوباره است همگرایی سرعتی 
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 شبیه سازی. ۵

ا ب چندعاملیگروه  کی یبر رو یعدد یسازهیشب کیبخش  نیدر ا     

ستمیعامل انجام ۱ ست که  نیفرض بر ا ت،یدادن کلشود. بدون ازد ا

ها عامل هیاول یهاها و سااارعتتی. موقعهساااتندم لع  ۴و  1عوامل 

بازه  بیترتبه به۰،۲[× ۰،۲[ و  ۰،۸[× ۰،1۲ در   یطور تصااااادف[ 

خاب ند. موقعمیانت عت اول تیشاااو جاز هیو سااار  ,بازهدر یرهبر م

𝑞𝛾(0) = [5, 3 𝑝𝛾(0) = [2, خاب  [2 هاشاااادهانت پارامتر  یاساااات. 

𝑟 صاااورتهب یساااازهیشاااب = 5, 𝜀0 = 0.1, 𝜀 = 0.1, 𝑐1 = 2, 𝑐2 =

𝑓𝛾(𝑘)صاااورت هشاااتاب رهبر مجازی نیز ب شاااده اند. میتنظ.0.2 =

[cos (𝑝𝛾1
), −𝑝𝛾2

+ 1]𝑇.  
و  زمان اولیهها را در آن یکربندیعوامل و پحرکت  ریمس (1)شکل      

اساات.  زیر گرافشااامل دو  هیشاابکه اولدهد. میحالت ماندگار نشااان

. شااودمیشااروع  t=10.44از  یابیو باز دافتمیاتفاق t=1.47حملات در 

و عوامل  تکهتحت حمله تکهعوامل ، شبکه شودمیطورکه مشاهدههمان

 اند. جداشده هیسوم که ناآگاه هستند از بق ودوم 

 
 هاآن یکربندیعوامل و پ ریمس :۱شکل 

 
 یسرعت عوامل و رهبر مجاز :۲شکل 

 
 تحول حرکت گروهیدر طول  هاهداد یبردارمقدار دوره نمونه :۳شکل 

 یدساااترساا یعوامل به اطلاعات رهبر مجاز نیا دیبا بازیابی یبرا     

شته شد. دا شرا رداریبزمان نمونهبا سا   . شودمینییتع دیجد طیبر ا

ده شمتصل گریکدیبه  جیتدربه هازیرگرافشود، میطورکه مشاهدههمان

سرعت عامل ها  ۲دهند. شکل میلیکواحد را تش یک گراف در نهایتو 

شان یو رهبر مجاز شاندهد. همانمیرا ن  ت،یشد، در نهادادهطورکه ن

  کینزد یبه سااارعت رهبر مجاز یطور مجانبسااارعت همه عوامل به

شبکه عاملهمهبکه یحالشود درمی ستگی  و اجتناب از برخورد  هاپیو

ض در را  T برداریزمان نمونهمقدار  ۲شکل  ن،یابر شود. علاوهمینمیت

شاااود میطورکه دیدههماندهد. مینشاااان تحول حرکت گروهیطول 

 شود و به حرکت گروهیمیخوبی بازیابیهشده بروتکل ارائهپگروه تحت 

 رسد.میمجانبی 

 گیرینتیجه. ۳

  را شدهنمونه هایحرکت گروهی با داده الگوریتم یک ما مقاله، این در 

ستم برای شنهادکردیم کمیدینا مجازی رهبر با چندعاملی هایسی   .پی

برای زمان  بالا کران یک انرژی، تابع بالای کران از اساااتفاده با ما

ستبه بردارینمونه های اولیه تحت این زمان لینک که طوری آوردیم،د

 همچنین و شودمی جلوگیری عوامل بین برخورد از و حفظ بین عوامل

.  شااودمینمیتضاا مجازی رهبر ساارعت به عوامل ساارعت گراییهم

  مکردیبررسی سایبری حمله تحت را خود پروتکل عملکرد ما همچنین،

شان و که در آن ورودی کنترلی (، DoS) از نوعحملات  برای که دادیمن

کردیم فرض ضاامناً .اساات اسااتفادهقابل ،شااودمیدر طول حمله صاافر 

ست و حملات قابل شبکه با ارائه الگوریتتشخیص ا  یمپ  از تشخیص 

دادیم در نهایت گروه به حرکت گروهی نشاااان ،برای بازیابی شااابکه

پیوساااته اسااات و برخوردی همههماهنگی که در آن شااابکه عوامل ب

و یابد میمه عوامل به سرعت رهبر مجازی دستندارد و سرعت هودوج

 شود. میهمگرا 

  ،های گروهیثیر حمله بر روی حرکته تأینمبرای ادامه کار در ز     

توان بر روی نحوه تشخیص حملات، سایر انواع حملات سایبری، نیز می

ر گیدو انتگرالک عوامل میحاضاار دینا مسااألهکار کرد. ضاامن اینکه در 

  ها مثل لاگرانژ نیز کار کرد.کمیتوان روی سایر دینامیبودند و 
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