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  چکيده
که  ييهابر نگاشت يمرتب جزئ يک مخروطيمتر يدر فضاها يينقطه ثابت دوتا ياياز قضا ين مقاله ابتدا به اثبات برخيدر ا

م. در يينماياثبات م يطيرا تحت شرا يين نقاط ثابت دوتايا ييکتايخته هستند پرداخته و سپس يآم يکنوايت يداراي خاص
در معادله  يج اصلياز نتا يان کاربرديان به بيستند؛ و در پاينرمال ن مرتب، لزوماً يک مخروطيمتر يمذکور فضاها يايقضا

  م. با وجود آنکه دوو در مقالهيپردازيانتگرال م
[W .  S .  Du ,  A note on cone metric fixed point theory and its equivalence ,  Nonlinear 
Analysis ,  72(2010) 2259-2261.] 

ک برقرار است، اما يمتر يدر فضاها يت انقباض خطيخاص يدارا يک مخروطيمتر يج نقطه ثابت در فضاهاينشان داد که نتا
 دوو در مقاله

[W .  S .  Du, New cone fixed point theorems for nonlinear multivalued maps with their 
applications ,  Applied Mathematic Letters ,  24(2011)172-178] 

 چ و همکاران در مقالهين جانکوويو همچن
[S .  Jankovic ,  Z .  Kadelburg ,  S .  Radenovic ,  On cone metric spaces :  A survey ,  Nonlinear Analysis, 
 74(2011) 2591-2601 . ] 

ن يج ايک ممکن است برقرار نباشند. نتايمتر يفضا ياينرمال باشند، قضاريغ يک مخروطيمتر يثابت کردند که هرگاه فضاها
 ن دسته از فضاها اختصاص دارد.يمقاله به ا
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 . مقدمات۱
ن مورد مطالعه ياز محقق ياريه نقطه ثابت توسط بسينظر

آن  يهمراه با کاربردها ياريبس يايقرار گرفت و قضا
نقطه  يايقضا ]۱۱،۱۰،۹،۸،۷،۶،۵،۴،۳،۲،۱[ .ديارائه گرد

، ابتدا توسط هانگ و يک مخروطيمتر يثابت در فضا
از محققان  ياري، مورد مطالعه قرار گرفت. بس]۱۲[ژانگ 

را در  يک مخروطيمتر ينقطه ثابت در فضاها يايقضا
 ]۱۵[دوو در  ]۱۴،۱۳[ .اثبات نمودند يط انقباضيشرا

ک يمتر يج نقطه ثابت در فضاهاينشان داد که نتا
 يدارند، در فضاها يانقباض خطت يکه خاص يمخروط

چ و يو جانکوو ]۱۶[ک برقرار است؛ اما دوو يمتر
ک يمتر يثابت کردند که هرگاه فضاها ]۱۷[همکاران 

ک يمتر يفضا ياير نرمال باشند، قضايغ يمخروط
 يايقضا ياريسندگان بسيممکن است برقرار نباشند. نو
ک يمتر يرا در فضاها يينقطه ثابت و نقطه ثابت دوتا

نرمال نبودند، اثبات  ، که لزوماًيمرتب جزئ يمخروط
ف ياز تعار يبرخ يادآورياکنون به  ]۱۹،۱۸[ .نمودند

از خواص  يو برخ يک مخروطيمتر يمرتبط با فضاها
  ]۱۲[ .ميپردازيآنها م

ر يک زي 	Pو يقيباناخ حق يک فضاي Eد يفرض کن
 IntPو  Eعنصر صفر  θد يباشد. فرض کن Eمجموعه از 

  باشد. Pدرون 
شود اگر و فقط يده ميک مخروط نامي Pر مجموعه يز

  اگر:
)i( P باشد و  يبسته و ناتهP ≠ {θ}؛ 
)ii(  اگرa, b ∈ ℝ, a, b ≥ 0, x, y ∈ P، آنگاه 

ax + by	 ∈ 	P؛ 
)iii(  اگرx ∈ P  و−x ∈ 	P  آنگاهx = θ. 

باشد،  ينقطه درون يند هرگاه دارايرا جامد گو Pمخروط 
IntP يعني ≠ ∅.  

Pمخروط  ⊆ E يجزئب يمفروض است. رابطه ترت ≼ 
 م:يکنيف مين صورت تعريرا بد E يرو

x ≼ y ⟺ y− x ∈ P. 
  

xم ييگو ≺ y هرگاه ،x ≼ y  وx ≠ yن ي. همچن
xم ييگو ≪ y هرگاه ،y − x ∈ IntP.  

  ند يرا نرمال گو E	 يقيباناخ حق ياز فضا Pمخروط 
  

Kهرگاه عدد  > هر  يچنان موجود باشد که برا 0
x, y ∈ E اگر θ ≼ x ≼ y  آنگاه∥ x ∥≤ K	 ∥ y ∥.  

  که در رابطه فوق صدق  	Kمثبتن عدد يبه کوچکتر
Kند. واضح است که يگو Pکند، ثابت نرمال يم ≥ 1.  

باناخ  يک فضاي Eم که يکنين مقاله، فرض ميدر ا
IntPبا  E ک مخروط دري P، يقيحق ≠ رابطه  ≽و  ∅
  باشند. E يرو يب جزئيترت
  

 يک مجموعه ناتهي Xد يفرض کن ]۱۲[.۱. ۱ف يتعر
 X	d :و نگاشت  × X → 	E ر صادق باشد: يط زيدر شرا  

)i( هر  يبراx, y ∈ X  وx ≠ y م يدارθ ≼
,ݔ)݀ ,d(xن يهمچن (ݕ y) = θ  اگر و تنها اگر
x = y،  

)ii( هر  يبراx, y	 ∈ X م يدارd(y, x) = d(x, y)، 
)iii( هر  يبراx, y, z ∈ X ميدار 

	d(x, y) ≼ d(x, z) + d(z, y)، 
  

است و  Xبر  يک مخروطيک متري dنصورت يدر ا
(X, d) نامند.يم يک مخروطيمتر يرا فضا  

  
,X)د يفرض کن ]۱۲[.۲. ۱ف يتعر d) يک فضاي 
xباشد و  X	 در يادنباله {x୬}و  يک مخروطيمتر ∈ X .  

cهر  ياگر برا ∈ 	E  کهθ ≪ c،  عددNموجود  يا
nهر  يباشد که برا > ܰ ،d(x୬, x) ≪ 	c در ،

ند. از عبارت يگو را همگرا {x୬}نصورت يا
lim୬→ஶ x୬ = x ا يx୬ → 	x	 يوقت n → ∞ 

 xا يهمگرا باشد  xبه  {x୬}م که يينماياستفاده م يزمان
cهر  يبرااگر باشد.  {x୬}حد  ∈ E  کهθ ≪ c  عدد
Nهر  يموجود باشد که برا ياn,m > ܰ ،

d(x୬, x୫) ≪ cنصورت ي، در ا{x୬} يارا دنباله 
,X) يک مخروطيمتر يفضا ند.يگويم X	در  يکوش d) 
ند هرگاه هر يکامل گو يک مخروطيمتر يک فضايرا 

  .در آن همگرا باشد يدنباله کوش
,X)د يفرض کن ]۱۲[.۳. ۱لم  d) ک يمتر يک فضاي

 X	 در يادنباله {x୬}ک مخروط نرمال و ي P، يمخروط
  نصورت:يباشد. در ا
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)i( {x୬}  بهx اگر و تنها اگر همگراست 
d(x୬, x) → 	θ يوقت n → ∞. 

)ii( {x୬} است اگر و تنها اگر  يکوش يادنباله
d(x୬, x୫) → 	θ  هرگاهn,m → ∞.  

را مطرح کردند که  يجالب يايقضا ]۱۴[آلتن و همکاران 
 م:يينمايها اشاره ماز آن يبه برخ

  
,X)د يفرض کن ]۱۸[.۴. ۱ه يقض ک مجموعه ي (⊒

چنان موجود  Xبر  d يک مخروطيو متر يمرتب جزئ
,X)باشد که  d) کامل  يک مخروطيمتر يک فضاي

 X	f :د يباشد. فرض کن → 	X يب جزئينسبت به ترت ⊑ ،
د که ين فرض کنيباشد. همچن يوسته و نانزوليپ ينگاشت

  ر برقرار باشند:يدو رابطه ز
)i( α, β, γ ≥ +αکه 0 2	β + 2γ < چنان  1

,xهر  يموجودند که برا y ∈ 	X	  کهy ⊒ 	x، 
d(fx, fy) ≼ 	α	d(x, y)

+ β[d(x, fx) + d(y, fy)] 
+ 	 γ[d(x, fy) + d(y, fx)], 

 
)ii( x଴ در يا X  موجود است کهfx଴ ⊒	 x଴ ،

∗xنقطه ثابت  يدارا  fنصورت يدرا ∈ X .است 
 

,X)د يفرض کن ]۱۸[.۵. ۱ه يقض ک مجموعه ي (⊒
چنان موجود  Xبر  d يک مخروطيو متر يمرتب جزئ
,X)باشد که  d) کامل  يک مخروطيمتر يک فضاي

 X	f :د يباشد. فرض کن → 	X يب جزئينسبت به ترت ⊑ 
د که سه رابطه ين فرض کنيباشد. همچن ينانزول ينگاشت

  ر برقرار باشند:يز
)i( α, β, γ ≥ +αکه 0 2	β + 2γ < چنان  1

,xهر  يموجودند که برا y ∈ 	X	  کهy ⊒ 	x، 
d(fx, fy) ≼ 	α	d(x, y)

+ β[d(x, fx) + d(y, fy)] 
+ 	 γ[d(x, fy) + d(y, fx)], 

  
)ii( x଴ در  ياX  موجود است کهfx଴ ⊒	 x଴، 
)iii(  ياگر دنباله صعود {x୬}  بهx ∈ X  ،همگرا باشد

n ،x	هر  يآنگاه برا ⊒	 x୬، 
∗xنقطه ثابت  يدارا  fنصورت يدر ا ∈ X .است   

خته و نقطه ثابت يآم يکنوايت يف خاصيحال، تعار
  م.يينمايان ميراب ييدوتا

  
,X)د يفرض کن ]۲۰[.۶. ۱ف يتعر ک مجموعه ي (⊒

 X	F :و  يمرتب جزئ × 	X → 	Xم يي. گوF يدارا 
,F(xخته است هرگاه، يآم يکنوايت يخاص y)  درx 

 يباشد. بعبارت يناصعود يکنواي yو در  ينانزول يکنواي
,xهر  يبرا y ∈ 	X	،  

xଵ, xଶ ∈ 	X, 	xଵ ⊑ xଶ ⟹ F(xଵ, y)
⊑ 	F(xଶ, y) 

  و
yଵ, yଶ ∈ 	X, yଵ ⊑ yଶ ⟹ F(x, yଵ)

⊒ 	F(x, yଶ). 
  

,x). عنصر ]۲۰[.۷. ۱ف يتعر y) ∈ X × 	X  ک يرا
  م هرگاهيناميم Fنگاشت  يينقطه ثابت دوتا

F(y, x) = y, F(x, y) = x	. 
  

از نقطه  يديجد يايان و اثبات قضايدر ادامه، ابتدا به ب
م يپردازيمرتب م يک مخروطيمتر يثابت در فضاها
، نقاط يطيم که با اضافه کردن شرايکنيسپس اثبات م

ان ذکر است يثابت به دست آمده منحصر به فرد است. شا
نرمال  لزوماً يک مخروطيمتر يما فضا يايکه در قضا

 ست.ين
  
  يج اصلي. نتا۲

,X)د يفرض کن  کي dو  يک مجموعه مرتب جزئي (⊒
بر  يب جزئيک رابطه ترتيباشد.  Xبر  يک مخروطيمتر

 X × 	X م:يکنيف مير تعريبه صورت ز  
∀(x, y), (u, v) ∈ 	X × X;	(u, v) ⊑
	(x, y) ⟹ y ⊑ v , x ⊒ u. 

  
  م کرد: ير استفاده خواهيز ين مقاله، از نمادهايدر ا

 X	F :د يفرض کن × 	X → 	X دلخواه باشد. ينگاشت  
)i( م يدهيقرار مF଴(x, y) = x, F଴(y, x) = y. 
)ii( هر  يبراn ∈ 	ℕ، 
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F୬(x, y) = F൫F୬ିଵ(x, y), F୬ିଵ(y, x)൯, 
∀	(x, y) ∈ X × 	X 
و  F୬(y, x) = F൫F୬ିଵ(y, x), F୬ିଵ(x, y)൯، 
∀	(x, y) ∈ X × 	X. 

  
,X)د يفرض کن .۱. ۲ه يقض ک مجموعه مرتب ي (⊒
چنان موجود باشد که  Xبر  d يک مخروطيو متر يجزئ

(X, d) کامل باشد. فرض  يک مخروطيمتر يک فضاي
 X	F :د يکن × X → 	X يب جزئينسبت به ترت ⊑ 

خته دارد. يآم يکنوايت يوسته باشد که خاصيپ ينگاشت
  ر برقرار باشند:يرابطه ز د که دوين فرض کنيهمچن

)i( α, β, γ ≥ 2αکه  0 + 3	β + 3γ < چنان  1
,xهر  يموجودند که برا y, u, v ∈ 	X	  که
(u, v) ⊑ (x, y) )،يعني 	y ⊑ 	v 	, x ⊒ 	u( 

d൫F(x, y), F(u, v)൯ ≼ 	α	d(x, u) +
βൣd൫x, F(x, y)൯ + d൫u, F(u, v)൯൧ +
	 γ[d(x, F(u, v)) + d(u, F(x, y))] , 
 

)ii( x଴, y଴ در ايX  موجود باشد کهx଴ ⊑
	F(x଴, y଴)  وy଴ ⊒ 	F(y଴, x଴) ، در اينصورت
x∗, y∗ ∈ X  موجود است بطوريکهx∗ = F(x∗, y∗) 

.و  y∗ = F(y∗, x∗)  
,(X	F	از آنجا که  اثبات: X) 	⊆ 	X	  وx଴, y଴ ∈
	X	لذا ، xଵ, yଵ ∈ 	X که يموجودند به طورxଵ =

	F(x଴, y଴)  وyଵ = 	F(y଴, x଴)ب ين ترتي. به هم
xଶ, yଶ ∈ 	X که يموجودند به طورxଶ = 	F(xଵ, yଵ) 

yଶو  = 	F(yଵ, xଵ)توان يم ن روندي. با ادامه ا  
 که:يرا ساخت به طور 	X	 در {y୬}و  {x୬} يهادنباله

x୬ାଵ = F(x୬, y୬)	,			y୬ାଵ = F(y୬, x୬)   )۱(  
  

  م:يبا توجه به روابط بالا و مفروضات دار
x଴ ⊑ 	F(x଴, y଴) = xଵ, y଴ ⊒ 	F(y଴, x଴) =
yଵ                                                            )۲(  

  
 چون

Fଶ(x଴, y଴) = F(F(x଴, y଴), F(y଴, x଴)) 
= F(xଵ, yଵ) = xଶ 

  

  )،۲(و  Fخته يآم ييکنوايت يو بنابر خاص
xଶ = Fଶ(x଴, y଴) = F(xଵ, yଵ) ⊒ F(x଴, yଵ)

⊒ 	F(x଴, y଴) = xଵ 
  

  يبه عبارت
xଶ ⊒ xଵ ⊒ x଴. 

 ن يهمچن
Fଶ(y଴, x଴) = F(F(y଴, x଴), F(x଴, y଴))

= F(yଵ, xଵ) = yଶ, 
  

  )،۲(و  Fخته يآم ييکنوايت يبنابر خاص
yଶ = Fଶ(y଴, x଴) = F(yଵ, xଵ) ⊑ F(y଴, xଵ)

⊑ 	F(y଴, x଴) = yଵ 
  

  يبه عبارت
yଶ ⊑ yଵ ⊑	y଴. 

  
n ي، براياز طرف = 1,2,  م:ي، دار…

x୬ାଵ = F୬ାଵ(x଴, y଴) 
= F(F୬(x଴, y଴), F୬(y଴, x଴)) 

  و 
y୬ାଵ = F୬ାଵ(y଴, x଴) 
= F൫F୬(y଴, x଴), F୬(x଴, y଴)൯, 

  ن، يبنابرا
x଴ ⊑ 	F(x଴, y଴) = xଵ ⊑ Fଶ(x଴, y଴) =
xଶ ⊑ ⋯ ⊑ F୬ାଵ(x଴, y଴) ⊑ ⋯                 )۳(  

  و 
y଴ ⊒ 	F(y଴, x଴) = yଵ ⊒ Fଶ(y଴, x଴) =
yଶ ⊒ ⋯ ⊒ F୬ାଵ(y଴, x଴) ⊒ ⋯                 )۴(  

  
 م:يدار) ۴(و  )i ،()۳حال بنا بر (

d(F୬ାଵ(x଴, y଴), F୬(x଴, y଴)) 
= d(F(F୬(x଴, y଴), F୬(y଴, x଴)), 
F(F୬ିଵ(x଴, y଴), F୬ିଵ(y଴, x଴))) 	
≼ 	α	d((F୬(x଴, y଴), F୬ିଵ(x଴, y଴))
+ β	[d ቀ൫F୬(x଴, y଴), F୬ାଵ(x଴, y଴)൯

+ d൫F୬ିଵ(x଴, y଴), F୬(x଴, y଴)൯ቃ 
+γ	[d൫F୬(x଴, y଴), F୬(x଴, y଴)൯
≼ 	αd൫F୬(x଴, y଴), F୬ିଵ(x଴, y଴))൯
+ β	d൫F୬(x଴, y଴), F୬ାଵ(x଴, y଴)൯ 
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+β	d൫F୬ିଵ(x଴, y଴), F୬(x଴, y଴)൯
+   γ	d൫F୬ିଵ(x଴, y଴), F୬(x଴, y଴)൯
+  γ	d൫F୬(x଴, y଴), F୬ାଵ(x଴, y଴)൯, 

  لذا 
 (1 − β − γ)d(F୬ାଵ(x଴, y଴), F୬(x଴, y଴)) ≼ 
(α + β + γ)d൫F୬(x଴, y଴), F୬ିଵ(x଴, y଴)൯, 

  
  يعني

 d൫F୬ାଵ(x଴, y଴), F୬(x଴, y଴)൯ ≼
(஑ାஒାஓ)
(ଵିஒିஓ)

d൫F୬(x଴, y଴), F୬ିଵ(x଴, y଴)൯, 
∀n ≥ 1. 

  
  م:ين روند، داريبا ادامه ا

،d൫F୬ାଵ(x଴, y଴), F୬(x଴, y଴)൯ ≼
k୬d(F(x଴, y଴), x଴)،                                 )۵(  

   
.	که در آن  k = (஑ାஒାஓ)

(ଵିஒିஓ)
< ଵ

ଶ
< به طور مشابه  1

kم ياگر قرار ده = (஑ାஒାஓ)
(ଵିஒିஓ)

و  )i،( )۳(با استفاده از ، 
  م:يدار) ۴(

d(F୬ାଵ(y଴, x଴), F୬(y଴, x଴)) = 
d(F(F୬(y଴, x଴), F୬(x଴, y଴)) 
, F(F୬ିଵ(y଴, x଴), F୬ିଵ(x଴, y଴))) 	
≼ 	α	d((F୬(y଴, x଴), F୬ିଵ(y଴, x଴))
+ β	[d((F୬(y଴, x଴), F୬ାଵ(y଴, x଴))
+ d(F୬ିଵ(y଴, x଴), F୬(y଴, x଴))] 		
+  γ	[d(F୬(y଴, x଴), F୬(y଴, x଴))
+ d((F୬ିଵ(y଴, x଴), F୬ାଵ(y଴, x଴))] 	
≼ 	αd(F୬(y଴, x଴), F୬ିଵ(y଴, x଴)))
+ β	d(F୬(y଴, x଴), F୬ାଵ(y଴, x଴))
+ β	d(F୬ିଵ(y଴, x଴), F୬(y଴, x଴)) 	
+   γ	d(F୬ିଵ(y଴, x଴), F୬(y଴, x଴))
+  γ	d(F୬(y଴, x଴), F୬ାଵ(y଴, x଴)). 

  نيبنابرا
 (1 − β − γ)d(F୬ାଵ(y଴, x଴), F୬(y଴, x଴)) ≼ 
(α + β + γ)d൫F୬(y଴, x଴), F୬ିଵ(y଴, x଴)൯، 

  
  يعني

 d൫F୬ାଵ(y଴, x଴), F୬(y଴, x଴)൯ ≼
(஑ାஒାஓ)
(ଵିஒିஓ)

d൫F୬(y଴, x଴), F୬ିଵ(y଴, x଴)൯ 
= kd൫F୬(y଴, x଴), F୬ିଵ(y଴, x଴)൯, ∀n ≥ 1. 

  م:ين روند، داريبا ادامه ا
d൫F୬ାଵ(y଴, x଴), F୬(y଴, x଴)൯ ≼
k୬d(F(y଴, x଴), y଴)                                  )۶(  

   
mد يفرض کن >   م:ي، دار)۵(، بنابر رابطه ݊

d(F୫(x଴, y଴), F୬(x଴, y଴))
≼ 	d(F୫(x଴, y଴), F୫ିଵ(x଴, y଴)) + ⋯
+ 	d(F୬ାଵ(x଴, y଴), F୬(x଴, y଴))
≼ (k୫ିଵ + k୫ିଶ +⋯
+ k୬)	d(F(x଴, y଴), x଴)

=
k୬ − k୫

1 − k
d(F(x଴, y଴), x଴) 	

≼
k୬

1 − k
d(F(x଴, y଴), x଴). 

  
  ن،يبنابرا

d൫F୫(x଴, y଴), F୬(x଴, y଴)൯ ≼
୩౤

ଵି୩
d(F(x଴, y଴), x଴).                              )۷(  

  
,F୬(x଴} م کهيدهياکنون نشان م y଴)}୬ஹଵ ک ي

,X)در  يدنباله کوش d) د ياست. فرض کنθ ≪ c 
c دلخواه باشد. از آنجا که ∈ IntP ،از  يگيک همسايθ 

  مانند
Nஔ	(θ) 	= 	 {y	 ∈ 	E:	 ∥ 	Y	 ∥	< ,ߜ ߜ > 0} 

  
c  چنان موجود است که + Nஔ	(θ) 	⊆ 	Int	P.  

  م کهيکنيانتخاب م يرا طور Nଵ يعيعدد طب
∥ − ୩ొభ

ଵି୩
d(F(x଴, y଴), x଴) ∥<  .ߜ

  
	nهر  ينصورت برايدر ا ≥ Nଵ، 

− ୩౤

ଵି୩
d(F(x଴, y଴), x଴) ∈ Nஔ	(θ) و لذا  

c − ୩౤

ଵି୩
d(F(x଴, y଴), x଴) ∈ c +	Nஔ	(θ) ⊆

	Int	P. 
  

	nهر  ين برايبنابرا ≥ Nଵ،  
k୬

1 − k
d(F(x଴, y଴), x଴) ≪ c 

  
mهر  يبرا، )۷(حال با توجه به  > n ≥ Nଵ ،  

d൫F୫(x଴, y଴), F୬(x଴, y଴)൯ ≪ c.	 
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,F୬(x଴}ن يبنابرا y଴)}୬ஹଵ در  يک دنباله کوشي

(X, d)  ،است. به طور مشابه{F୬(y଴, x଴)}୬ஹଵ ز ين
,X)در  يک دنباله کوشي d) ياست. از طرف (X, d) 
ن يکامل است بنابرا يک مخروطيمتر يک فضاي

x∗, y∗ ∈ Xموجودند که هرگاه  ياn	 → ، آنگاه ∞
F୬(x଴, y଴) → x∗  و هرگاهm → آنگاه  ∞
. F୫(y଴, x଴) → y∗  

∗x م کهيکنيت، ادعا ميدر نها = F(x∗, y∗)  و
. y∗ = F(y∗, x∗)  

ϵم يفرض کن ≫ θ چون . F  در(x∗, y∗) وسته است، يپ
஫ يبرا

ଶ
≫ θ،δ ≫ θکه يموجود است به طور يا  

d(x∗, u∗) + d(y, v) ≺ δ 
⟹ 	 d൫F(x∗, y∗), F(u, v)൯ ≪ ஫

ଶ
.                )۸(  

  
,F୬(x଴از آنجا که  y଴) → x∗  وF୫(y଴, x଴) → y∗ ،

η يبرا = min ቀ஫
ଶ
, ஔ
ଶ
ቁ ≫ θ ،m଴, n଴موجودند  يا

n يکه برا ≥ n଴  وm ≥ m଴،  
d(F୬(x଴, y଴), x∗) ≺
η, d(F୫(y଴, x଴), y∗) ≺ η                        )۹(  

  
	n ي، برا)۹(و  )۸(حال از  ∈ ℕ  وn ≥

max	{m଴, n଴}م:ي، دار  
 d(F(x∗, y∗), x∗)
≼ 	d൫F(x∗, y∗), F୬ାଵ(x଴, y଴)൯
+ d(F୬ାଵ(x଴, y଴), x∗) 	
= d ቀF(x∗, y∗), F൫F୬(x଴, y଴), F୬(y଴, x଴)൯ቁ

+ d(F୬ାଵ(x଴, y଴), x∗) ≪ η +	
ϵ
2
≼ 	ϵ . 

  
∗xن يبنابرا = F(x∗, y∗)شود ي. به طور مشابه ثابت م

. که y∗ = F(y∗, x∗)  
) و (iiiط ي، شرا۱. ۲ه يدر قض F يوستگيپ ياگر به جا

)ivه همچنان يج قضيم، نتاين کنيگزير را جايه زي) از قض
 .برقرار است

  
,X)د يفرض کن .۲. ۲ه يقض مجموعه مرتب ک ي (⊒
چنان موجود باشد که  Xبر  d يک مخروطيو متر يجزئ

(X, d) کامل باشد. فرض  يک مخروطيمتر يک فضاي

 X	F :د يکن × X → 	X يب جزئينسبت به ترت ⊑ 
ن يخته دارد. همچنيآم يکنوايت يباشد که خاص ينگاشت

  ر برقرار باشند:يد که روابط زيفرض کن
)i( α, β, γ ≥ 2αکه  0 + 3	β + 3γ < 1 

,xهر  يموجودند که براچنان  y, u, v ∈ 	X	  که
(u, v) ⊑ (x, y)) ،يعني 	y ⊑ 	v 	, x ⊒ 	u( 

d൫F(x, y), F(u, v)൯ ≼ 	α	d(x, u) +
βൣd൫x, F(x, y)൯ + d൫u, F(u, v)൯൧ +
	 γ[d(x, F(u, v)) + d(u, F(x, y))] , 
 

)ii( x଴, y଴ دراي X موجود باشد که  
x଴ ⊑ 	F(x଴, y଴) و   y଴ ⊒ 	F(y଴, x଴)، 
 

)iii( يدنباله نانزول يبرا {x୬} → xميداشته باش 
x୬ ⊑ 	x,			∀n ، 
 

)iv( يدنباله ناصعود يبرا {y୬} → y ميداشته باش 
y୬ ⊒ 	y,			∀n ، 
 

,∗xنصورت يدر ا y∗ ∈ X کهيموجود است بطور  
x∗ = F(x∗, y∗) و   y∗ = F(y∗, x∗) 
 

است ثابت  ي، کاف۱. ۲ه يبا توجه به اثبات قض اثبات:
  م،يکن

x∗ = F(x∗, y∗) و   y∗ = F(y∗, x∗) . 
 

θ ديفرض کن ≪ cاز آنجا که . {F୬(x଴, y଴)} → x∗ 
,F୬(y଴}و  x଴)} → y∗ يعياعداد طب، لذا mଵ, nଵ 

n يموجودند که برا ≥ nଵ  وm ≥ mଵ م:يدار  
d(F୬(x଴, y଴), x∗) ≪

ϵ
3
, 

d(F୫(y଴, x଴), y∗) ≪
ϵ
3
.	 

  
	nم يدهيقرار م ∈ ℕ  وn ≥ max	{mଵ, nଵ} حال با .

∗xاستفاده از  ⊒ F୬(x଴, y଴)  وy∗ ⊑ F୬(y଴, x଴) 
  م:يدار
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d(F(x∗, y∗), x∗)
≼ 	d(F(x∗, y∗), F୬ାଵ(x଴, y଴))
+ d(F୬ାଵ(x଴, y଴), x∗) 		
= d(F(x∗, y∗), F(F୬(x଴, y଴)), F୬(y଴, x଴)))
+ d(F୬ାଵ(x଴, y଴), x∗) 
≼ 	α	d(x∗, F୬(x଴, y଴)) + 	β	[d(x∗, F(x∗, y∗)) 
+d(F୬(x଴, y଴), F୬ାଵ(x଴, y଴))] 
+	 γ[d(x∗, F୬ାଵ(x଴, y଴))  
+ d(F୬(x଴, y଴), F(x∗, y∗))]
+   d(F୬ାଵ(x଴, y଴), x∗) . 

   
	nحال اگر  →   ، آنگاه∞

d(F(x∗, y∗), x∗) ≼ β	d൫x∗, F(x∗, y∗)൯
+ 	 γd൫x∗, F(x∗, y∗)൯,    

  
  ، يبه عبارت

d(F(x∗, y∗), x∗) ≼ ൫β
+  γ൯d൫x∗, F(x∗, y∗)൯,   

   
  ه، ي) قضiتوجه به شرط (با 

d(F(x∗, y∗), x∗) ≼ ଵ
ଷ
d൫x∗, F(x∗, y∗)൯، 

  
   يعني

ଶ
ଷ
d൫x∗, F(x∗, y∗)൯ ≼ θ.. 

  
,∗d(F(x−ن يبنابرا y∗), x∗) ∈ 	P  و لذا

d(F(x∗, y∗), x∗) ∈ 	P پس .d൫x∗, F(x∗, y∗)൯ = θ 
∗x يعنين يو ا = F(x∗, y∗) به طور مشابه ثابت .  

∗yشود که يم = F(y∗, x∗) .  
X يحاصلضرب يم که اگر فضايکنياکنون ثابت م × 	X 

  کتاست.ي يير باشد، نقطه ثابت دوتايز يهايژگيو يدارا
ک حد يا ين ييک حد پاي ي(الف) هر زوج از عناصر دارا

  بالا است.
ن شرط معادل است ينشان داده شده است که ا ]۷[در 
  با:

,u)هر  ي(ب) برا v), (x, y) ∈ X × 	X  وجود دارد
(zଵ, zଶ) ∈ X × 	X سه با يکه قابل مقا

(x, y)و(u, v)  .است  
  

، ۱. ۲ه يات قضياگر شرط (ب) به فرض .۳. ۲ه يقض
  .يکتاست F يياضافه شود، نقطه ثابت دوتا

,x)د ياثبات: فرض کن y) ∈ X × 	X  ييدوتانقطه ثابت 
  :م کهيدهينشان مباشد،  F يبرا يگريد

d	(x, x∗) + 	d	(y, y∗) = θ, 
,F୬(x଴}که در آن  y଴)} → x∗ و  

  

 {F୫(y଴, x଴)} → y∗. 
  م:يريگيدو حالت را در نظر م

,x)اگر  :۱حالت y) در ⊒ يب جزئينسبت به ترت 
X × X  با(x∗, y∗) هر  يسه باشد، برايقابل مقا

n	 ∈ ℕ ∪ {0} ،(x∗, y∗) = ൫F୬(x∗, y∗), F୬(y∗, x∗)൯ 
,x) با y) = ൫F୬(x, y), F୬(y, x)൯ سه است. يقابل مقا

  ن،يهمچن
d	(x, x∗) 	+ 	d	(y, y∗) 	=
d(F୬(x, y), F୬(x∗, y∗)) 	 +
	 d(F୬(y, x), F୬(y∗, x∗)) ≼ k୬[d	(x, x∗) 	+
	d	(y, y∗)] + k୬[d	(y, y∗) + d	(x, x∗)] 		=
2k୬[d	(x, x∗) 	+ 	d	(y, y∗)].	  

  
,d(xاست که  ين بدان معنيا x∗) + d(y, y∗) 	= θ.  

,x)اگر  :۲حالت y) در  ⊒ يب جزئينسبت به ترت
X × 	X  با(x∗, y∗) سه نباشد، يقابل مقا(zଵ, zଶ) ∈
X × 	Xموجود است که با  يا(x∗, y∗)  و(x, y)  قابل

	nهر  يسه است، لذا برايمقا ∈ ℕ ∪ {0} ،
൫F୬(zଵ, zଶ), F୬(zଶ, zଵ)൯  با(x∗, y∗) =
൫F୬(x∗, y∗), F୬(y∗, x∗)൯  و(x, y) =

൫F୬(x, y), F୬(y, x)൯ م:يسه است و داريقابل مقا  
d	(x, x∗) 	+ 	d	(y, y∗)
= d(F୬(x, y), F୬(x∗, y∗)) 	
+ 	 d(F୬(y, x), F୬(y∗, x∗)) 	
≼ 	d(F୬(x, y), F୬(zଵ, zଶ)) 	
+ 	 d(F୬(zଵ, zଶ), F୬(x∗, y∗))
+ d(F୬(y, x), F୬(zଶ, zଵ))
+ d(F୬(zଶ, zଵ), F୬(y∗, x∗)) 	
≼ 	k୬[d(x, zଵ) + d(y, zଶ)] + k୬[d(zଵ, x∗)
+ d(zଶ, y∗)] + 	 k୬[d(y, zଶ) + d(x, zଵ)] 
+ k୬[d(zଶ, y∗) + d(zଵ, x∗)] 	
= 2(	k୬[d(x, zଵ) + d(y, zଶ)] 
+ 	 k୬[d(zଵ, x∗) + d(zଶ, y∗) → θ 
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	n يوقت → ,zଵ) ي. از طرف∞ zଶ) سه با يقابل مقا
(x∗, y∗)  و(x, y) نروياست. از ا  

 d(x, x∗) + 	d(y, y∗) = θ. 
  
  . کاربرد۳

بخش قبل، در  يج اصلياز نتا يان کاربردياکنون، به ب
  م. يپردازيمعادله انتگرال م

,X)د يفرض کن .۱. ۳ه يقض ک مجموعه مرتب ي (⊒
چنان موجود باشد که  Xبر  d يک مخروطيو متر يجزئ

(X, d) کامل باشد. فرض  يک مخروطيمتر يک فضاي
 X	F :د يکن × 	X → 	X ن يدلخواه باشد. همچن ينگاشت

, [0	Θ : يد که تابعک خطيفرض کن +∞) → [0, +∞) 
  ر صدق کند:يط زيموجود باشد که در شرا

)i( هر يبرا t > Θ(t)م يداشته باش ،0 > 0 ، 
)ii( Θ باشد، ينانزول 
)iii(  براي هر	ϵ > 0،α, β, γ ≥  که 0

2α + 3	β + 3γ < چنان موجودند که براي  1
x, y, u, v ∈ 	X	 که		; (u, v) ⊑ 	 (x, y) يعني)
	y ⊑ 	v 	, x ⊒ u،( 

Θ ቀd൫F(x, y), F(u, v)൯ቁ ≼ Θ൫α	d(x, u) +
βൣd൫x, F(x, y)൯ + d൫u, F(u, v)൯൧ +
	 γൣd൫x, F(u, v)൯ + d൫u, F(x, y)൯൧ ൯ + ϵ,  

  
  کند. ي، صدق م۱. ۲ه ي) از قضi( در شرط  Fنصورت يدر ا

ϵم يفرض کن اثبات: > )، iبنابر (مفروض باشد.  0
Θ(ϵ) > , )،iii( بربنا. 0 α, β, γ ≥ که  0

2α + 3	β + 3γ <  يچنان موجودند که برا 1
x, y, u, v ∈ 	X	 که 	; (u, v) ⊑ 	 (x, y) )يعني 
	y ⊑ 	v 	, x ⊒ 	u،( 

Θ ቀd൫F(x, y), F(u, v)൯ቁ ≼ Θ൫α	d(x, u) +
βൣd൫x, F(x, y)൯ + d൫u, F(u, v)൯൧ +
	 γൣd൫x, F(u, v)൯ + d൫u, F(x, y)൯൧ ൯ + Θ(ϵ). 

  
 يبرااست، لذا  يک تابعک خطي Θاز آنجا که 

x, y, u, v ∈ 	X	  که(u, v) ⊑ 	 (x, y)؛  

Θ ቀd൫F(x, y), F(u, v)൯ቁ ≼ Θ൫α	d(x, u) +
βൣd൫x, F(x, y)൯ + d൫u, F(u, v)൯൧ +
	 γൣd൫x, F(u, v)൯ + d൫u, F(x, y)൯൧ + ϵ ൯. 

  
,x	 يبرا است، لذا ينانزول Θبه علاوه  y, u, v ∈ 	X	 

,u)که  v) ⊑ 	 (x, y)؛  
ቀd൫F(x, y), F(u, v)൯ቁ ≼ ൫α	d(x, u) +
βൣd൫x, F(x, y)൯ + d൫u, F(u, v)൯൧ +
	 γൣd൫x, F(u, v)൯ + d൫u, F(x, y)൯൧ + ϵ ൯; 

ϵو چون  >   .دلخواه بود، اثبات کامل است 0
 م.يپردازين فصل ميا ييجه نهايحال به اثبات نت

  
,X)د يفرض کن .۲. ۳جه ينت ک مجموعه مرتب ي (⊒

چنان موجود باشد که  Xبر  d يک مخروطيو متر يجزئ
(X, d) کامل باشد. فرض  يک مخروطيمتر يک فضاي

 X	F :د يکن × 	X → 	X يب جزئينسبت به ترت ⊑ 
خته دارد. يآم يکنوايت يوسته باشد که خاصيپ ينگاشت
  ر برقرار باشند:يد که دو رابطه زين فرض کنيهمچن

)i( α, β, γ ≥ 2αکه  0 + 3	β + 3γ < 1 
,xهر  يچنان موجودند که برا y, u, v ∈ 	X	  که

(u, v) ⊑ 	 (x, y)) ،يعني 	y ⊑ 	v 	, x ⊒ 	u،(  

න φ(t)dt
ୢ(୊(୶,୷),୊(୳,୴))

଴

≼	න φ(t)dt,

α	ୢ(୶,୳)ାஒ[ୢ(୶,୊(୶,୷))ା
ୢ(୳,୊(୳,୴))] ା

	 ஓ[ୢ(୶,୊(୳,୴))ାୢ(୳,୊(୶,୷))]
଴

  

  
به  (∞,0]از  ير موضعيتابع انتگرال پذ φکه در آن 

 خودش است و

න φ(t)dt > ݏ∀				,0
ୱ

଴
> 0, 

 
)ii( x଴, y଴در  ياX موجود باشد که 

x଴ ⊑ 	F(x଴, y଴) و   y଴ ⊑ 	F(y଴, x଴)، 
  

,∗xنصورت يدر ا y∗ ∈ X کهيموجود است بطور  
x∗ = F(x∗, y∗) و. y∗ = F(y∗, x∗) 

  



 

  ۱۵۳                                                                      نقطه ثابت دوتايي در فضاهاي متريک مخروطي مرتب و کاربرد آن در معادلات انتگرال
  
 

   

جه اضافه شود، نقطه يات نتيفرضاگر شرط (ب) به بعلاوه 
  کتاست.يF ييثابت دوتا

از  ير موضعيتابع انتگرال پذ φد يفرض کن اثبات:
  کند:ير صدق ميبه خودش است که در رابطه ز (∞,0]

න φ(t)dt > ݏ∀				,0
ୱ

଴
> 0, 

  
Θ(s)م يدهيقرار م = ∫ φ(t)dt				ୱ

଴نصورت ي، در ا
  شود.يحاصل م ۱. ۳و  ۳. ۲، ۱. ۲ يايجه از قضاينت

) و iii( يها، فرضF يوستگيپ ياگر به جا .۳. ۳تذکر 
)ivن بخش برقرار يج ايم، نتاين کنيگزيرا جا ۲. ۲ه ي) قض

  است.
  

با  يق در قالب طرح پژوهشين تحقيار و تشکر. يتقد
 يمرتب جزئ يهانقطه ثابت بر مجموعه يايقضاعنوان "

 يبا استفاده از اعتبارات پژوهش" و يفاز يو فضاها
  واحد سمنان انجام شده است. يدانشگاه آزاد اسلام
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