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  چکيده
از  يميتعم ياحتمالات يمتر ين بار توسط کارل منجر مطرح شد و اثبات شد که فضاهاياول ياحتمالات يمتر يده فضاهايا

باشند يک برقرار ميمتر يج مهم که در فضاهايا و نتايها و قضايژگيو ين مقاله بعضين در ايباشند. بنابرايک ميمتر يفضاها
ن يشود. ايدگاه کارل منجر مطرح ميع فاصله از ديمقاله، توابع توز يم. در ابتدايکنياثبات م ياحتمالات يمتر يرا در فضاها

يع ک مثال مهم از توابع توزيراک به عنوان يدارند. سپس تابع د ينقش اساس ياحتمالات يمتر يف فضاهايدسته توابع در تعر
ن يو لذا ا شده است يمعرف يا لوي يبلايع فاصله ،متر سيتوابع توز يمجموعه يرو، مطرح شده است. بعد از آن فاصله

شود و چند يف ميدگاه شرسنف تعرياز د ياحتمالات يمتر يدر ادامه فضاها شود.يک ميمتر يک فضايل به يمجموعه تبد
ع فاصله يالقا شده توسط توابع توز يقو ين توپولوژيشود. همچنيمنجر مطرح م ياحتمالات يمتر يمثال از جمله فضاها

  مطرح  يکران و تماماً کراندار احتمالاتيم کراندار، بيکراندار، ن يها، مجموعهيشود و بعد از آن قطر احتمالاتيم يمعرف
 ياحتمالات، کراندار يتماماً کراندار احتمالات ي، هر مجموعهياحتمالات يمتر يم در هر فضايکنين مقاله اثبات ميشوند. در ايم

ن يم. همچنيکنيج آن را ارائه ميشود و نتاي، مطرح و اثبات متام ياحتمالات يمتر يکانتور در فضاها ياشتراک يهياست. قض
 گرند.يکديبورل هم ارز -نهيراشتراس و هايوا-ت بولزانويخاص ياحتمالات يمتر يم در هر فضايکنيثابت م

  
 .ه بئريکانتور، قض يه اشتراکيقض ،يمثلث، تابع يقو يتوپولوژ هاي کليدي: واژه
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 مقدمه. ۱
  شد يابتدا توسط منجر معرف ياحتمالات يمتر يفضا

 يع به جاي، استفاده از توابع توزمنجر يدهي. ا[1-3]
ک بود. در ير متريعنوان مقادبه ينامنف يقياعداد حق

ن دو نقطه يب يفاصله قاًيکه دق يطيدر شرا يقت ويحق
ها را ن فاصلهيا ير ممکن برايمشخص نبود احتمال مقاد

ن فضاها توسط يکرد. ا يک معرفيبه عنوان مقدار متر
  ز مورد مطالعه قرار گرفتين يگريانان دد ياضير

که  ييهازهيو انگ يخيات تارياز جزئ يآگاه ي. برا[4-8]
  وجود داشت،  ياحتمالات يمتر يفضا يمعرف يبرا
زر و يشوا ياحتمالات يمتر يتوان به کتاب فضاهايم

  .[9]اسکلار مراجعه کرد 
  

ܨ تابع. ۱,۱تعريف  ∶ [−∞,+∞] →  يک [0,1]
 ܨ است هرگاه [∞+,∞−] يع فاصله رويتابع توز

  يوسته و روياز چپ پ 	[∞+,∞−] يرو
ℝ = (∞−)ܨ باشد و يرکاهشيغ [∞+,∞−] = 0 

(∞+)ܨ و = 1.  
  

:௔ܪراک يع ديتابع توز. ۲,۱مثال  [−∞,+∞] →
	ܽ هر ياست که برا 	[0,1] ∈ 	 به  (∞+,∞−]

  شود يف مير تعريصورت ز

(ݔ)௔ܪ = ൜0						ݔ ∈ 	
[−∞, ܽ]

ݔ							1 ∈ 	 (ܽ, +∞]			, 
  

ܽ يو برا =   .شوديف مير تعريبه صورت ز ∞+

(ݔ)ஶܪ = ቄ0							ݔ	 ∈ 	 [−∞,+∞)
ݔ						1 = 	+∞													

			. 

  
ع فاصله يمجموعه تمام توابع توز ∆هرگاه . ۳,۱ فيتعر

  شود.يف مير تعريبه صورت ز ା∆نگاهآ باشند
∆ା= 	ܨ} ∈ 	∆∶ (0)ܨ = 0} 
 

,ܨد يفرض کن. ۴,۱ف يتعر 	ܩ ∈ 	 ܨم ي. گوئ∆ ≤  ܩ
	ݐهر  ياگر و تنها اگر به ازا ∈ [+∞,−∞] ،

(ݐ)ܨ ≤   .(ݐ)ܩ
  

  ع فاصله يدو تابع توز و	ܩ ܨد يفرض کن. ۵,۱ف يتعر
  

ℎباشند و  ∈  تيخاص يدارا ܩ و ܨ مي. گوئ[0,1)
,ܨ) ܩ ∶ ℎ) ݔ هر ياست هرگاه به ازا ∈ ቀ− ଵ

௛
, ଵ
௛
ቁ 

  م:يداشته باش
ݔ)ܨ − ℎ) − ℎ ≤ (ݔ)ܩ ≤ ݔ)ܨ + ℎ) + ℎ 

  
 ش داده و بهينما ௅݀ا ي ௌ݀را با نماد  يا لوي يبليمترس

  شود:يف مير تعريصورت ز
݀௅(ܨ, (ܩ
= ݂݅݊ ቄℎ

∈ (0,1] ቚ		باشند	ܩ)برقرار, ;ܨ ℎ) , ,ܨ) ;ܩ ℎ)ቅ 
  

  است. ା∆ يک متر روي ௅݀ ابعالف) ت. [9] ۶,۱ه يقض
,ܨ ب) اگر  ܩ ∈ ∆ାܨو ≤   آنگاه  ܩ

݀௅(ܩ; (଴ܪ ≤ ݀௅(ܨ; (଴ܪ  .  
  

 يرا همگرا ∆ در {௡ܨ} دنباله. [9] ۷,۱ف يتعر
ܨف به تابع يضع ∈ ௡ܨند و با نماد يگو ∆ 		

	௪
→  ܨ		

ݔ هر يدهند، هرگاه به ازايش مينما ∈ (−∞,+∞) 
 همگرا به {(ݔ)௡ܨ} وسته باشد. دنبالهيپ ݔدر   ܨکه

  باشد. (ݔ)ܨ
  

 ياز اعضا يدنباله ا {௡ܨ}د يفرض کن.  [9]۸,۱ه يقض
∆ା ن صورت يباشد. در ا{ܨ௡} ف همگرا به يبه طور ضع
کند، يل ميم ∞ به سمت ݊ يتنها اگر وقت است اگر و ܨ

݀௅(ܨ௡,   .به صفر همگرا باشد (ܨ
  

ା∆). [9]۹,۱ه يقض , ݀௅) فشرده و  يمتر يک فضاي
  باشد.يلذا تام م

  
h ديالف)فرض کن. [9]۱۰,۱ه يقض ∈ باشد،  [0,1)
ܨهر  يبرا ∈ ∆ା م:يدار  

݀௅(ܨ, (ܩ = ݂݅݊{h
∈ ,G)برقرار	باشند|	[0,1) ;଴ܪ h)} 

  
ݐهر  يب) برا >   م:يدار 0

(ݐ)ܨ > 1 − 	ݐ ⇔ ݀௅(ܨ, (଴ܪ <  .	ݐ
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:߬ ييعمل دوتا. ۱۱,۱ف يتعر ∆ା × ∆ା→ ∆ା  را
ر يز يهايژگيو يدارا ߬ ند هرگاهيگو يک تابع مثلثي

  باشد:
 هر يکه به ازا ين معني، بدباشد ييجابه جا )۱

,ܨ)߬  (ܩ = ,ܩ)߬ (ܨ 	 ∶ ,ܨ ܩ ∈ ∆ା 
 ر باشد،يشرکت پذ )۲
,ܨهر  يکه به ازا ين معنيبد ,ܩ ܪ ∈ ∆ା  :       

,ܨ)߬ ,ܩ)߬ ((ܪ = ,ܨ)߬)߬ ,(ܩ 	(ܪ  .  
  هر  يکه به ازا ين معنيباشد، بد يرکاهشيغ) ۳

,ܨ G, H,K ∈ ∆ା		 اگر	F ≤ G	, H ≤ K				  انگاه  
τ(F, H) ≤ τ(G, K). 

 يکه به ازا ين معنيباشد، بد ଴ܪ يعضو همان ي) دارا۴
ܨهر  ∈ ∆ା :߬(ܨ, (଴ܪ =  . ܨ

  
,τଵ گاههر. ۱۲,۱ف يتعر τଶ م يباشند، گوئ يتوابع مثلث
τଵ تر از فيضعτଶ )ا يτଶ تر از يقو	τଵ است و (  

,ܨ ياگر برا	،τଵஸτଶ	 ميسينويم ܩ ∈ ∆ା  و هر
ݔ ∈ ℝା ميداشته باش.  

߬ଵ(ܨ, (ݔ)(ܩ ≤ ߬ଶ(ܨ,  (ݔ)(ܩ
  

:ܶ ييعمل دوتا. ۱۳,۱ف يتعر [0,1] × [0,1] →
 يژگيچهار و يند هرگاه دارايگونرم  –ݐ ک يرا  [0,1]

  ر باشد:يز
,ݔهر  يبه ازا يعنيباشد؛  ييجابه جاالف)  ݕ ∈ [0,1]   

,T(xم:يباشداشته  y) = T(x, y)	.  
,ݔهر  يبه ازا يعني؛ ر باشديپذشرکتب)  ,ݕ ݖ ∈
[0,1]    

,ݔ൫ܶ م:يداشته باش ,ݕ)ܶ ൯(ݖ = ,ݔ)ܶ)ܶ ,(ݕ     (ݖ
ݔهر  ي، به ازايعنيکراندار باشد؛  ج) ∈ [0,1]    

,ݔ)ܶم :يداشته باش 1) =   ݔ
,x هر يبه ازا يعنيکنواخت باشد؛ يد)  y, z ∈ [0,1]  
ݕکه  ≤ ,ݔ)ܶم يداشته باش ݖ (ݕ ≤ ,ݔ)ܶ   .(ݖ

  
  ياحتمالات يمتر يفضاها - ۲

دگاه ياز د ياحتمالات يمتر يک فضاي. ۱-۲ف يتعر
,ܵ) ييشرسنف سه تا ℱ, ک ي ܵباشد که يم (߬

ܵاز  يتابع ℱو  يک تابع مثلثي ߬و  يمجموعه ناته × ܵ 

,ݎهر يکه برا ା∆ يبه تو ,݌ ݍ ∈  ريط زيشرا يدارا  ܵ
  باشد.يم

ℱ(݌, (݌ =  ଴(1ܪ
ℱ(݌, (ݍ ≠ ݌		آنگاه		଴ܪ ≠  2)		اگر		ݍ

	ℱ(݌, (ݍ = ℱ(ݍ,  3)		(݌
.	ℱ(݌, (ݎ ≥ ߬(ℱ(݌, ,(ݍ ℱ(ݍ,  4)((ݎ

  
,ܵ) هرگاه. ۲-۲مثال ℱ,  يمتر يک فضاي (߬

߬	 شرسنف باشد و ياحتمالات =   که  ்߬
,ܨ)்߬ (ݔ)(ܩ
= ,(ݑ)ܨ)ܶ}݌ݑݏ ݑ|((ݒ)ܩ + ݒ =  {ݔ

ݔ	هر  ي(برا ∈ ℝ  ܨو	, 	ܩ ∈ ∆ା ܶنرم  -ݐ و( 
  
,ܵ)نگاه آ باشد.يم ℱ, منجر و با نماد  يرا فضا (߬

(ܵ, ℱ,   شود.ينشان داده م (ܶ
  

باشد  يک مجموعه ناتهي ܯهرگاه . [10]۳-۲مثال 
,ℱ,ܯ) ييسه تا ,	݌هر  يکه برا (்߬ ݍ ∈   : ܯ

ℱ(݌, (ݍ = منجر است اگر و  يک فضاي ௗ(௣,௤)ܪ
,ܯ)تنها اگر  ݀که  (݀ ∶ ܯ ܯ× → [0	, +∞) 

 باشد. يمتر ياست، فضا ܯ يک متر روي
 يهايشرسنف توپولوژ ياحتمالات يمتر يفضاها يرو

ها که ين توپولوژياز ا يکي .[9]شود يف ميتعر يمتنوع
   يقو يشود توپولوژين مقاله از ان استفاده ميدر ا

  باشد.يم
  

,ܵ)د يفرض کن. ۴-۲فيتعر ℱ,  يمتر يک فضاي (߬
݌ يبرا باشد. ياحتمالات ∈ ߝ و ܵ > - ߝ کي 0

(ߝ)௣ܰ به صورت ݌ يقو يگيهمسا =
൛ݍ ∈ ܵหܨ௣,௤(ߝ) > 1 − در  شود.يف ميتعر ൟߝ

ߝکه  يحالت = (ߝ)௣ܰگاه نآ 1 = ܵ.  
  

,ܵ)د يفرض کن. ۵-۲فيتعر ℱ,  يمتر يک فضاي (߬
به  ݌ در يقو يگيستم همسايک سي باشد. ياحتمالات
௣ܰ صورت = ൛N୮(ε)หߝ > 0ൟدر  شود.يف ميتعر

ℵصورت به ܵ يبرا يستم قويک سيجه ينت =
⋃ ௣ܰ௣∈ௌ شود.يف ميتعر  
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,S)د يفرض کن. [9]۶-۲ه يقض ℱ, τ)	 يک فضاي 
ستم يباشد س وستهيپ τ اگر باشد. ياحتمالات يمتر

 ܵ يهاسدورف رو يک توپولوژي 	ℵ يقو يگيهمسا
  کند.يف ميتعر
  

,ܵ)د يفرض کن. ۷- ۲ف يتعر ℱ,  يک فضاي (߬
 باشد.  ياحتمالات يمتر

݌ ∈ ߝو  ܵ > 0و  0 < ߣ < ,ߝ)ک ي 1  -  (ߣ
,ߝ)௣ܰبا نماد  يگيهمسا شود و به ينشان داده م (ߣ

,ߝ)௣ܰ شوديف مير تعريصورت ز (ߣ =
൛ݍ ∈ ܵหܨ௣,௤(ߝ) > 1 −   .ൟߣ

  
,ܵ) ديفرض کن. ۸- ۲ف يتعر ℱ,  يک فضاي (߬
,ߝ)ک يباشد.  ياحتمالات يمتر  يتوپولوژ -(ߣ
,ܵ)يرو ℱ,  هين گرداآه ياست که پا ي، توپولوژ(߬

,ߝ) به صورت  ܵنقاط  يهايگيهمسا -(ߣ
൛ ௣ܰ(ߝ, ൟ(ߣ ௣∈ௌ

ఌவ଴			
଴ழఒழଵ

  باشد.يم 

  
,ܵ) هرگاه. [10]۹-۲ه يقض ℱ,  يمتر يک فضاي (߬

ستم يو س يقو يگيستم همسايباشد س ياحتمالات
,ߝ) ستم يهم ارزند و لذا هر دو س يگيهمسا -(ߣ

  نيکنند. بنابرايالقا م يک توپولوژي يگيهمسا
୬∈ℕ{p୬} ي) دنباله۱ ⊆ S		 ߝ) نسبت به, - (ߣ

݌همگرا به  يتوپولوژ ∈  هر ينامند هرگاه به ازا ܵ
ߝ > ߣ و هر 0 ∈ ، وجود داشته باشد (0,1)

,ߝ)∘݊ (ߣ ∈ ℕ ݊هر  يکه برا يبه قسم ≥
,ߝ)∘݊ (ߝ)௣೙,௣ܨ ميداشته باش (ߣ > 1 −   . ߣ

} ي) دنباله۲ ௡ܲ}௡∈ℕ ⊆  ينامند هرگاه به ازا يکش ܵ
ߝ هر > ߣ و هر 0 ∈  ، وجود داشته باشد(0,1)

,ߝ)∘݊ (ߣ ∈ ℕ هر يکه برا يبه قسم ݉, ݊ ≥
,ߝ)∘݊ (ߝ)௣೙,௣೘ܨم يداشته باش (ߣ > 1 −   .ߣ

  
,ܵ)هرگاه . [9]۱۰-۲ه يقض ℱ,  يمتر يک فضاي (߬

} يباشد. دنباله ياحتمالات ௡ܲ}௡∈ℕ ⊆  ک عضويبه  ܵ
݌ ∈ ,	௣೙,௣ܨ)௅݀تنها اگر  همگراست اگر و ܵ (∘ܪ → 0 

݊ يوقت → ∞ .  

} يبه طور مشابه دنباله ௡ܲ}௡∈ℕ ⊆ است اگر  يکش ܵ
௣೙,௣೘ܨ)௅݀ و تنها اگر 	, (∘ܪ →  يوقت 0
. ݉, ݊ → ∞   

  
  ياحتمالات يمتر يت در فضاهايتمام - ۳

از  يرمجموعه ناتهيک زي ܣد يفرض کن. ۱,۳ف يتعر
,ܵ) ياحتمالات يمتر يفضا ℱ,  يباشد. قطر احتمالات (߬
است که به  يشود تابعيانده مينما ஺ܦکه با نماد  ܣ

  شود.يف مير تعريصورت ز
:ܦ [0, +∞] → ℝ		 
(ݔ)஺ܦ

= ቊ ௧ழ௫݌ݑݏ ቀ݅݊ ௣݂,௤∈஺ܨ௣,௤(ݐ)ቁ ݔ	 ≥ 0
ݔ																																											1 = +∞

 

 
از  يناتهرمجموعه يک زي ܣد يفرض کن. ۲,۳ف يتعر
,ܵ) ياحتمالات يمتر يفضا ℱ,   باشد.(߬

(ݔ)஺ܦ௫ஹ଴݌ݑݏ) اگر ۱ = را کراندار  ܣگاه آن 1
  ند.يگو ياحتمالات

0 ) اگر۲ < (ݔ)஺ܦ௫ஹ଴݌ݑݏ < م يرا ن ܣ آنگاه 1
  ند.يگو يکراندار احتمالات

(ݔ)஺ܦ) اگر ۳ =  يکران احتمالات يرا ب ܣآنگاه  0
  ند.يگو
  

 يرمجموعه از فضايک زي ܣد يفرض کن. ۳,۳ف يتعر
,ܵ) ياحتمالات يمتر ℱ, }باشد و  (߬ ఈܸ}ఈ∈ூ ک ي

ܣ  که يطورها باشد بهخانواده از مجموعه ⊂
∪ఈ∈ூ ఈܸ  و گفته  شوديده مينام ܣک پوشش يرا  

کراندار  تماماً ܣشود. يده ميها پوشఈܸتوسط  ܣشود يم
ߝ هر يشود اگر برايده مينام ياحتمالات > را  ܣ، 0

 يقو يهايگياز همسا يبتوان توسط تعداد متناه
௣ܰ(ߝ)  ݌که ∈ ߝهر  يا به ازايپوشاند  ܣ > وجود  0

…,ଵ݌داشته باشند نقاط  . , ௡݌ ∈  يبراکه يبه طور ܣ
݅هر  ∈ {1,2, … . , (ߝ)௣೔,௣ܨم يداشته باش {݊ = 1 

  ).[12],[11]مراجعه شود به(.
  

. ۴,۳ه يقض  يناتهرمجموعه يک زي ܣد يفرض کن [9] 
,ܵ) ياحتمالات يمتر ياز فضا ℱ,  يتابع مثلث ߬ باشد. (߬
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 يهايژگيو يدارا ஺ܦ يباشد. قطر احتمالاتيوسته ميپ
  ر است.يز
  باشد.يع فاصله ميک تابع توزي ஺ܦ) تابع ۱
  باشد اگر و تنها اگريم يک مجموعه تک عضوي ܣ )۲

 

஺ܦ = ଴ܪ  .  
ܣ) اگر ۳ ⊆ ܤ ⊆ ஺ܦ باشد آنگاه ܵ ≥   باشد.يم ஻ܦ
,݌هر  ي) به ازا۴ ݍ ∈ ௣,௤ܨم يدار ܣ ≥   .஺ܦ
ܣ) اگر ۵ = ,݌} ஺ܦ باشد آنگاه {ݍ =   باشد.يم ௣,௤ܨ
ܣ ) اگر۶ ∩ ܤ ≠ ஺∪஻ܦگاه باشد آن ∅ ≥

,஺ܦ)߬   باشد.يم (஻ܦ
,ߝ)−در  ܣ بستار ܣ̅) هرگاه ۷  ܵ	 يرو يتوپولوژ (ߣ

஺ܦباشد آنگاه  =   .஺̅ܦ
  

، هر مجموعه ياحتمالات يمتر يدر هر فضا. ۵,۳ه يقض
  است. ي، کراندار احتمالاتيکراندار احتمالات تماماً

کراندار از  رمجموعه تماماًيک زي ܣد يفرض کن :اثبات
,ܵ) ياحتمالات يمتر يفضا ℱ, ن طبق يباشد. بنابرا (߬
݌هر  ي، برايکراندار ف تماماًيتعر ∈ ε و هر ܣ > 0	 

…,ଵ݌ وجود دارند . , ௡݌ ∈ که  يبه قسم ܣ
(ߝ)௣೔,௣ܨ = ݅که  1 ∈ {1,2, … . , ݊}.  

εهر  يف برايطبق تعر > ,݌و 	 0 ݍ ∈   م:يدار ܣ
.1 = ,(ߝ),௣,௣೔ܨ)߬ ((ߝ)௣೔,௤ܨ ≤ (ߝ)௣,௤ܨ ≤ 1 

  
(ߝ)௣,௤ܨ نيبنابرا = لذا  1

ఌவ଴݌ݑݏ ቀ݅݊ ௣݂,௤∈஺ܨ௣,௤(ߝ)ቁ = باشد يبرقرار م 1
  باشد. يم يکراندار احتمالات ܣپس 

  
ا يقو يک دنبالهي ௡∈ℕ{௡݌} اگر. [13] ۶,۳ه يقض
,ܵ) ياحتمالات يمتر يدر فضا يکش ℱ, ک ي ߬که  (߬

 از آن مانند ياردنبالهيوسته است، باشد و زيپ يتابع مثلث
൛݌௡೔ൟ௜∈ℕ  ݌به نقطه଴ ∈ ا همگرا باشد آن گاه يقو ܵ

  خواهد بود. ଴݌ا همگرا به يقو ௡∈ℕ{௡݌}دنباله 
  

 يمتر يفضا. کانتور) يه اشتراکي(قض ۷,۳ه يقض
,ܵ) ياحتمالات ℱ, وسته است، يپ يک تابع مثلثي ߬ که (߬

ا تام است اگر و يقو Sن صورت يباشد در ايمفروض م
 يهارمجموعهياز ز ينزول يهر دنباله يتنها اگر به ازا

که  يبه طور 	୬∈ℕ{S୬} مانند ܵا بسته يقو
lim୬→ஶ Dୗ౤ = H଴	ي، مجموعه ⋂ ܵ௡ஶ

௡ୀଵ قا يدق
  ل شده باشد.يک نقطه تشکياز 

دنباله  ௡∈ℕ{௡ܵ}ا تام و يقو ܵم يابتدا فرض کن اثبات:
باشدکه  ܵا بسته يقو يهار مجموعهيدلخواه از ز ينزول

lim௡→ஶܦௌ೙ = ߝهر  ين براي. در ا଴ܪ > و هر  0
0 < ߣ < ,ߝ)∘݊ يعيک عدد طبيوجود دارد  1 به  (ߣ

݊هر  يکه برا يقسم ≥ ,ߝ)∘݊ (ߝ)ௌ೙ܦ ميدار (ߣ >
1 − ل يتشک ياگونه را به ௡∈ℕ{௡݌}. حال دنباله ߣ

݊هر  يم که به ازايدهيم ∈ ℕ ميداشته باش 
௡݌ ∈ ܵ௡. ن اگريبنابرا ݉ > ݊ > ,ߝ)∘݊ باشد  (ߣ

௠݌آنگاه  ∈ ܵ௠ ⊆ ܵ௡ م ي) دار۴( ۴,۳ هيو طبق قض
(ߝ)௣೙,௣೘ܨ ≥ (ߝ)ௌ೙ܦ > 1 −  ߣ و ߝ و چون ߣ

 يا کشيک دنباله قوي ௡∈ℕ{௡݌}دلخواه بودند لذا دنباله 
,ܵ) ياحتمالات يمتر يدر فضا ℱ, باشد و چون يم (߬

(ܵ, ℱ, ا تام است لذا يقو ياحتمالات يمتر يک فضاي (߬
଴݌به  ௡∈ℕ{௡݌}دنباله  ∈ باشد. از يا همگرا ميقو ܵ

݊هر  يسته است لذا براا بيقو ௡ܵچون  يطرف ∈ ℕ 
଴݌م يدار ∈ S௡݌ مي. حال فرض کن଴ کتا نباشد پس ي

଴ݍوجود دارد  ∈ ⋂ ܵ௡ஶ
௡ୀଵرا به کار  )۴( ۴,۳هي. اگر قض

௣బ,௤బܨم يم داريببر ≥ ௌ೙ܦlim௡→ஶو چون  ௌ೙ܦ =
ߝهر  يلذا به ازا ଴ܪ > (ߝ)௣బ,௤బܨ ميدار 0 = و  1
هر دنباله  يم به ازاي. برعکس فرض کن଴ݍ଴ୀ݌لذا 
 ௡∈ℕ{௡ܵ}مانند   ܵا بسته يقو يهارمجموعهياز ز ينزول

ௌ೙ܦlim௡→ஶ که يبه طور = و مجموعه  ଴ܪ
⋂ ܵ௡ஶ
௡ୀଵ ل شده باشد و فرض يک نقطه تشکيقا از يدق

دلخواه در  يا کشيقو يک دنبالهي ௡∈ℕ{௡݌}م يکن
,ܵ) ياحتمالات يمتر يفضا ℱ,  ميباشد. فرض کن (߬

ܵ௡ = ,௡݌} ௡ାଵ݌ , … }തതതതതതതതതതതതതതതതത  ݊که ∈ ℕن صورت ي. در ا
 ܵاز  يو کراندار احتمالات يرمجموعه ناتهيک زي ௡ܵ هر
از  يک دنباله نزولي ௡∈ℕ{௡ܵ}ن يباشند. همچنيم
 ۴,۳ يهين طبق قضيباشد. بنابرايم S يهارمجموعهيز
است که  ينزول يک دنبالهي ௌ೙ൟ௡∈ℕܦ൛ ) دنباله۳(

lim௡→ஶܦௌ೙ = و لذا طبق فرض وجود دارد  ଴ܪ
଴݌ يکتاينقطه  ∈ ⋂ که يبه قسم ܵ ܵ௡ஶ

௡ୀଵ =
به  ௡೔ൟ௜∈ℕ݌൛ يردنبالهيک زين وجود دارد ي. بنابرا{଴݌}

   ۶,۳ه يا همگرا است. پس طبق قضيقو ଴݌که به  يقسم
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م يفرض کن. ه رسته بئر)يقض( ۸,۳ه يقض
(ܵ, ℱ, ک ي ߬تام و  ياحتمالات يمتر يک فضاي (߬

از  يادنباله ௡∈ℕ{௡ܩ}وسته باشد و يپ يتابع مثلث
ن يباشند. در ا ܵا باز و چگال در يقو يهارمجموعهيز

⋂صورت  ௡ஶܩ
௡ୀଵ ن مجموعه يست و در واقع اين يته

  چگال است. ܵ در
باشد يم يناته ଵܩ ا چگال است لذايقو ܵ در ଵܩ اثبات:

ଵ݌و لذا  ∈ ا باز است پس وجود دارد يقو ଵܩ . چونଵܩ
ݎ > ⊇که  يبه قسم 0   . ابتدا ثابت ଵ N୮భ(r)ܩ

௣ܰభم يکنيم
തതതതത(ݎଵ) ⊆ N୮భ(r) 0 که < ଵݎ <

௥
ଶ

 .
௣ܰభاز  يعضو دلخواه ݌م يفرض کن

തതതതത(ݎଵ) ن يباشد. در ا
به  (ଵݎ)N୮భدر  ௡∈ℕ{௡݌} يصورت وجود دارد دنباله

  نيا همگراست. بنابرايقو ݌که به  يقسم
∀α > 0			∃݊଴(ߙ)		∀n > ݊଴(ߙ)

∶ 	݀௅(ܨ௣೙,௣ , (଴ܪ <  ߙ
  

ା∆)ک يمتر يفضا ۹,۱ه يطبق قض ياز طرف , ݀௅) ا يقو
ା∆ يرو ߬فشرده است و چون  × ∆ା  کنواخت يبه طور

଴ܪ)߬باشد ويوسته ميپ , (௣೙,௣భܨ = برقرار   ௣೙,௣భܨ
  ميباشد داريم

∀α > ߜ∃			0 > 0		; 
	݀௅൫ܨ௣೙,௣, ଴൯ܪ < ߜ
⟹ ݀௅൫߬(ܨ௣೙,௣, ,௣೙,௣భ൯ܨ (௣೙,௣భܨ <  						ߝ

  
  م:يدار (ب) ۶,۱ه يطبق قض

݀௅൫ܨ௣೙,௣, ଴൯ܪ ≤ ݀௅൫߬(ܨ௣೙,௣, ,௣೙,௣భ൯ܨ  (଴ܪ
  

ߙحال اگر در بحث بالا  = م چون طبق يفرض کن ߜ
ن يباشد، بنابرايم ା∆ يک متر روي ௅݀(الف)  ۶,۱ه يقض
  م:يدار

݀௅൫ܨ௣೙,௣, ଴൯ܪ ≤ ݀௅൫߬(ܨ௣೙,௣, ,௣೙,௣భ൯ܨ  (଴ܪ
≤ ݀௅൫߬(ܨ௣೙,௣, ,௣೙,௣భ൯ܨ (௣೙,௣భܨ +
݀௅൫ܨ௣೙,௣భ ,   ଴൯ܪ
≤ ߝ + ݀௅൫ܨ௣೙,௣భ ,  																						଴൯ܪ

  
௡݌چون  ياز طرف ∈ N୮(ݎଵ) ݊هر  يبرا ∈ ℕ لذا  

 

݀௅൫ܨ௣೙,௣భ , ଴൯ܪ < ௣೙,௣భܨ௅൫݀ . حال اگرଵݎ ,  ଴൯ܪ
ߝ = ଵݎ   م:يم، داريريدر نظر بگ −

݀௅൫ܨ௣,௣భ , ଴൯ܪ ≤ ߝ + ݀௅൫ܨ௣೙,௣భ ,  ଴൯ܪ
݀௅൫ܨ௣೙,௣భ , ଴൯ܪ + ݀௅൫ܨ௣೙,௣భ , = ଴൯ܪ ଵݎ − 
= ଵݎ <    .ݎ

  
݌	 نيبنابرا ∈ N୮భ(r) پس ௣ܰభ

തതതതത(ݎଵ) ⊆ N୮భ(r) .
را ياست. ز ܵا باز در يک مجموعه قوي N୮భ(r) ياز طرف
ݍ هر يبه ازا ∈ N୮భ(r) ݀م يدار௅൫ܨ௣భ,௤ , ଴൯ܪ <
ݎپس  ݎ − ݀௅൫ܨ௣భ,௤ , ଴൯ܪ >  يرو ߬ . 0

∆ା × ∆ା ک يمتر يوسته است و چون فضايپ
(∆ା , ݀௅) يرو ߬ باشد لذايا فشرده ميقو  ∆ା × ∆ା 

  کنواخت است پسيوسته يپ
∀ε > ݎ́∃			0 > 0	, ∀G ∈ ∆ା; ݀௅(ܩ, (଴ܪ

<  ݎ́
⟹ ݀௅(߬൫ܨ௣భ,௤ , ,൯ܩ ߬൫ܨ௣భ,௤ , (଴൯ܪ <  ߝ

  
௣,௤ܨ)߬و چون , (଴ܪ =   م  يبرقرار است دار  ௣,௤ܨ

݀௅(߬൫ܨ௣భ,௤ , ,൯ܩ (௣భ,௤ܨ <  . ߝ
  

م آن يار کنياخت (ݎ́)N௤را در  ܵ حال اگر عضو دلخواه
௤,௦ܨ௅൫݀گاه  , ଴൯ܪ < ,ܵ) . از آنجا کهݎ́ ℱ, ک ي (߬
(الف)  ۶,۱ه ياست بنا به قض ياحتمالات يمتر يفضا
  ميدار

݀௅൫ܨ௣భ,௦ ଴൯ܪ, ≤ ݀௅(߬൫ܨ௣భ,௤ ,  (଴ܪ,௤,௦൯ܨ
≤ ݀௅൫߬൫ܨ௣భ,௤ , ,௤,௦൯ܨ ௣భ,௤൯ܨ +
݀௅൫ܨ௣భ,௤ ,    .଴൯ܪ

  
ߝحال اگر  = ݎ − ݀௅൫ܨ௣భ,௤ , گاه م آنيفرض کن ଴൯ܪ

  م داشتيخواه
݀௅൫ܨ௣భ,௦ , ଴൯ܪ ≤ ݎ − ݀௅൫ܨ௣భ,௤ , ଴൯ܪ +
݀௅൫ܨ௣భ,௤ , ଴൯ܪ =  .ݎ

  
ݏن يبنابرا ∈ N୮భ(r)  م به يثابت کرد يعنيبرقرار است

ݍهر  يازا ∈ N௤(r)  که  يبه قسم ݎ́وجود دارد
N௣(́ݎ	) ⊂ N௣(r) لذا هر نقطه N௣(r) ک نقطه ي

 در ଵܩ ا باز است. چونيقو N௣(r) اش است پسيدرون
ا باز است لذا يقو ܵز ين N୮భ(rଵ)اً چگال است و يقو ܵ

ଶܩ	 ∩ N୮భ(rଵ) توانيباشد و لذا ميم يناته ܵ در  
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pଶ  ܩدرଶ ∩ N୮భ(rଵ) ه،ينظر گرفت. طبق قض 
ن وجود يا باز است بنابرايا باز، قوياشتراک دو مجموعه قو

0دارد  < ଶݎ <
୰భ
ଶ

௣ܰమکه  يبه طور 
തതതതത(ݎଶ) ⊆

N୮మ(rଵ) با استقراء اگر .݊ ≥ ,௡ିଵݎ و 2 را  ௡ିଵ݌
 اً چگال است لذايقو ܵدر  ௡ܩم. چون يکنيار مياخت

௡ܩ ∩ N୮೙షభ(r௡ିଵ) است لذا  ܵاً باز در يو قو يناته
,௡ݎتوان يم   ار کرد که ياخت يارا به گونه ௡݌

௣ܰ೙
തതതതത(ݎ௡) ⊆ ௡ܩ ∩ N୮೙షభ(r௡ିଵ), 0 < ௡ݎ <

ݎ
2௡ 

  
݊به ازاي هر  ∈ ℕ مجموعه ي ،௣ܰ೙

തതതതത(ݎ௡) ناتهي و 
൛ن يباشند بنابرايم ܵاً بسته در يقو ௣ܰ೙

തതതതത(ݎ௡)ൟ ک ي
  يباشد. از طرفيم ܵ يهارمجموعهياز ز يدنباله نزول

  

N୮೙(r௡) = ൛ݍ ∈ ܵห݀௅൫ܨ௣೙,௤ , ଴൯ܪ <   ௡ൟݎ
  
݊هر  يباشد و چون به ازايم ≥ ௡ݎينامساو 1 <

௥
ଶ೙

 
lim௡→ஶن يباشد بنابرايبرقرار م ݀௅൫ܨ௣೙,௤ ଴൯ܪ, = 0 

݊هر  ين به ازايبنابرا ≥ م يدار 1
lim௡→ஶ൫ܨ௣೙,௤(ݔ)൯ = ݊هر  يو لذا برا 0 ≥ 1 

௡݌ ميدار = ک مجموعه تک ي N୮೙(r௡) ني. بنابراݍ
م ي) دار۷( ۴,۳ه يت به قضيباشد. با عنايم يعضو

ே೛೙തതതതതത(௥೙)ܦ =  ميدار هيو لذا طبق قض ୒౦೙(୰೙)ܦ
lim௡→ஶ ቀܦே೛೙തതതതതത(௥೙)ቁ = . حال به کار بردن ଴ܪ

 کانتور) مجموعه يه اشتراکي(قض ۷,۳ه يقض
⋂ ௣ܰ೙

തതതതത(ݎ௡)ஶ
௡ୀଵ هر  يباشد و چون برايم يناته

݊ ≥ ⋂م يدار 1 ௣ܰ೙
തതതതത(ݎ௡) ⊆ ⋂ ௡ஶܩ

௡ୀଵ
ஶ
௡ୀଵ پس 

⋂ ௡ஶܩ
௡ୀଵ م يکنيباشد. حال ثابت ميم يناته

⋂ ௡ஶܩ
௡ୀଵ ܩ اً چگال است. چونيقو ܵ درଵ  اً يقو ܵدر

ଵܩچگال است پس  ∩ N௣(r) هر  يباشد. برايم يناته
݌ ∈ ݎو  ܵ > ଵܣ ميدهيقرار م 0 = ଵܩ ∩ N௣(r) 

 هر ين به ازايا باز است بنابرايقو ܵدر  ଵܣلذا 
ଵ݌ ∈ باشد. طبق يم (ݎ)N୮భ يگيشامل همسا ଵܣ

ଵݎ بحث قبل وجود دارد > که  يبه قسم 0
௣ܰభ

തതതതത(ݎଵ) ⊆ N୮భ(ݎ) ⊆ م ي. حال اگر قرار دهܣ
௡ܣ = ݊ يبرا ௡ܩ = 2,3, ௡ܧ و … = ௣ܰ೙

തതതതത(ݎ௡) 
⋂ م داشتيخواه ௡ܧ ⊆ ⋂ ௡ஶܣ

௡ୀଵ
ஶ
௡ୀଵني. بنابرا 

⋂ ௡ஶܣ
௡ୀଵ گر يباشد. از طرف ديم يناته

⋂ ௡ஶܣ
௡ୀଵ = ଵܣ ∩ (⋂ ௡)ஶܣ

௡ୀଶ پس  
  

ଵܩ)  ∩ N௣(r)) ∩ (⋂ (௡ܩ ≠ ∅ஶ
௡ୀଶ نيبنابرا 

N௣(r) ∩ (⋂ (௡ܩ ≠ ∅ஶ
௡ୀଵ  و چونN௣(r) ک ي

⋂بود لذا  ܵاً باز در يمجموعه قو ௡ஶܩ
௡ୀଵ  اً يقو ܵدر

  .باشديچگال است و حکم برقرار م
  
,ܵ)د يکنفرض . ۹,۳جه ينت ℱ,  يمتر يک فضاي (߬

وسته باشد آن يپ يک تابع مثلثي ߬اً تام و يقو ياحتمالات
  ر هم ارزند.يگاه احکام ز

اً يقو يهارمجموعهيک دنباله از زي ௡ୀ଴ஶ{௡ܨ} الف) اگر
௡ܨݐ݊݅ که يباشد به قسم ܵ بسته =  هر يبرا ∅

݊ ≥ ݐ݊݅گاه آن 0 ⋃ ௡ஶܨ
௡ୀ଴ = ∅.  

اً يقو يرمجموعه هايدنباله از زک ي ௡ୀ଴ஶ{௡ܩ}ب) اگر 
௡തതതതܩ که يباشد به قسم ܵ باز = ݊ هر يبرا ܸ ≥ 0 

⋂آنگاه  ௡ஶܩ
௡ୀ଴

തതതതതതതതതതത = ܸ.  
  
,ܵ)د يفرض کن. ۱۰,۳جه ينت ℱ,  يمتر يک فضاي (߬

د يوسته باشد. فرض کنيپ يک تابع مثلثي ߬ و ياحتمالات
݊هر  يبرا ≥  ܵاً بسته  يقو يهارمجموعهيز ௡ܨ: 0

⋃که  يباشند به قسم ௡ஶܨ
௡ୀ଴ = ܵ.  

௡ܨݐ݊݅الف) اگر  = ݊هر  يبرا ∅ ≥ اً يقو ܵآنگاه  0
  ست.يتام ن

଴݊ا تام باشد آنگاه وجود دارد يقو ܵب) اگر  ≥ به  0
௡బܨݐ݊݅که  يقسم ≠ ∅.  

  
,ܵ)د يفرض کن. ۱۱,۳ه يقض ℱ,  يمتر يک فضاي (߬

ک ي ܧوسته باشد. اگر يپ يک تابع مثلثي ߬و  ياحتمالات
  :ر هم ارزنديباشد احکام ز ܵ رمجموعهيز

  است. ياً تام و تماماً کراندار احتمالاتيقو ܧ الف)
 يدارا ܧراشتراس) هر دنباله در يو –ت بولزانو يخاصب) (

  است. ܧک نقطه در ياً همگرا به يقو ير دنبالهيز
}بورل) اگر  –نه يت هايخاصج) ( ఈܸ}ఈ∈஺ ک پوشش ي
 يرمجموعه متناهياً باز باشد زيقو يهااز مجموعه ܧ

ܨ ⊂ } وجود دارد که ܣ ఈܸ}ఈ∈ி است. ܧک پوشش ي  
م که (الف) و (ب) هم ارزند و يدهيابتدا نشان م اثبات:

دهند و بالاخره يجه ميسپس (الف) و (ب) باهم (ج) را نت
  دهد.يجه مينکه (ج)، حکم (ب) را نتيا
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د يفرض کن دهد:يجه مي(الف) حکم (ب) را نت
تماماً  ܧ باشد. چون ܧک دنباله در ي{௡ݔ}(الف) برقرار و 

 يتوان توسط تعدادياست لذا آن را م يکراندار احتمالات
௣ܰ೔(2 يهايگياز همسايمتناه

ିଵ)  ݌که௜ ∈ و  ܧ
݅ ∈ {1,2, … , ن ياز ا يکيپوشاند و حداقل  {݊

௣ܰభ(2ها يگيهمسا
ିଵ) ݊ت مقدار ينهايب يد برايبا ،

در  ݊هر  يد برايرا دارا باشد. فرض کن ௡ݔ عناصر
௡ݔ،ଵܰ يمجموعه نامتناه ∈ ௣ܰభ(2

ିଵ). يمجموعه 
ܧ ∩ ௣ܰభ(2

ିଵ) از  يتوان با تعداد متناهيرا م
௣ܰ೔(2 يهايگيهمسا

ିଶ)  ݌که௜ ∈ و  ܧ
݅ ∈ {1,2, … , ها يگياز همسا يکيپوشاند و حداقل  {݊

௣ܰమ(2 مثلاً
ିଶ) عناصر ݊ت مقدار ينهايب يد برايبا ،

 يدر مجموعه ݊ هر يد برايرا دارا باشد. فرض کن ௡ݔ
௡ݔ ،ଶܰ ينامتناه ∈ ௣ܰమ(2

ିଶ)از  يا. با استقراء دنباله
௣ܰೕ(2 يهايگيهمسا

ି௝)  ݌که௝ ∈ ک دنباله يو  ܧ
م يآوريرا به دست م ℕاز  ௝ܰ يهارمجموعهياز ز ينزول

݊هر  يکه برا يبه طور ∈ ௝ܰ، ݔ௡ ∈ ௣ܰೕ(2
ି௝) .

ଵ݊عناصر  ∈ ଵܰ و ݊ଶ ∈ ଶܰ م يکنيار مي... را اخت و
ଵ݊که  < ݊ଶ < اً يقو ௡಻ቅݔቄن صورت دنباله يدر ا ⋯
  :ميدار )۲( ۶,۱ هيرا طبق قضيباشد زيم يکش

݀௅ ቀܨ௫೙಻ ,௫೙ೖ , ଴ቁܪ ≤

݀௅ ቀ߬(ܨ௫೙಻ ,௣ೕ, ௣ೕ,௫೙ೖቁܨ ,  .(଴ܪ
  

ه يباشد لذا طبق قضيم ା∆ يک متر روي ௅݀چون 
  :ميدار) ۱(۶,۱

݀௅ ቀܨ௫೙಻ ,௫೙ೖ , ଴ቁܪ ≤

݀௅ ቀ߬(ܨ௫೙಻ ,௣ೕ, ௣ೕ,௫೙ೖቁܨ ,       (଴ܪ

≤ ݀௅ ቀ߬(ܨ௫೙಻ ,௣ೕ, ௣ೕ,௫೙ೖቁܨ , (௣ೕ,௫೙ೖܨ +

݀௅ ቀܨ௣ೕ,௫೙ೖ ,  . ଴ቁܪ
  

ା∆) ۹,۱ه يطبق قض , ݀௅)، ߬ن ياً فشرده است بنابرايقو 
ା∆ يرو × ∆ା  وسته است و چون يکنواخت پيبه طور

௫೙಻ܨ)߬ ,௣ೕ , (଴ܪ = ௫೙಻ܨ ,௣ೕ   :برقرار است لذا  

∀ε > ߜ∃			0 > 0	; ݀௅ ቀܨ௣ೕ,௫೙ೖ , ଴ቁܪ <  ߜ
⟹ ݀௅ ቀ߬(ܨ௫೙಻ ,௣ೕ, ௣ೕ,௫೙ೖቁܨ , ௫೙಻ܨ ,௣ೕ) <  .ߝ

 ́ߝهر  ياست لذا به ازا يتماماً کراندار احتمالات ܧچون 
௅݀م: يدار ቀܨ௣ೕ,௫೙ೖ , ଴ቁܪ < م ي. حال اگر قرار ده́ߝ

́ߝ = ݇ ، اگرߜ > باشد آنگاه  ݆
݀௅ ቀܨ௫೙಻ ,௫೙ೖ , ଴ቁܪ ≤ 2ଵି௝ يعنيباشد يبرقرار م 

ቄݔ௡಻ቅ اً يقو ܧ باشد و چونيم ياً کشيقو يک دنبالهي
  حد است. يدارا ܧن دنباله در يتام است لذا ا

  
م يدهينشان م دهد:يجه مي(ب) حکم (الف) را نت

ز نادرست است. يگاه (ب) نکه اگر (الف) نادرست باشد آن
وجود دارد  ܧ در ياً کشياً تام نباشد دنباله قويقو ܧاگر 

از  ياردنبالهيچ زين صورت هيحد ندارد. در ا ܧکه در 
اً يقو ܧدر  {௡ݔ}ست. چون دنباله يهمگرا ن ܧدر  {௡ݔ}

  است پس: يکش
∀ε > 0			∃ ଵܰ	, ∀n ≥
ଵܰ; 			݀௅൫ܨ௫೘,௫೙ , ଴൯ܪ <

ఌ
ଶ
. 

  
داشته  ௜೙ൟݔ൛چون  ياردنبالهيز {௡ݔ} يحال اگر دنباله

  :گاههمگرا باشد آن ଴ݔباشد که به 
∀ε > 0			∃ ଶܰ	, ∀n ≥

ଶܰ; 			݀௅ ቀܨ௫೔೙,௫೙ , ଴ቁܪ <
ఌ
ଶ
. 

  
ା∆ يرو ߬از آنجا که  × ∆ା  وسته يکنواخت پيبه طور

  :مياست پس دار
݀௅൫ܨ௫೙,௫బ , ଴൯ܪ
≤ ݀௅ ቀ߬(ܨ௫೙,௫೔೙ , ௫೔೙ܨ ,௫బ)ቁ ,  (଴ܪ

≤ ݀௅ ቀ߬(ܨ௫೙,௫೔೙ , ௫೔೙ܨ ,௫బቁ , (௫೙,௫೔೙ܨ

+ ݀௅ ቀܨ௫೙,௫೔೙ ,  ଴ቁܪ
< ఌ

ଶ
+ ఌ

ଶ
=          ߝ

  
ک تناقض است. از يهمگراست که  ଴ݔبه  {௡ݔ}ن يبنابرا

نباشد. فرض  يتماماً کراندار احتمالات ܧگر اگر يطرف د
ε	ديکن > وسط تعداد ترا نتوان  ܧباشد که  يابه گونه 0

௜ݔکه  (ߝ)௫ܰ೔ يهايگيهمسا يمتناه ∈ و  ܧ
݅ ∈ {1,2, … , ௡ݔپوشاند. با استقراء  {݊ ∈ را به  ܧ

ଵݔ م. با عنصر دلخواهيکنير انتخاب ميصورت ز ∈  ܧ
م و با فرض انتخاب شدن يکنيشروع م
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,ଶݔ	,ଵݔ … , ௡ାଵݔ عنصر ௡ݔ ∈ ܧ −
⋃ ௫ܰ೔(ߝ)
ஶ
௡ୀଵ يبرا ݊ ∈ ℕ ن يم. در ايکنيانتخاب م

,݉ هر يصورت برا ݊ ∈ ℕ و ݉ ≠ م يدار ݊
݀௅൫ܨ௫೘,௫೙ , ଴൯ܪ ≥ ردنباله يچ زيه {௡ݔ} . لذاߝ
راشتراس در يو –ت بولزانو يهمگرا ندارد که با خاص

  تناقض است.
  

 يکاف دهند:يجه مي(الف) و (ب) حکم (ج) را نت
}م اگر (ب) برقرار باشد و ياست نشان ده ఈܸ}ఈ∈஺ ک ي

εباشد،  ܧپوشش باز  > که هر  يوجود دارد به طور 0
݌که  (ߝ)௣ܰ يگيهمسا ∈ را قطع کند مشمول  ܧو  ܧ

}ک ي ఈܸ}ఈ∈஺ توان يرا م ܧرا بنا به (الف) ياست ز
د يها پوشاند. فرض کنيگياز همسا يتوسط تعداد متناه

݊هر  يکه برا ∈ ℕ ݔ وجود داشته باشد௡ ∈ به  ܧ
௫ܰ೙(2 يگيکه همسا يقسم

ି௡) ک از يچ يمشمول ه
ఈܸ ߙها که ∈  –ت بولزانو ينباشد. طبق خاص ܣ
ݔ وجود دارد که به ௜೙ൟݔ൛ردنباله يراشتراس زيو ∈  ܧ

} باشد و چونيهمگرا م ఈܸ}ఈ∈஺ ܧک پوشش ي   
ߙن وجود دارد يباشد بنابرايم ∈  که يبه قسم ܣ

ݔ ∈ ఈܸني. همچن ఈܸ اً باز است لذا وجود دارديقو 
ε > (ߝ)௫ܰکه  يبه قسم 0 ⊂ ఈܸ حال ثابت .  

௫ܰ೔೙(2م يکنيم
ି௡) ⊂ ఈܸ از  يعضو دلخواه ݕ. اگر

௫ܰ೔೙(2
ି௡) گاهباشد آن ݀௅ ቀܨ௫೔೙,௬ , ଴ቁܪ < 2ି௡ 

ା∆ يرو ߬و چون  × ∆ା  وسته يکنواخت پيبه طور
  :است لذا

∀α > ߜ∃			0 > 0	 	; 
	݀௅ ቀܨ௫೔೙,௬ , ଴ቁܪ < ߜ

⟹ ݀௅ ቀ߬(ܨ௫,௫೔೙ , ௫೔೙ܨ ,௬ቁ , (௫೔೙,௬ܨ <  				.		ߝ
  

݊ حال اگر ∈ ℕ که  يار شود به قسمياخت
݀௅ ቀܨ௫೔೙,௬ , ଴ቁܪ < 2ି௡ و ߜ < ఌ

ଶ
  م:ين داري. بنابرا

݀௅൫ܨ௫,௬ , ଴൯ܪ ≤ ݀௅(߬ ቀܨ௫,௫೔೙ , ௫೔೙ܨ ,௬ቁ ,  (଴ܪ

≤ ݀௅ ቀ߬ ቀܨ௫,௫೔೙ , ௤,௦ቁܨ , ௫೔೙,௬ቁܨ +

݀௅ ቀܨ௫೔೙,௬ ,     ଴ቁܪ
< ఌ

ଶ
+ 2ି௡ =   .ߝ

௫ܰ೔೙(2 لذا
ି௡) ⊂ ఈܸي. که با فرض ما رو 

௫ܰ೔೙(2
ି௡) .در تناقض است  
ک دنباله در ي {௡ݔ}دهد: اگر يجه ميحکم (ب) را نت(ج) 
هر  يردنباله همگرا نداشته باشد برايچ زيباشد که ه ܧ

ݔ ∈ (ݔ)ߝوجود دارد ܧ > که  يبه قسم  0
௫ܰ((ݔ)ߝ) ها است. در ݔ از يشامل تنها تعداد متناه

 ݔست به يبايم {௡ݔ}ردنباله يک زين صورت يا ريغ
 يهيگردان صورت يا همگرا باشد. در
൛ ௫ܰ((ݔ)ߝ)ൟ௫∈ா رياست که ز ܧ ک پوشش بازي 

  ندارد.  يپوشش متناه
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