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  مقدمه - ۱
هاي  هاي اخير، تحولات چشمگيري در الگوريتم در سال

است که   سازي رخ داده ارايه شده براي حل مسايل بهينه
منجر به حل سريع اين مسايل شده است. يکي از عوامل 

هاي نقطه دروني  اين تحول به کار بردن روش ايجاد
روش سادک را براي  ]۱[ ۱۹۴۷است. دانتزيک در سال 

در سال  .ارايه داد (LO)سازي خطي  حل مسايل بهينه
با ارايه يک مثال نشان دادند که  ]۲[، کلي و منتي ۱۹۷۲

روش سادک در بدترين حالت پيچيدگي نمايي دارد. 
هايي با خواص  الگوريتم بنابراين، جستجو براي يافتن

يک  ]۳[، خاچيان۱۹۷۹نظري بهتر آغاز شد. در سال 
ارايه داد. در  LOاي براي حل چندجمله-الگوريتم زمان

- يک الگوريتم زمان ]۴[، کارمارکار۱۹۸۴سال 
اي با کران پيچيدگي بهتر از الگوريتم خاچيان  چندجمله

به الگوريتم خاچيان ارايه داد که در عمل هم نسبت 
 هاي نقطه دروني ها اکنون به روش کاراتر بود. اين روش

)IPMsهاي نقطه دروني را  ) مشهور هستند. روش
IIPMs)(هاي شدني و نشدني توان به روش مي

هاي شدني، الگوريتم با يک IPMبندي کرد. در تقسيم
و شدني بودن در خلال نقطه دروني شدني اکيد شروع 

الگوريتم با يک  IIPMs،شود. درحل مساله حفظ مي
نقطه مثبت دلخواه شروع و شدني بودن در حين نزديک 

شود. اولين نتيجه نظري  شدن به جواب بهينه ايجاد مي
که  ]۵[و همکاران ها توسط کوجيماIIPMبراي

دوگان را ثابت کردند، به -يههمگرايي سراسري روش اول
 دست آمد.

ضرب دکارتي مکملي خطي افقي روي  حاصل  مساله
*)(مخروط متقارن  P ضرب دکارتي  (حاصل)(* P

-SCHLCPيک تعميم مساله (-HLCP  )(* P 
*)( است که شامل مسايل P - LCP (0)  و*P -

LCP  ،است. همچنين-SCHLCP )(* P  شامل
*)( SCLCP-خاص   يک دسته P .است  -)(* P

LCP معرفي شد.  ]۶[اولين بار توسط کوجيما و همکاران
وجود و يکتايي مسير مرکزي را اثبات کردند و يک  آنها

*)(  LCP-را براي  IPMsاخت ازچارچوب يکنو P
از   يک دسته] ۷[تحليل کردند. گورتونا و همکاران

IPMs اصلاح گر را براي-پيشگو-HLCP  )(* P
اصلاح گر -يک الگوريتم پيشگو ]۸[خيرفام ارايه دادند.

*)( براي P -HLCP  بر اساس يک جهت جستجوي
 .يد ارايه دادجد

*)( ضرب دکارتي خاصيت حاصل P اولين بار توسط لئو
هاي متقارن با  روي مخروط  LCPبراي ]۹ [و چيو

استفاده از ابزار جبر جردن اقليدسي ارايه شد. آنها 
 سازي متقارن هاي تعقيب مسير براي بهينه الگوريتم
(SO) را به  ]۱۰[ارايه شده توسط اشميتا و عليزاده

*)( ضرب دکارتي مساله حاصل P -SCLCP  تعميم
  (NT)تاد-با گام نسترو IPM يک ]۱۱[دادند. خيرفام

*)( ضرب دکارتي کامل را براي مساله حاصل P -
SCLCP ارايه داد که داراي پيچيدگي تکرار

)log)2((1



rrO   است. اخيرا، وانگ و

شدني با گام کامل نيوتن را  IPM يک ]۱۲[همکاران
ارايه دادند که در آن   بر اساس يک تابع هسته LOبراي 

از خاصيت تحدب نمايي براي تحليل الگوريتم استفاده 
 .شده است

 IPMsتوابع هسته نقش مهمي را در تحليل پيچيدگي
کنند، زيرا تابع هسته هم براي تعيين  شدني ايفا مي

گيري فاصله بين  براي اندازه هاي جستجو و هم جهت
شود. اين استراتژي  مرکز استفاده مي-µنقطه داده شده و 

 IPMsبراي ]۱۳[اولين بار توسط پنگ و همکاران
- ي خود از توابع هسته  دوگان بر اساس يک دسته-اوليه

ارايه   (SDO)معين سازي نيمه و بهينه LOمنظم براي 
براي  هاي تکرار شناخته شده شد و بهترين کران

- سازي بزرگ و به هنگام -سازي هاي به هنگام روش
يک تابع  ]۱۴[کوچک را به دست آوردند. وانگ و باي

ضرب دکارتي ي واجد شرايط را براي مساله حاصل هسته
)(* P-SCLCP  بهترين کران تکرار را و استفاده

شدني به دست آوردند. لساجا و  IPMs براي
 واجد شرايط يک  اساس يک تابع هستهبر  ]۱۵[همکاران

IPM ضرب دکارتي براي مساله حاصل )(* P -
SCLCP  يک ]۱۶[ارايه دادند. خيرفام IPM براي 
SCLCP جديد ارايه داد   ي بر اساس يک تابع هسته. 
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هاي مذکور، براي شروع نيازمند يک  ي الگوريتم همه
چون پيدا کردن چنين باشند. شدني اکيد معلوم مي  نقطه
است. روس   پيشنهاد شده  IIPMsاي آسان نيست، نقطه

ارايه داد  LO براي با گام کامل نيوتن IIPM يک ]۱۷[
که از يک گام شدني و چند گام (حداکثر سه گام) مرکزي 

کند. خيرفام با استفاده از يک  در هر تکرار استفاده مي
 LOس برايالگوريتم رو ]۱۸[ي نزديکي متفاوت  اندازه
*)( را به P -HLCP يک  ]۱۹[تعميم داد. روس در

ه داد که را اراي ]۱۷[يافته از الگوريتم در  ي بهبود نسخه
جديد از گام مرکزي استفاده  براي به دست آوردن نقطه

الگوريتم  ]۲۱ ،۲۰[هاي اخير، خيرفام کند. در سال نمي
*)( تيضرب دکار اخير روس را به مسايل حاصل P -

SCLCP و-HLCP  )(* Pتعميم داد. 
مذکور، در اين مقاله  IIPMهاي  با انگيزه گرفتن از روش

ضرب  براي مساله حاصل  NT با گام کامل IIPM يک
*)( دکارتي P -SCHLCP بر اساس خاصيت تحدب

که پيچيدگي به دست دهيم نمايي ارايه کرده و نشان مي
براي  IIPMs آمده با بهترين کران تکرار شناخته شده

*)( ضرب دکارتي مساله حاصل P -SCHLCP 
 .منطبق است

، ۲بقيه مطالب به شرح زير تنظيم شده است. در بخش 
برخي از نتايج جبر جردن اقليدسي مورد نياز در اين مقاله 

پريشيده و   ، مساله۳کنيم. در بخش را يادآوري مي
، برخي از خواص ۴دهيم. در بخش الگوريتم را شرح مي

تابع هسته که در تحليل الگوريتم نياز است را مرور 
کنيم. سپس به تحليل الگوريتم پرداخته و کران  مي

آوريم. در نهايت،  پيچيدگي را براي الگوريتم به دست مي
  .کنيمگيري مينتيجه ۵در بخش 

 
 قليدسيجبر جردن ا - ۲

کنيم که خواننده با مفاهيم اساسي جبر اينجا، فرض مي
هاي متقارن آشنا است. براي جردن اقليدسي و مخروط

 ]۲۲[مطالعه بيشتر، خواننده به کتاب فاروت و کرانيي 
 .شودارجاع مي

),(يک جبر جردن اقليدسي J يک فضاي برداري با ،
  نگاشت دو خطياست که به  R بعد متناهي روي

  

 yxyx ),(  از JJ و ضرب داخلي  J به 
,=t)( استاندارد sxrsx  مجهز شده است. يک  

Je عنصر شود اگر به  يک عنصر هماني ناميده مي 
x ازاي هر xxeexداشته باشيم J در  ==  .

ي مربعات ، مجموعهJدر جبر جردن 
}::={:= 2 JK xxxx   يک مخروط متقارن

L ، تبديل لياپونوفJx است. به ازاي با 
sxsxL =)(  دومو نمايش مرتبهP با
)()(2=)( 22 xLxLxP  شود که در  تعريف مي
.)(=)()( آن 2 xLxLxL  حالت کلي اين تعاريف و

ضرب دکارتي جبرهاي جردن  مفاهيم به عنوان حاصل
jJ اقليدسي هاي متقارن ضرب دکارتي مخروط و حاصل 

jK ،Nj ,1,2,= معلوم هستند، يعني ،

NJJJ 1= و NKKK 1= با توجه .
ضرب دکارتي جبر جردن اقليدسي به اين مفاهيم، حاصل

),( J داراي بعد Nnnn 1= و رتبه
Nrrr 1= است که در آن عملگر  به  

  صورت
(1) (1) ( ) ( )

( ) ( )

=1

= ( , , ), 

, = ,

N N

N
j j

j

x s x s x s

x s x s   

   
 

  
)( شود. فرض کنيد تعريف مي je عنصر هماني جبر  
),( جردن  jJ است، در اين صورت

),,(= )((1) Neee  ضرب  عنصر هماني حاصل
),( دکارتي جبر جردن اقليدسي J   ه،است. به علاو 

)).(,),((d=)( 
 )),(,),((d=)(

)((1)

)((1)

N

N

xPxPiagxP
xLxLiagxL




 

  
Kntsxبه ازاي هر i,  که در آن)Knti  درون

K مخروط ي مقياسي متناظر  کند) نقطه را مشخص مي 
=),,( به صورت )((1) Nwww  شود  تعريف مي  

)( که jw اي مقياسي متناظر ب نقطه 

j
jj ntsx Ki, )()( براي ،Nj ,1,=  .است  
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),(در جبر جردن  x به ازاي هر J  نرم فروبنيوس و
x اثر  :به صورت 

),(t=)(t 

 ,||||=||||

)(

1=

2)(

1=

2

j
N

j

F
j

N

j
F

xrxr

xx




 

  
  شود که در آن، تعريف مي

)()(=

))((t=||||
)(2)(2

1

2)(2)(

j

jr
j

j
F

j

xx
xrx

   
  
jr و jJ ي رتبه  )( و  )( j

i x iي مين مقدار ويژه
)( jxي مينيمم و ماکزيمم است. همچنين، مقادير ويژه
x کنيم را به صورت زير تعريف مي: 

)},({max=)(

  )},({min=)(

)(
max

1
max

)(
min

1
min

j

Nj

j

Nj

xx

xx







  

 
)( که در آن  )(

min
jx و )( )(

max
jx به ترتيب  

)( ي ترين مقدار ويژه ترين و بزرگ کوچک jx هستند. لم
باشد که در تحليل زير يک نتيجه مهم و کليدي مي

  الگوريتم استفاده شده است. 
  

يد کهفرض کن) ]۲۳[در   ۲,۳لم ( .۱,۲لم
Kntsx i,   ،در اين صورتKntw i يکتا وجود

swPxدارد به طوري که  . به علاوه، =)(
1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

= ( )( ( ) )

[= ( )( ( ) ) ],

w P x P x s

P s P s x




 

 
  شود. ناميده ميs وxمقياسي-NTي  نقطه wکه 
 
۳-IPM   نشدني با گامNT-کامل  

*)(-  SCHLCP ضرب دکارتي مساله حاصل P 
),(JJ عبارت است از تعيين يک جفت بردار sx

  به طوري که

( )    = ,  , =0,  , ,P Qx Rs q x s x s   K   
  

NJJJکه در آن،  1= جبر جردن اقليدسي
 ن متناظر(فضاي ضرب دکارتي) با مخروط متقار

NKKK 1= و JJ:,RQ  عملگرهاي
. خطي هستند و Jq  ،0به ازاي يک ثابت  

*)(ضرب دکارتي خاصيت حاصلP)(گوييم مي P دارد
RsQx=0 اگر از ود که به ازاي هر نتيجه ش
Jsx,، 

( ) ( )

( ) ( )

( 1 4 ) ,

, 0 ,

j j

j I

j j

j I

x s

x s


 

 

  

   




 

  
=}:,<{0که در آن،  )()( 

jj sxjI و
0}<,:{= )()( 

jj sxjI.  
 (x, s)گوييم يک زوج در حالت يک روش نشدني مي

-q-Qxاست اگر نرم مانده  (P)جواب مساله  -εيک 
Rs  ازε  بيشتر نباشد و هم چنين. 〈푥, 푠〉 ≤ 휀  با

کنيم يک ، فرض مي IIPMsتوجه به نتايج موجود براي
),(جواب بهينه ** sx  براي مساله(P)  وجود دارد. هم

اي مانند کنيم که الگوريتم با نقطهچنين، فرض مي
),(=),( 00 eesx dp  شود که در آن شروع مي
0>p  0و>d ن هستند که چنا  

.|)(|max=||||

,|)(|max=||||

**

**

di
i

pi
i

ss

xx













        )۱(  

 
روابط زير برقرار  اي،ه کنيد که به ازاي چنين نقطهتوج

 است:
.0   ,0 0*0* essexx dp  KKKK      )۲(  

  
نشدني P)(ي ي شروع براي مساله است که نقطهواضح 
0 ي شروع مانده بنابراين، بردار باقي است.

qr  به صورت را 
000 := RsQxqrq                       )۳(  )۳(  
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  توان مسايل پريشيده مي کنيم. به هر حال،تعريف مي
),( ي شروع اي را تعريف کرد که نقطهشده 00 sx 

ي شدني اين مسايل باشد. براي اين  متعلق به مجموعه
 ،1<0 منظور، به ازاي هر ي  ، مساله

)( ي پريشيده P   را به صورت 
0( )          = , 

= 0,  ,
qP q Qx Rs r

x s x s
  

 K
 

  
0در نظر بگيريد که در آن 

qr ) تعريف شده است. به ۳با (
),(=),(، =1وضوح، به ازاي 00 sxsx  يک

)( اکيد براي مسالهجواب شدني  P   است، يعني مساله 
)( ي پريشيده P صدق  (IPC) در شرط نقطه دروني 

کند. درحالت کلي، لم زير را داريم که اثبات آن مشابه  مي
  است.  ]۱۷[در  ۱,۳با اثبات لم 

  
P)(  اگر مساله .۱,۳لم گاه به ازاي هر  شدني باشد، آن 
1<0 ، ي مساله پريشده)( P در شرط IPC 

  کند.  صدق مي
0>1 شدني است و P)(فرض کنيد که مساله   .

)( ي پريشيده  شود که مساله نتيجه مي ۱,۳از لم  P  در 
کند و بنابراين مسير مرکزي آن  دق ميص  IPCشرط

  وجود دارد. اين بدان معني است که دستگاه غيرخطي
0= ,  ,

= ,
qq Qx Rs r x s

x s e




  


K

)۴            (  

 
جواب يکتا است که آن را ، داراي<0به ازاي هر 

-مرکز مساله  )( P ي مجموعه ناميم.مي-
 شود. فرض کنيد که مرکزها مسير مرکزي ناميده مي

),( sx يک جواب شدني اکيد براي مساله پريشيده
)( P هاي جستجوياست. جهت x را به s و 

، کامل-NTبعد از يک گام  کنيم کهاي تعيين ميگونه
),(=),( نقطه جديد ssxxsx   براي

)( پريشيده  مساله 
P  با  )(1:= ،

(0,1)، شدني اکيد باشد، يعني   

0( ) ( ) = ,

( ) ( ) = .
qq Q x x R s s r

x x s s e




     

   
  )۵(   

 
),( چون sx )( براي مساله  P شدني است، با  
sxدوم  ي مرتبه پوشي از جمله چشم   ،x و
s در  

0= ,

=
qQ x R s r

s x x s e x s




  

     
                )۶(  

  
x کنند. با توجه به اين کهصدق مي s و   وماًلز 

) هميشه جواب ۶عملگرهاي جابجايي نيستند، دستگاه (
 ) با۴دوم در (  يکتا ندارد. براي جبران اين مشکل، معادله

esuPxuP =)()( 1 شود که در آن عوض مي 
Kntu i  را ببينيد). در اين مقاله،  ]۱۰[در  ۲۸(لم

2
1

=


wu آن شود که درانتخاب مي w مقياسي   نقطه 
است. پس از به کار بردن روش  ۱,۲داده شده در لم 

هاي جستجو به  نيوتن براي دستگاه جديد، دستگاه جهت
  صورت

0

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1
2 2

=

( ) ( ) ( ) ( )

= ( ) ( ) ,

qQ x R s r

P w x P w s P w s P w x

e P w x P w s





 



  

  



 



  )۷(  

 
هاي به دست آمده از حل اين آيد که جهت به دست مي

 شود. مي جهت) ناميده-NTتاد (-دستگاه جهت نسترو
هاي جستجوي مقياس شده و جهت vفرض کنيد بردار 

xdوsd  به صورت 
1 1
2 2

1 1
2 2

( ) ( ):= [= ],  

( ) ( ):= ,  := ,x s

P w x P w sv

P w x P w sd d

 

 




 

 )۸(  

  
به  توان ) را مي۷)، دستگاه (۸تعريف شوند. با استفاده از (

 صورت

 , =)()(
0

2
1

2
1


 q

sx

r
dwRPdwQP
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1=x sd d v v  )۹   (                              
  

ه طرف راست ي مهم اين است ک نوشت. يک نتيجه
منفي گراديان تابع مانع لگاريتمي) ۹ي دوم در ( معادله

)(v است، يعني  
),(= vdd sx                              )۱۰(  

  
 که در آن، 

=1
2

( ) = ( ( )), 

1( ) := log ,   > 0 .
2

r

i
i

v v

tt t t

 









 

  
  ي نزديکي به علاوه، از اندازه

2'

1=

)))(((=||)(||:=)( vvv i

r

i
F   )۱۱(    

  
براي نشان دادن نزديکي نقاط به مسير مرکزي استفاده 

  کنيم.مي
  

  يک تکرار از الگوريتم .۱,۳
)( ي پريشيده  مرکز مساله -  اندازه نزديکي به P را  

) تعريف شده ۱۱که در ( سنجيممي v)(کميت  با
,0)[ است. فرض کنيد که به ازاي 0 نقاط 

Kx و Ks  را داريم که به ازاي 
0=


 در  

=0 شرط شدني بودن qrRsQxq  صدق  
رابطهکنند و  مي )(v  .برقرار است را به
 )(1= ،(0,1)دهيم و  ، کاهش مي

کنيم اي تعيين ميرا به گونهs وx نقاط تکرار جديد
 که با و ري شده به جاي جاي گذا 

0=




 

) صدق ۴اول ( در معادلهجاي گذاري شده به جاي 
کنند و نيز  )(v اين روند تا يافتن يک .  -

  يابد.ادامه مي (P)جواب بهينه براي مساله 
),(گفتيم، نقاط جديد ۳ه در بخش همان طور ک  sx 

به ازاي کنند.  ) صدق مي۴آفيني در (  ، در معادله=

Kntx بخش اصلي تجزيه و تحليل تضمين i  و 
Knts i است و اين که اين نقاط در شرط
  )(v هاي اساسي از اکنون قدم د.کننصدق مي

  دهيم.الگوريتم را ارايه مي
 

  .۱الگوريتم 
 :ها ورودي

 ،<0پارامتر دقت
0>>1سازي مانع پارامتر به هنگام  ، 

 شروع
قرارده 

   1=  ,:=  ,:=  ,:=  dpdp esex
max),,||||(<  مادام که Fqrsx  انجام ده  
  شروع

),(=:),(),(   دهقرار sxsxsx    
 سازي به هنگام   و 

=:1)(   قرارده   =:1)(   و      
 پايان حلقه

  پايان.
  

است که   استفاده از يک تابع هسته هدف اصلي اين مقاله،
  يعنيناحيه شدني مقدار متناهي دارد.  در مرز

0.>  ,
2
1)(=)(

2

ttt   )۱۲ (                       

  
')(=1چون ttرا ۱۰ي ( مقياس شده  ، معادله (
   توان به صورت زير نوشت: مي

vsx pvedd :==  )۱۳ (                           
 

  در اين صورت، داريم:
  

.||||=)( Fvev  )۱۴   (                              
  

  اکنون لم زير را داريم. 
  

 داريم: )]۲۴[ در ۹( لم  .۲,۳لم



 

 O(n) ...                                                                                         ۱۲۷ با پيچيدگي NT يک روش نقطه دروني نشدني با گام کامل
 

   

1 ( ) ( ) 1 ( ), 
= 1, , .

iv v v
i r

     


  

  
 کامل – NTتحليل پيچيدگي روش نقطه دروني با گام 

)، براي ۱۴ي نزديکي داده شده در معادله ( بر اساس اندازه
SCLCP  سازي متقارن براي بهينه و ]۲۵[در (SO)  در

اينجا، از خاصيت تحدب نمايي  ارايه شده است. ]۲۶[
شود.  تابع هسته براي تحليل الگوريتم استفاده مي
هاي بنابراين، تجزيه و تحليل الگوريتم متفاوت از تحليل

 .است ]۲۶[و   ]۲۵[موجود در 
  
  تحليل الگوريتم - ۴

)(کران بالا براي  .۱,۴ v 
براي ورد نياز هاي مها وقضيه در اين بخش، ابتدا برخي لم
ارايه کرده و سپس يک کران  تجزيه و تحليل الگوريتم را

)(بالا براي  v آوريم.به دست مي  
  

t)( ) فرض کنيد]۲۷[ در ۲,۱,۲(لم  .۱,۴لم يک  
t<0 پذير نسبت به تابع دوبار مشتق هاي باشد. گزاره 

 :زير معادلند
)(i  0به ازاي هر>, 21 tt،  

))()((
2
1)( 2121 tttt    

 )(ii 0به ازاي هر>t   ،0)()( ''  ttt . 
)(iii ))(exp(  .محدب است 

t)(  براي تابع هسته واضح است که تعريف شده در  
)، به ازاي۱۲(

2
1tداريم ،: 

' '( ) ( ) = 1
= 2 1 0.
t t t t t
t

    
 

 

 
 )، به ازاي]۲۸[مشابه بيان شده در ( ۱,۴با توجه به لم 

 

2
1

t ،)(t را محدب نمايي يا به اختصارe -

  ناميم. مي محدب
 

 ) فرض کنيد که]۲۹[در  ۲,۳,۴ي  (قضيه .۲,۴قضيه
)(v ) است و۱۰تابع تعريف شده در (Kntsx i, 

 در اين صورت

)).()((
2
1)))((( 2

1
2
1

sxsxP   

  
 فرض کنيد که

.:= sxv ddq   
  در اين صورت، داريم:

).(
4
1= vvvvsx qqppdd              )۱۵(  

 
 از اين رو

.,4||||=|||| 22  sxFvFv ddpq                )۱۶(  
 

)||||||||( در ادامه، از نماد
2
1:= 22

FsFx dd 

 خواهيم داشت:)، ۸کنيم. با استفاده از ( ده مياستفا
1
2

1
2

= = ( ) ( ),

= = ( ) ( ).

x

s

x x x P w v d

s s s P w v d









  

  

 

)۱۷(

  

 

2 چون
1

)(wP 2 و معکوس آن 
1

)(


wP خود 
Knti ازهايي  ريختي  بهs وx هستند، پس 
Knti  تعلق دارند اگر و تنها اگرxdv  و sdv  
 تعلق داشته باشند.Knti به
  

10د به ازايفرض کني )]۳۰[در ۱,۴(لم  .۳,۴لم 

، sssxxx   :=)(,:=)(.  
  

به علاوه، فرض کنيد که به ازاي 0، 
Kntsx i,   وKntsx i)()(   در اين  

  

Kntxصورت،  i)(  و Knts i)(    . 
د پس از گام کند که نقطه جدي لم بعدي تضمين مي

NT- .کامل شدني اکيد است  
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)(2>1 اگر .۴,۴لم 2  v  آن گاه),(  sx  
  شدني اکيد است.

 
 ،10فرض کنيد .برهان کنيم . تعريف مي 

xx dvv  :=)( و ss dvv  :=)( در .
 نتيجه، داريم:

2

( ) ( ) = ( ) ( )

= ( )
x s x s

x s x s

v v v d v d
v v v d d d d
   

 

 

  

 
  

2

= (1 ) ( 2 )
2 2

( )    
4

v

v v v v

v v v v v p

p p q q

 



  




  

 
  

   )۱۸(

= (1 ) ( (1 )
2 2 2

),            
2

v v

v v

v v e p p

q q

  



   



 


 

  
تساوي آخر با استفاده از رابطه زير به دست  که در آن

 آيد: مي

2

= = ( ) ( )

= 2 .
v v

v v v

e e e v p v p
v v p p p

 

 

 
 

 

 
Kntvv بنابراين sx i)()(   داشته  هرگاه 
 باشيم:

|| (1 ) || < 1.
2 2v v v v Fp p q q 

    

  
 )، خواهيم داشت:۱۶ستفاده از نامساوي مثلثي و (حال با ا

| | (1 ) ||
2 2

(1 ) || | | | | | |
2 2

v v v v F

v v F v v F

p p q q

p p q q

 

 

 

  

 

 

 
2 2

2

(1 ) || || || ||
2 2

= ( ) 2 ,

v F v F

x s

p q

v d d

 

 

  

  
 

1.<2)( 2   v  
 

 کند که ايجاب مي ۳,۴از اين رو، لم 
Kntdvv xx i=(1)  وKntdvv ss i=(1)  

 و برهان تمام است.
v ، بردار جديدسازي پس از به هنگام   به صورت 

])([=)(=
2
1

2
1




 swPxwPv  

  
) ۱۷که در اين صورت با استفاده از ( شودتعريف مي

  توان آن را به صورت معادل مي
1 1
2 2

1 1
2 2

= ( ) ( ) ( )

= ( ) ( ) ( )

x

s

v P w P w v d

P w P w v d

 






)۱۹ (          

  
  نوشت که در آن،

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

= ( )( ( ) )

[= ( )( ( ) ) ].

w P x P x s

P s P s x

   

  
 

  
 ، داريم:]۲۹[در  ۵,۹,۳ي  بااستفاده از گزاره

,))()(( 2
1

2
1

sx dvdvPv   
  

 و بنابراين، 

).))()(((=)( 2
1

2
1

sx dvdvPv      )۲۰(  
 

، =1)، به ازاي۱۸) و (۱۹به علاوه، با استفاده از (
 خواهيم داشت:

).
2
1

2
1(

2
1

2
1=)( 22

vvvv qqppevv    )۲۱(  

)( يدر بقيه اين بخش، يک کران بالا برا  v با  
آوريم. براي  استفاده از خاصيت تحدب نمايي به دست مي

riکنيم به ازاي اين منظور، فرض مي ,1,=  ، 

    .
2
1||||)()( 

,
2
1||||)()(

min

min





Fssi

Fxxi

dvdv

dvdv




        )۲۲(  
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و رابطه ۲,۳با استفاده از لم  حال
22 ||||||||=2 FsFx dd  ،۲۲هاي (امساوين (

  گاه داشته باشيم:برقرار هستند هر

.
2
12)(   v   

 

 .۵,۴لم
2

)( 
 v.  

  
 ، داريم:۲,۴ي  ) و قضيه۲۰با استفاده از ( .رهانب

1 1
2 2( ) = (( ( ) ( )) )

1 ( ( ) ( ))   
2

x s

x s

v P v d v d

v d v d

   

    

=1 =1

1= [ ( ( )) ( ( ))]
2

r r

i x i s
i i

v d v d      
2

=1

2

=1

1 1= [ ( ( ) 1)
2 2

1 ( ( ) 1) ]           
2

r

i x
i

r

i s
i

v d

v d





 

  




   

2

=1

2

=1

1 1= [ ( ( ))
2 2

1 ( ( )) ]
2

r

i x
i

r

i s
i

v d e

v d e





 

  




 

  ]||||||||[
4
1= 22

FsFx devdev   

2 2 21= [2|| || (|| || || || )
4

2 , ]         

F x F s F

x s

v e d d

v e d d

  

    
 

21= [2 ( ) 2
4

2 ( ), ( ) ]

v

v v

 

   

2 21= [2 ( ) 2 2 || ( ) || ]
4

= ,
2

Fv v 



  
 

 
  کند.که اثبات را کامل مي

t)( براي .۶,۴لم ، <1 ) و۱۲تعريف شده در ( 
 داريم:

).1(
2

1)()(=)( 2


 


 ttt  

 
t)( تعريفبا استفاده از  .برهان  داريم: )،۱۲در ( 

    1)2(
2
1=1)(

2
1=)( 222  tttt   

)11)(1)((
2
1= 22   tt       

           ),1(
2

1)()(= 2


 


 tt  

 
 و برهان تمام است.

 
0>>1فرض کنيد .۷,۴لم ،در اين صورت . 

2

( )( ) =
1 1

1 1 (|| || 1 ).
2(1 ) F

v v

v r

 








 

 
  



 

  
t)( استفاده از تعريف با. برهان با قرار  ۶,۴و لم  

دادن



1
 ، داريم:=1

)
1

)((=)
1

(
1= 




 
  vv i

r

i

 

=1

2

1= [ ( ( ))
1

1 1 ( ( ) 1 )]
2(1 )

r

i
i

i

v

v

 

  





 
  




 

21 1( ) (|| || 1 ).
2(1 )1 F

v v r





 
   


 

 
 بنابراين برهان تمام است.

 
 داريم: .۸,۴لم

.)(|||| 2   vrrv F  
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 شود که) آن نتيجه مي۱۶) و (۲۱از روابط ( .برهان
2 2 2

2

|| || = t (|| || (( ) )
1 1= t ( ) t ( )
2 2
1 1t ( ) t ( )
4 4

F F

v v v v

v r v tr v

r v r e

r p p r q q

  



  

  

2 2 21 1 1= || || || || || ||  
2 2 4 4F v F v F

rv p q    

2 2

2

1 1|| || || ||
2 2 4

1 || ||  
4

F v F

v F

rv p
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2

2

1 ( ( ))
2 2
1 ( )
2

rr v

v



 

  

 
 

= ( ) ,   r r v    
  

  تمام است.و برهان 
 
فرض کنيد .۹,۴لم )(1=  ،1<<0  و





 1
= vv 2>1. اگر)( 2  vگاه، آن  

1
2

1 1( ) [ ( ( ))
1 1
1(1 )] .

1

v r r v

r

  
 





 
  

 

 


 

  
 ، داريم:۸,۴و  ۵,۴، ۷,۴هاي . با استفاده از لمبرهان

1
2 2

( ) = 2 ( )

2 ( ) 1 1= [ (|| || 1 )]
11 F

v v

v v r



 


 






  
  



1
2

1 1[ ( ( )
11

1 )]   

r r v

r

  


 

 
  



  

 

1
2

1 1= [ ( ( ))
1 1

1(1 )]
1

r r v

r

 


 



 
 

 

 


 

  
 کند.اين لم را ثابت مي

 
 v)( کران بالا براي .۲,۴

v)( خش، يک کران بالا برايدر اين ب به دست  
 فرض براي آوريم که براي پيدا کردن يک مقدار پيش مي
 .لازم است  
  

ضرب  در خاصيت حاصل SCHLCP اگر .۱۰,۴لم
*)( دکارتي P صدق کند، آن گاه براي هر 
Kntw i، جواب),( sx dd براي دستگاه خطي  

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

( ) ( ) = 0,

( ) ( ) ( ) ( )
= ,

x s

x s

QP w d RP w d

P w P w d P w P w d
e v



 






  )۲۳(  

  
222در نامساوي )()2(1|||||||| vdd FsFx  

 کند. صدق مي
  

  )، خواهيم داشت: ۲۳دوم در (  با استفاده از معادله برهان.
 ,2||||=|||||||| 222  sxFFsFx ddvedd  

.)(,)(2)(= 2
1

2
1

2 


sx dwPdwPv    )۲۴(  
 

 ضرب دکارتي در خاصيت حاصل SCHLCP چون مساله
)(* P نتيجه ۲۳اول در (  کند، از معادلهصدق مي (

  شود:مي
1 1
2 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( )2 2

( ) , ( )

4 ( ) , ( )

x s

i i i i
x s

i I

P w d P w d

P w d P w d
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( ) ( )

( ) ( ) 2

= 4 ,

| | | |

i i
x s

i I
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x s F
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d d





 

 

  

  




      

        ||||=
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2

2)()(

1=

Fsx

F
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i

x

N

i

dd
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2 2= || || = ( ) , Fe v v      
  

=}:)(,)(<{0که در آن،   isix ddiI با جاي .
)، نامساوي مطلوب ۲۴بالا در (ي  گذاري کران رابطه

 شود.حاصل مي
زير را ثابت نتيجه  ]۳۱[ ۲۰۰۹پوترا و استوئر در سال 

  اند. کرده
  

در خاصيت حاصل ضرب  HLCPاگر مساله . Aلم 
*)(دکارتي  P  صدق کند، آن گاه به ازاي هر

R nsx 2),(   و هرRnba ,  جواب(u, v) 
  دستگاه خطي

bRvQu

axvsu
ˆ


 

  
 در نامساوي

2 1 2
2 2

1 / 2 2
2

2

| | | | | | | |
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)( کند که در آنصدق مي 2/12/1 sxdiagD    و 

2 2

1 2

ˆ ˆ( , ) = min{|| ||

ˆ ˆ ˆ|| || : = }.
F

F

z b Du

D v Qu Rv b







  

  
به  A، لم زير که توسيعي از لم ۱۰,۴با استفاده از لم 

  کنيم.ي جبر جردن اقليدسي است را اثبات مي زمينه
  

  در خاصيت  SCHLCP اگر مساله .۱۱,۴لم
  

*)( ضرب دکارتي حاصل P صدق کند، آن گاه به ازاي  
Kntw هر i ),( جواب  sx dd  ) در۹براي دستگاه ( 

  نامساوي
2 2

0
2

|| || || || [ 1 2 ( )

(1 2 4 ) ( , )]

x F s F

q

d d v
r

w




 



  

  
 

  
 کند که در آن،  صدق مي

}.=~)(~)(

:||~||||~||{min=),(

0
2
1

2
1

222
0









q
sx

FsFx
q

r
dwRPdwQP

dd
r
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),(فرض کنيد برهان. sx dd ) است. در ۹يک جواب (

),(=),()~,~( اين صورت، sxsxsx dddddd  در  
   دستگاه

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

( ) ( ) = 0, 

( ) ( ) ( ) ( )

x s

x s

QP w d RP w d

P w P w d P w P w d
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1 1
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e v P w P w d
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  :کند. قرار دهيد صدق مي

222 ||||||||=||),(|| FsFxwsx dddd   . 
  

 :، خواهيم داشت۱۰,۴از لم با استفاده 

wsxwsxwsx dddddd ||)~,~(||||),(||||),(|| 
1 1
2 2

1 1
2 2

1 2 || [ ( ) ( )

( ) ( ) ] || || ( , ) ||

x

s F x s w

e v P w P w d
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wsx ddv ||)~,~(||)42(1)(21=  

),,()42(1)(21
0




 qrwv    

  
 و برهان تمام است.

),( حال، يک کران بالا براي
0




 qrw به دست  

0 آوريم. با استفاده از تعريف مي
qr  داريم: 

0 0 0

* * 0 0

* 0 * 0

=

=
= ( ) ( ).

qr q Qx R s

Qx R s Qx R s
Q x x R s s

 

  

  

 

  

 با ضرب کردن هر دو طرف اين معادله در


 به  

 آوريم:دست مي
0 1 1

* 02 2

1 1
* 02 2

= ( ) ( ( ) ( ))
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RP w P w s s

 
 










 

 )۲۵(  

 

),() و تعريف۲۵معادله (  با مقايسه
0




 qrw نتيجه ،

 شودمي
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و  ]۳۲[ در ۵,۶که در آن، نامساوي سوم از اثبات لم 

 و ۲,۳نامساوي آخر با استفاده از لم  dp= به  
  آيد. دست مي

  
),( ) فرض کنيد که]۲۰[در ۷(لم  .۱۲,۴لم sx يک  

)( پريشيده  جواب شدني براي مساله P  است و 
),(=),( 00 eesx dp  و ),( ** sx ) ۱با ( 

  تعريف شده است. در اين صورت، داريم:

).))((1(2)4(1)(t 

 ),))((1(2)4(1)(t
2

2

vrsr

vrxr

d

p








 

  
در  ۱۲,۴با جاي گذاري کران هاي به دست آمده در لم 

),( لا براي)، يک کران با۲۶رابطه (
0




 qrw به  

  :صورت
0

2
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2(1 4 ) (2 (1 ( )) )
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qrw

r v
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و  ۱۱,۴آيد. با جاي گذاري اين کران در لم  به دست مي

 ، خواهيم داشت:استفاده از تعريف 
1 [ 1 2 ( )
2

v                            )۲۸(  

2
22(1 2 4 )(1 4 ) (2 (1 ( )) )] .  

1 ( )
r v
v

   


    


 
 پيشنهادهايي براي مقدارهاي. ۳,۴   و 

اي تعيين کنيم که اگر را به گونه خواهيم مقدارمي
 نامساوي )(v برقرار باشد، آن گاه 

  )(v کافيست، ۹,۴. با استفاده از لم  را  
 چنان تضمين کنيم که از )(v )، ۲۸و نامساوي ( 

)(2>1 هاي نامساوي 2  v   و 
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نتيجه شوند. با استفاده از )(v) نتيجه ۲۸، از (

f)( شود که مي   تعريف شده با 

2
2

1( ) := [ 1 2
2

2(1 2 4 )(1 4 ) (2 (1 ) ) ]
1

f

r

 

   


 

    


 
 يک کران بالا براي بنابراين،  است. 

1<2)( 2  v ) برقرار هستند ۲۹و نامساوي (
  هرگاه

1<)(22  f )(i                                ( )i  
 

2

( ) 1 1 ( )
1 1

1(1 )
1

f r r

r

  
 




 
 

 

  


             )(ii  

 

1)440(3فرض کنيد 
1=





. در اين صورت 

 برقرارهستند هرگاهii)( وi)(هاي گزاره

.
 )42(1)41000(1

1=
24 r




  )۳۰(  

 
به اين معني است که نقطه i)(گزاره، ۴,۴بنا به لم 

),(  sx شدني اکيد است، در حالي که گزاره)(ii  
دهد کهنتيجه مي  )(v بدين ترتيب، خاصيت .

 )(v  شود و الگوريتم در همه تکرارها حفظ مي
 .خوش تعريف است

 
  تکرارها کران .۴.۴

هاي پيشين ديديم، اگر در شروع   همانطور که در بخش

1)440(3 يک تکرار، با
1=





 و  تعريف شده  

)، داشته باشيم۳۰در ( )(v پس از گام ،NT –
 نقطه تکرار جديد شدني اکيد است و در رابطه کامل
  )(v کند. اين بدان معني است که  دق ميص

زير   اصلي را در قضيه  الگوريتم همگرا است. حال، نتيجه
  کنيم.  بيان مي

  
P)( فرض کنيد .۱۳,۴قضيه  هايشدني است و ثابت 

0>, dp  اي  چنان هستند که به ازاي جواب بهينه
),(مانند ** sx از)(Pداريم ، px |||| *  و 

ds ||||   . در اين صورت، پس از حداکثر*
4 2

0 0 0

1000(1 4 ) (1 2 4 )
max{ , ,|| || }

log q F

r
x s r

 



  

 


 

  
به دست  P)( جواب براي - تکرار، الگوريتم يک

   .آوردمي
  

 فرض کنيد برهان. 
(푥 , 푠 ) = (푥 , 푠 ) 

  
µدر اين صورت از به هنگام سازي = (1 − 휃)휇  

x〉و  , s 〉 = 푛휇 :داريم  
〈x , s 〉 = 푛휇 = (1 − 휃)푛휇  
= (1 − 휃) 푛휇 = (1 − 휃) 〈x , s 〉 

  
푟بعلاوه فرض کنيد  = 푟 (푥 , 푠 مانده در  (

)(푥 , 푠 ) ۵) و (۴را نشان دهد. با استفاده از معادلات (
  خواهيم داشت:

푟 = (1 − 휃)푟 = (1 − 휃) 푟 .  
  

푥〉بنابر اين،  , 푠 〉 ≤ 휀  و. r ≤ ε  اگر
  داشته باشيم:

(1 − 휃) 〈x , s 〉 ≤ 휀   
  و

(1 − 휃) r ≤ ε )۳۱(                             
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  اگر نامساوي زير بر قرار باشد
(1 − 휃) 푚푎푥 〈x , s 〉, r 	 ≤ 휀, 

  
) صادق است. با لگاريتم گرفتن از ۳۱آن گاه نامساوي (

  طرفين نامساوي بالا خواهيم داشت:
푘 log(1 − 휃) +                                    )۳۲(  
log푚푎푥 〈x , s 〉, r 	 ≤ log 휀. 

  
log(1حال با توجه به نامساوي  + γ) ≤ γ, γ > −1 ،

  ) صادق است اگر داشته باشيم:۳۲نامساوي (
−푘휃 ≤ 
log 휀 − log푚푎푥 〈x , s 〉, 푟 	 , 

  
 دهد کهو اين نتيجه مي

푘 ≥


}||||,,{max
log1 000

Fqrsx 
 

  
) در رابطه بالا نتيجه ۳۰تعريف شده در ( با جايگزيني 

 شود.حاصل مي
 

در هر تکرار الگوريتم يک دستگاه معادلات : ۱تبصره 
شود و مجهول حل مي m+nمعادله با  m+nخطي 
푂(푛. پس هر تکرار m<nبعلاوه  عمليات حسابي  (

نقطه دروني يک چنين هاي نياز دارد. تمام الگوريتم
کنند و بنابر اين تعداد عمليات حسابي دستگاه را حل مي

푂(푛)ها ثابت در اين الگوريتم بعلاوه در  ماند.مي ((
푥〉هر تکرار شکاف دوگاني , 푠 〉 =ε  را به دقت مورد

دهند. چون اين کاهش وابسته به کاهش مي εنظر 
تواند هر الگوريتم مياست، پس در  휃پارامتر مانع 

متفاوت باشد. کران تعداد تکرارهاي لازم براي اين 
هاي نامند. بنابراين الگوريتمکاهش را کران تکرارها مي

نقطه دروني فقط نياز به محاسبه کران تکرارها را دارند. 
بدست  ۱ک کران تکرار را براي الگوريتم ي ۱۳,۴قضيه 

  دهد.مي
  
 

 گيري نتيجه. ۵
  براي مسايل حاصل کامل  NT-گامبا  IIPM يک

*)( ضرب دکارتي P -SCHLCP اساس خاصيت بر
تحدب نمايي ارايه داديم و نتايج پيچيدگي مربوط را به 

يک گام کامل  دست آورديم. الگوريتم منظور شده تنها از
براي  شدني استفاده کرده و به ازاي مقادير انتخاب شده

  و  خوش تعريف است. به علاوه، نشان داديم که
جواب بهينه براي مسايل -الگوريتم به يک

*)( ضرب دکارتي حاصل P -SCHLCP با پيچيدگي
 .شوداي منجر مي چندجمله-زماني
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