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  چکيده
 ܯ مدول از غيراساسي نابديهي هاي زيرمدول یمهرئوس شامل ه  با مجموعه ܯاز مدول  (ܯ)Ωدر اين مقاله، گراف 

ܰکه مجاورند درصورتي ܯاز  ܭو  ܰمعرفي شده است. دو زيرمدول متمايز  ܰغيراساسي باشد يا  ܭ+ ܭ+ = . ܯ
به  (ܯ)Ωبررسي شده است. در ادامه تعميم  ܯو خواص جبري از  (ܯ)Ω از گراف یهسپس اثر متقابل بين خواص نظري

معرفي شده است، که  ܯاز مدول  (ܯ)Λبيان شده و به طور دوگان، گراف  ܯاز  ܶ یهبراي زيرمدول سر (ܯ)Ω்گراف 
 (ܯ)Λاز گراف  ܭو  ܰاست. دو راس متمايز  ܯغيرناچيز از مدول   ديهيناب هاي زيرمدول ههم رئوس یهگراف با مجموع

ܰمجاورند اگر و فقط اگر  ܰکه باشد يا اين ܯزيرمدول غيرناچيز  ܭ∩ ܭ∩ =∘ .  
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  مقدمه - ۱
 و هماني عضو با جايي جابه ها حلقه یهدر اين مقاله هم

 تمام یهمجموع. هستند يکاني ها مدول یههم
و  (ܯ)ܮرا با نماد  ܯمدول  – ܴ هاي زيرمدول
 (ܯ)݊݅ܯرا با  ܯ کمين هاي زيرمدول تمام همجموع

ناميم، هرگاه  مي صادقرا  ܯمدول –ܴدهيم.  نشان مي
(ܯ)ோ݊݊ܣ زيرمدول  ܯاز  ܰ. يک زيرمدول ∘=

 ܯاز  ܮشود، هرگاه براي هر زيرمدول  ناميده مي ناچيز
ܰاز تساوي  + ܮ = ܮ، نتيجه شود که ܯ = و با  ܯ

ܰنماد  ≪  ܫآل  طور مشابه، ايدهبهدهيم. نشان مي ܯ
آل ناچيز است، هرگاه به عنوان يک  ايده يکܴ از 

 هاي زيرمدول هم یهناچيز باشد. مجموع ܴزيرمدول از 
دهيم. واضح  نشان مي (ܯ)࣭را با  ܯ مدول از ناچيز

∋∘است که  ܯو  (ܯ)࣭ ∉ . زيرمدول (ܯ)࣭
شود، هرگاه براي  ناميده مي اساسي ܯاز  ܰغيرصفر 

ܰداشته باشيم،  ܯاز  ܮهر زيرمدول غيرصفر  ∩ ܮ ≠∘ 
ܰو با نماد  ≤  ههم همجموعدهيم. نشان مي ܯ

نشان  (ܯ)ℰرا با  ܯ مدول از اساسي هاي زيرمدول
∌∘دهيم. واضح است که  مي ℰ(ܯ)  ܯو ∈ ℰ(ܯ) .

ناميم، هرگاه هر زيرمدول  مي يکنواخترا  ܯمدول 
 را ببينيد. به ]۱۴[، ]۴[غيرصفر آن اساسي باشد، مراجع 

جمعي -ناپذير تحويلرا  ܯطور دوگان، مدول 
صورت جمع دو  را به ܯناميم، هرگاه نتوانيم  مي (خالي)

 آن ۀاش بنويسيم (هر زيرمدول سر زيرمدول غيرصفر سره
,ଵܰهايطور معادل، براي زيرمدولبه. باشد ناچيز ଶܰ  از
ଵܰتساوي  ܯ + ଶܰ = نتيجه بدهد که  ܯ

ଵܰ = ଶܰيا  ܯ =   ). ܯ
شود، هرگاه هر  ناميده مي مدول - ࡿ يک  ܯمدول

باشد.  ܯزيرمدول آن اساسي در يک جمعوندمستقيم از 
روي  ܿܿܣشرط  ܯ) مدول ۸. ۱، قضيه ]۲۲[بنابر (

اگر  کند اگر و تنها  هاي غيراساسي را برآورده مي زيرمدول
اگر  نوتري باشد اگر و تنها  ܯهر زيرمدول غيراساسي از 

متناهي مولد باشد. جمع  ܯهر زيرمدول غيراساسي از 
 (ܯ)ܿܵرا با  ܯمدول - ܴهاي کمين زيرمدول ۀهم

  دهيم. به عبارت ديگر،نشان مي
(ܯ)ܿܵ = ∑ ∈ெ(ெ)ܮ = ⋂ ா∈ℰ(ெ)ܧ , 

است که مشمول در هر زيرمدول  ܯترين زيرمدول  بزرگ
آرتيني باشد، آنگاه  ܯاست. اگر  ܯاساسي از 

(ܯ)ܿܵ ≤ است اگر و  ساده نيم ܯ. مدول ܯ
(ܯ)ܿܵاگر  تنها  = )، ۱۰. ۹، نتيجه ]۴[. بنابر (ܯ

(ܯ)ܿܵ ≤ اگر و تنها اگر هر زيرمدول غيرصفر  ܯ
  باشد. ܯشامل يک زيرمدول کمين از  ܯاز 
 ܯاز يک مدول  راديکال جاکبسونطور دوگان، به

  ستزيرمدول زير ا
(ܯ)ܴ݀ܽ = Σ∈࣭(ெ)ܮ =∩ࣾ∈ெ௫(ெ) ࣾ. 

  
  نوتري باشد، آنگاه ܯکه درصورتي

(ܯ)ܴ݀ܽ ∈   .(ܯ)࣭
  ساده باشد، آنگاه نيم ܯ اگر ،)۱۶. ۹ ه، گزار]۴[بنابر ( 

(ܯ)ܴ݀ܽ =∘. 
  

مدول را با -ܴبه عنوان يک  ܴ هراديکال جاکبسون حلق
  دهيم.  نشان مي (ܴ)ܬ
 هشود، هرگاه مجموع ناميده مي رديفي يک ܯمدول 
 شمول نگاشت توسط خطي مرتب  هيک مجموع (ܯ)ܮ

، ܯاز  ଶܰو  ଵܰ زيرمدول دو هر براي يعني، باشد،
ଵܰ ⊆ ଶܰ  ياଶܰ ⊆ ଵܰܯمدول–ܴچنين  . هم 

مستقيم از  که يک جمع شود، درصورتيناميده مي  رديفي
ܯرديفي باشد، يعني  هاي يک مدول = ⨁∈ܯ 	,. 

݅به طوري که براي هر  ∈ رديفي  مدول يک ܯ، ܣ
براي  ℤ/݊ℤقسمتي  ي خارج مثال، حلقه است. به عنوان

تواني ݊  اگر و است رديفي هيک حلق ݊هر عدد صحيح 
رديفي است. جهت  يک ℤ/݊ℤاز عددي اول باشد، آنگاه 

، ۴، ۲[توان به اي ميپايه مطالب مورد در بيشتر همطالع
مراجعه نمود.] ۱۶، ۱۵، ۱۴، ۱۳، ۱۱، ۱۰

,(ܩ)ܸ)به عنوان يک زوج  ܩيک گراف   ((ܩ)ܧ
و  ܩ رئوس همجموع (ܩ)ܸتعريف شده است که در آن 

باشد. براي دو راس  مي ܩ هاي يال از همجموع (ܩ)ܧ
ها مجاور  که آن درصورتي ܩگراف  درܾ و  ܽمجزاي 

ܽنويسيم  يکديگر باشند مي − ܾ .  
و  گراف پوچ را باشد تهي آن رئوس هگرافي که مجموع

گراف هاي آن تهي باشد را يال هگرافي که مجموع
  ناميم.ميتهي 
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نشان  (ܽ)݃݁݀توسط  ܩاز يک گراف  ܽ راس هدرج
  است. ܽهاي مجاور به  شود و برابر تعداد يال داده مي

|(ܩ)ܸ|اگر   ≥  ܾبه  ܽاز  مسيرگاه يک  باشد، آن 2
صورت زير است به مجاور رئوس از هيک دنبال

ܽ − ଵݒ − ଶݒ −⋯− ݒ − ܾ		. 
  

,ܽ)݀	توسط  ܾو  ܽ مجزاي راس دو بين یهفاصل ܾ) 
 ܽترين مسيري است که  شود و طول کوتاه نشان داده مي

 ܾو  ܽکند. اگر مسيري بين  را به هم وصل مي ܾو 
,ܽ)݀دهيم  وجود نداشته باشد، قرار مي ܾ) =  قطر. ∞

  برابر است با ܩيک گراف 
(ܩ)݉ܽ݅݀ = ,ܽ)݀}ݑݏ ܾ)|ܽ, ܾ ∈  .{(ܩ)ܸ

  
چنين دهيم و هم نشان مي ܩ̅را با  ܩ متمم گراف

(ܩ)ܸ = مجاورند  ܩ̅در گراف  ܾو  ܽ. دو راس (ܩ̅)ܸ
و  ܩمجاور نباشند. دو گراف  ܩاگر و تنها اگر در گراف 

  يک  به يکريخت هستند، هرگاه يک تناظر يک ܪ
(ܩ)ܸ:݂ ⟶  (ܪ)ܸ

  
از  ݕو  ݔموجود باشد به طوري که براي هر زوج 

ݔ، ܩهاي  راس − ݕ ∈   اگر  اگر و تنها  (ܩ)ܧ
(ݔ)݂ − (ݕ)݂ ∈  .(ܪ)ܧ

  
راسي است که مجاور به  ܩاز گراف  راس عاميک 

شامل  ܩباشد. اگر يک گراف  مي ܩ هاي راس ديگر ههم
يک راس عام باشد و داراي هيچ يال اضافه نباشد آن را 

 ناميم. مي گراف ستاره
ناميم، هرگاه بين هر دو راس از  مي گراف همبندرا  ܩ
را  ܩصورت  يک مسير موجود باشد. در غير اين ܩ

  ناميم.  مي ناهمبند
است و با  ܩترين دور در  طول کوتاه ܩ کمر گراف

داراي هيچ  ܩشود. اگر گراف  نشان داده مي (ܩ)݃
(ܩ)݃کنيم  گاه تعريف مي دوري نباشد، آن = ∞.  

  
   هاي غيراساسي گراف جمع زيرمدول - ۲

 ههم هباشد. مجموع ܯزيرمدول  ܵفرض کنيد 
ܰکه طوريبه ܯاز  ܰ هاي زيرمدول ∩ ܵ را در  ∘=
  گيريم. اين مجموعه بنابر لم زورن داراي يک  نظر مي

  

 ܵاز  متممرا يک  ܭصورت  است. دراين ܭعضو بيشين 
زيرمدول بيشين از  ܭعبارت ديگر، ناميم. به مي ܯدر 
  است زير هدر گردايܯ	

{ܵ ≤ ܰ|ܯ ∩ ܵ =∘}. 
  

است و براي  ܯزيرمدول اساسي  ܵ⨁ܭواضح است که 
ܮهر زيرمدول  ⊋ ܮ، ܭ ∩ ܵ يک  ܯچنين . هم∘≠

مدول است اگر و تنها اگر هر زيرمدول متمم آن، – ܵܥ
  باشد.  ܯجمعوندمستقيم 

  
غيراساسي از مدول   هاي گراف جمع زيرمدول .۱تعريف 

 اين رئوس هدهيم. مجموع نشان مي (ܯ)Ωرا با نماد  ܯ
 از غيراساسي نابديهي هاي زيرمدول تمام همجموع گراف
ℰاست که براي راحتي آن را با  ܯ

∗
نشان  (ܯ)

  دهيم. بنابراين مي
ܸ(Ω(ܯ)) = ℰ

∗
 .(ܯ)

  
مجاورند  (ܯ)Ωگراف  ازܭ و  ܰدو زيرمدول متمايز 

ܰکه  درصورتي ܭ+ ∈ ℰ
∗
ܰيا  (ܯ) ܭ+ =   .  ܯ

  
شامل گراف  (ܯ)Ωالف) توجه کنيد که گراف  .۲نکته

به عنوان يک زيرگراف است که توسط انصاري  (ܯ)′ܩ
) ۱. ۲، تعريف ]۸[طرقي و محبوبي آبکنار در مرجع (

 معرفي شده است. 
، آنگاه گراف باشدܦܫܲ اصلي آل ايده هيک دامن ܴب) اگر 
Ω(ܴ)  در  (ܴ)ܩشامل يک زيرگراف يکريخت با گراف
 ازܾܴ و  ܴܽآل متمايز  باشد، زيرا دو ايده مي ]۲۱[مرجع 
ℰ رئوس همجموع

∗
 مجاورند، درصورتي (ܴ)Ωدر  (ܴ)

ܴܽکه  + ܴܾ = ܴ. 
باشد،  ܯهاي يک خانواده از زيرمدول ܺکه  صورتي پ) در

ܺ رئوس هبا مجموع (ܯ)Ωزيرگراف  ∩ ℰ
∗
را با  (ܯ)

  دهيم. نشان مي (ܯ)Ωنماد 
کنيم که  را معرفي مي (ܯ)Λطور دوگان، گراف اينک به

به عنوان يک زيرگراف است که  (ܯ)ܩشامل گراف 
فر و محبوبي آبکنار در  توسط انصاري طرقي، فرشادي

  معرفي شده است. ]۷[مرجع 
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گرافي  ܯوابسته به مدول  (ܯ)Λ گراف. ۳تعريف 
 غيرناچيز  نابديهي هاي زيرمدول هاست که رئوس آن هم

࣭است که براي راحتي با نماد  ܯ مدول از
∗
نشان  (ܯ)

ܸدهيم، يعني مي ቀΛ(ܯ)ቁ = ࣭
∗
. به عبارت (ܯ)

  ديگر،
ܸ ቀΛ(ܯ)ቁ = ൛∘≠ ܰ < ܰ|ܯ ∉  .ൟ	(ܯ)࣭

  
دو راس متمايز در اين گراف مجاورند اگر و تنها اگر 

و يا زيرمدول صفر  ܯها زيرمدول غيرناچيز  اشتراک آن
در گراف  ܭ,ܰباشد. به عبارت ديگر، دو راس متمايز  ܯ

Λ(ܯ) مجاورند، هرگاه   
ܰ ܭ∩ =∘ ܰ		يا		 ∩ ܭ ∉  .(ܯ)࣭

 
دهند  هايي ارائه خواهد شد که نشان مي در ادامه مثال

معرفي شده در اين مقاله  (ܯ)Ωو  (ܯ)Λهاي  گراف
معرفي شده در مراجع  (ܯ)′ܩو  (ܯ)ܩهاي  با گراف

  متفاوت هستند. ]۸[و  ]۷[
مدول -ܴتوان به عنوان يک  را مي ܴ ههر حلق .۴نکته 

گراف جمع  (ܴ)Ωرو  روي خودش در نظر گرفت از اين
 (ܴ)Ωاست. گراف متمم از  ܴهاي غيراساسي از  آل ايده

 آن رئوس هدهيم که مجموع نشان مي (ܴ)Ωഥرا با 
ܸ(Ω(ܴ)) در  ܬو  ܫآل  است و دو ايدهΩഥ(ܴ)  مجاور

ܫهستند، هرگاه  + ܬ ∈ ℰ(ܴ) چنين و نيز هم
ܫ + ܬ ≠ ܴ.  

 ۸. ۱و  ۴. ۱، قضاياي ]۲۲[اسميت و ودادي در مرجع 
 ܥܥܣو  ܥܥܦهايي که شرط  بندي از مدول يک رده

کنند را ارائه  هاي غيراساسي را برآورده مي روي زيرمدول
هاي  هاي يکنواخت و مدول که مدول اند. واضح است کرده

) روي ܥܥܣ(به ترتيب  ܥܥܦآرتيني (نوتري) شرط 
  کنند. هاي غيراساسي را برآورده مي زيرمدول

  
را در نظر  ܯمدول -ܴاحکام زير براي يک . ۵قضيه 

  گيريم.مي
هاي غيراساسي را  روي زيرمدول ܥܥܣشرط  ܯالف) 

  کند. برآورده مي
ܰب) هر زيرمدول  ∈ ℰ

∗
  نوتري است. (ܯ)

  متناهي مولد است. ܯپ) هر زيرمدول غيراساسي از 

ଵܰت) براي هر زنجير افزايشي  ⊆ ଶܰ ⊆ از  ⋯
 (ܯ)Ω، گراف ܯهاي نابديهي غيراساسي  زيرمدول

صورت (الف اين شامل يک زيرگراف کامل است. در 
  ت). ⇐پ) و (الف  ⇔ب⇔

رديفي باشد و  مدولي يک ܯدر حالت خاص، اگر 
|ℰ
∗
|(ܯ) =   است. ௦ܭگراف کامل  (ܯ)Ω، آنگاه ݏ

)، احکام (الف)، (ب) و  ۸. ۱ ه، قضي]۲۲[بنابر ( ثبات. ا
ت).  ⇐دهيم (الف (پ) معادل هستند. اکنون نشان مي

ଵܰفرض کنيد که  ⊆ ଶܰ ⊆ يک زنجير افزايشي از  ⋯
صورت  باشد، در اين ܯهاي نابديهي غيراساسي  زيرمدول

  که موجود است به طوري ݏعدد صحيح مثبتي مانند 
௦ܰ = ௦ܰାଵ = ⋯. 

  
ܵ هاکنون زيرمجموع = { ଵܰ, … , ௦ܰ} هاز مجموع 

ܸ(Ω(ܯ)) گيريم. از آنجا که براي هر  را در نظر مي
1 ≤ ݅ ≠ ݆ ≤ ܰ، ݏ + ܰ = ௧ܰ  که در آن
t = max{݅, است از  ܯزيرمدولي غيراساسي از  {݆

1رو براي هر  اين ≤ ݅ ≠ ݆ ≤ ܰ، ݏ − ܰ  يالي در
Ωௌ(ܯ) کند که  باشد. اين ايجاب مي ميΩௌ(ܯ) =

مدولي  ܯاست. اگر  (ܯ)Ωزيرگرافي کامل از  ௦ܭ
ℰ|رديفي باشد و  يک

∗
|(ܯ) = ، آنگاه براي هر ݏ

1 ≤ ݅ ≠ ݆ ≤ ܰ، ݏ + ܰ = ܰ  يا اين که
ܰ + ܰ = ܰ هاي غيراساسي در  که هر دو زيرمدول

ܰهستند. بنابراين  ܯ − ܰ  يالي درΩௌ(ܯ) 
   باشد. مي

درست نيست زيرا هر  الف) لزوماً⇐توجه کنيد که (ت
هاي نابديهي غيراساسي يک زنجير افزايشي از زيرمدول

کند در حالي که ممکن است اين زيرگراف کامل القا مي
   زنجير ايستا نباشد.

  
 ܭو  ܰمدول و  -ܴيک  ܯفرض کنيد  .۶نکته 

 ܭکه  طوري باشند، به ܯهاي غيرصفر  زيرمدول
ܰاست و  ܯغيراساسي در  ⊆ صورت واضح  . دراينܭ

باشد. بعلاوه،  مي ܯزيرمدولي غيراساسي از  ܰاست که 
(ܰ)݃݁݀ در اين حالت، ≤  .(ܭ)	݃݁݀
 ܯهاي نابديهي غيراساسي  زيرمدول ܭو  ܰبعلاوه، اگر 

وجود داشته  (ܯ)Ωدر  ܭبه  ܰباشند و يک مسير از 
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 هاي زيرمدول هست که براي همباشد، آنگاه واضح ا
ଵܰ غيرصفر ≤ ଵܭو نيز  ܰ ≤ چنين يک مسير  هم ܭ

  وجود دارد. (ܯ)Ωدر  ଵܭبه  ଵܰاز 
  

ࣾفرض کنيد . ۷قضيه  ∈ آل  يک ايده (ܴ)ݔܽܯ
يک راس عام در  ࣾصورت باشد، دراين ܴغيراساسي 
Ω(ܴ) باشد. مي  

ℰآل دلخواهي از ايده ܫ کنيد فرضبات. اث
∗
 باشد. (ܴ)

  گيريم.دو حالت زير را در نظر مي
ܫفرض کنيد . ۱حالت  ⊆  ܫ، ۶باشد. بنابر نکته  ࣾ

  است. از آنجا که ܴآل غيراساسي  ايده
ܫ  +ࣾ = ࣾ ∈ ℰ

∗
(ܴ),  

  
ܫپس    است. (ܴ)Ωيک يال در  ࣾ−

ܫفرض کنيد . ۲حالت  ⊈ ܫو  ࣾ ∈ ℰ
∗
(ܴ) ،

ܫصورت  دراين +ࣾ = ، ۱و لذا بنابر تعريف  ܴ
ܫ يک  ࣾاست. بنابراين  (ܴ)Ωيک يال در  ࣾ−

  است.  (ܴ)Ωراس عام در 
 باشد، موضعي هيک حلق (ࣾ,ܴ)توجه کنيد که اگر 

ܫ، ܴاز  ܫ غيرصفر آل ايده هر براي آنگاه ⊆   و لذا ࣾ
ܫ ∩ࣾ = ܫ ≠∘.  

  
ࣾبنابراين  ∈ ℰ(ܴ) يک راس از  ࣾصورت  در اين

گراف پوچ  (ܴ)Ωباشد و در اين حالت نمي (ܴ)Ωگراف 
  است. 

  
ܴفرض کنيد . ۸نتيجه  = ℤ.احکام زير برقرارند .  

طوري ، بهباشندܴ هايي از  آل ايده (ܾ)و  (ܽ)الف) اگر 
(ܽ)و  ܾ|ܽکه  ∈ ℰ

∗
(ܾ)، آنگاه (ܴ) ∈ ℰ

∗
(ܴ) .

(ܽ)چنين  هم − است.  Ω(ℤ)يک يال در (ܾ)
,ܽ)بعلاوه، اگر  ܾ) = (ܽ)، آنگاه 1 − يالي در  (ܾ)
Ω(ℤ) .است  

…|ଶܽ|۱ܽب) فرض کنيد  |ܽ௦|݊  يک زنجير بيشين از
آل  ايده (ଵܽ)و  ݊هاي عدد طبيعي  عليه مقسوم

شامل  Ω(ℤ)صورت  باشد. دراين ܴغيراساسي 
  است. ௦ܭزيرگراف کامل 

(ܾ)پس  ܾ|ܽالف) از آنجا که اثبات.  ⊆ . اينک (ܽ)
(ܽ) ∈ ℰ

∗
(ܾ)، ۶بنابر نکته  (ܴ) ∈ ℰ

∗
و لذا  (ܴ)

(ܽ) + (ܾ) = است.  ܴآلي غيراساسي از  ايده (ܽ)
(ܽ)دهد که  اين نتيجه مي −  Ω(ℤ)يالي در  (ܾ)

,ܽ)است. بعلاوه، اگر  ܾ) =    ، آنگاه1
(ܽ) + (ܾ) = ܴ,  

  
  است. Ω(ℤ)در  (ܾ)مجاور به  (ܽ)رو  و از اين

هاي  آل بنابر (الف) يک زنجير با طول بيشين از ايدهب) 
  بديهي غيراساسي به صورت زير داريم نا

(ܽ௦) ⊆ (ܽ௦ିଵ) ⊆ ⋯ ⊆ (ܽଵ). 
  

1واضح است که براي هر  ≤ ݅ ≠ ݆ ≤  (ܽ)، ݏ
൫مجاور به  ܽ൯  درΩ(ℤ) دهد که  است. اين نتيجه مي
Ω(ℤ)  ܭشامل زيرگراف کامل௦ باشد. مي  

ناميده  ضربي ܯمدول-ܴکنيم که يک  يادآوري مي
آلي مانند  ، ايدهܯاز ܰشود، هرگاه براي هر زيرمدول  مي
ܰکه  طوري موجود باشد به ܴاز  ܫ = ، ۳[، مراجع ܯܫ
  را ببينيد. ]۱۲، ۹، ۵
  

   سادهنيم- همرا  ܯمدول -ܴ الف). ۹تعريف 
اشتراکي از  ܯ هکه هر زيرمدول سرناميم درصورتيمي

ساده يک باشد. هر مدول نيم ܯهاي بيشين زيرمدول
  .)۱۲۲ - ۱۲۳، صفحات ] ۴[ساده است (نيم- مدول هم

ناميم، هرگاه هر  مي اي هسته همرا  ܯمدول - ܴب) 
 ܯمشمول در يک زيرمدول بيشين  ܯزيرمدول سره از 

 (ܯ)ܴ݀ܽ) ۱۸. ۹ ه، گزار]۴[باشد. در اين حالت، بنابر (
  است. ܯترين زيرمدول يکتاي ناچيز از بزرگ

  
  ساده، متناهي مولد و  نيم-هاي هم مدول .۱۰مثال 

.  

  باشند.  اي مي هسته هم هاي هاي ضربي مدول مدول
  

موضعي باشد.  يک مدول شبه ܯفرض کنيد . ۱۱مثال 
يک زيرگراف کامل از  (ܯ)Ωெ௫(ெ)صورت  در اين
Ω(ܯ)  .است  

 بعد متناهيداراي  ܯکنيم که يک مدول  يادآوري مي
  مستقيم نامتناهي  ) است، هرگاه هيچ جمعرتبه متناهي(
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  موجود نباشد.  ܯهاي غيرصفر در  از زيرمدول
  

ساده باشد، آنگاه  مدول نيم - ܴيک  ܯاگر . ۱۲قضيه 
Ω(ܯ) .گراف کامل است  
از  ܰهر زيرمدول دلخواه غيربديهي  از آنجا کهاثبات. 

جمعوندمستقيم  ܰرو  يک زيرمدول متمم است از اين ܯ
باشد و  مي ܯزيرمدول غيراساسي  ܰاست. بنابراين  ܯ

خودش است. براي هر دو  ܯلذا تنها زيرمدول اساسي 
,۱ܰزيرمدول متمايز  ଶܰ هاي  راس هاز مجموع

ܸ(Ω(ܯ)) ،ܰ۱ + ଶܰ  است  ܯزيرمدول غيراساسي
ଵܰيا  + ଶܰ = ۱ܰدهد که  . اين نتيجه ميܯ − ଶܰ 

است. بعلاوه، از آنجا که  (ܯ)Ωيالي در 
(ܯ)݇݊ܽݎ = مستقيم  يک جمع ܯاگر  اگر و تنها  ݊

 (ܯ)Ωهاي ساده باشد. در اين حالت،  زيرمدول ݊از 
(ܯ)݇݊ܽݎاست. اگر  ,ܭگراف کامل  = ، آنگاه ∞

Ω(ܯ)  ܭگراف کاملஶ  .است  
  

آزاد باشد،  -عدد طبيعي مربع ݊الف) اگر . ۱۳مثال 
گراف  Ω(ℤ) لذا و است ساده نيم یقهحل ℤآنگاه 

  ).۱کامل است (شکل 
݊نيد فرض ک = به  ݊ طبيعي عدد هتجزي ௦…ଶଵ

گراف  Ω(ℤ)صورت  اعداد اول متمايز باشد. در اين
ݏاست. اگر  ௦ܭکامل  ≥ ൫Ω(ℤ)൯݃، آنگاه 3 = 3 .

ݏکافي است براي حالت  =  از آنجا حکم ثابت شود. 2
(ଵ)که ∩ (ଶ) = هاي  آل تنها ايده پس ,(∘)

باشند. از  مي (ଶ)و  (ଵ)، ℤغيراساسي  نابديهي
(ଵ)که  اين + (ଶ) = ℤ شود که  نتيجه مي(ଵ) 

). به طريق ۱است (شکل  Ω(ℤ)در  (ଶ)مجاور به 
1مشابه براي هر  ≤ ݅ ≠ ݆ ≤   ,ݏ
() − ൫൯  يالي درΩ(ℤ) باشد. بوضوح، اگر  مي

ݏ ≥ است،  ۳داراي يک دور به طول  Ω(ℤ)، آنگاه 3
൫Ω(ℤ)൯݃رو  از اين = 3.  

عددي طبيعي باشد.  ݇يک عدد اول و  ب) فرض کنيد 
  يک زنجير افزايشي اکيد  ℤೖهاي غيرصفر  آل ايده

  

  صورت زير دارد:  به
൫ିଵ൯ ⊂ ⋯ ⊂ (ଶ) ⊂ () ⊂ (1). 

  

  آل در زنجير بالا شامل  اشتراک هر دو ايده
൫ିଵ൯ ≠ (∘)   

  
 Ω(ℤೖ) لذا و است يکنواخت هحلق ℤೖرو  است. از اين

  باشد.گراف پوچ مي
  

ناميده  ضربي هم ܯمدول - ܴ الف). ۱۴تعريف 
آلي مانند  ايده ܯاز  ܰشود، هرگاه براي هر زيرمدول  مي
ܰکه  طوري موجود باشد به ܴاز  ܫ = (∘:ெ ، مراجع (ܫ
  را ببينيد. ]۶، ۵، ۱[

ضربي ممکن  در تعريف مدول هم ܫآل  ايده توجه کنيد که
مدول - ℤطور مثال، براي  است منحصربفرد نباشد. به

ܯ = ℤଶಮ داريم൫∘:ெ 2ℤ൯ = ൫∘:ெ 6ℤ൯.  
است، هرگاه براي  (∗)داراي خاصيت  ܯمدول – ܴب) 

  داشته باشيم: ܴاز  ܬو  ܫآل  هر دو ايده
(ܫ)ெ݊݊ܣ + (ܬ)ெ݊݊ܣ = ܫ)ெ݊݊ܣ ∩  (ܬ
 

شود، هرگاه  ناميده مي ضربي قوي هم ܯمدول-ܴپ) 
 ܴاز  ܫآل يکتايي مانند  ايده ܯاز  ܰزيرمدول  براي هر

ܰکه  طوري موجود باشد به = (∘:ெ   .(ܫ
  

ضربي  مدول هم-ܴيک  ܯفرض کنيد . ۱۵نتيجه 
(ܴ)ܬ	اگر  قوي باشد. گراف کامل  (ܯ)Ω آنگاه، ∘=

  است.
ضربي قوي است  يک مدول هم ܯ از آنجا کهاثبات. 

ܰ) ۵. ۲، قضيه ]۲۲[بنابر ( ≤ اگر  اگر و تنها  ܯ
ܫآلي ناچيز مانند  ايده ≪ که طوريوجود داشته باشد به ܴ

ܰ = (∘:ெ (ܴ)ܬکه . از اين(ܫ شود  ، نتيجه مي∘=
، ديهي اساسي ندارد. به عبارت ديگرزيرمدول غيرب ܯکه 
غيراساسي هستند، پس  ܯهاي غيربديهي  زيرمدول ههم
 (ܯ)Ω ،۱۲ هساده است. بنابراين طبق قضي نيم ܯ

  باشد.گراف کامل مي
  

ܯالف) مدول . ۱۶مثال  = ℤ  را به عنوان يکℤ-   
  

 ۲مطابق شکل  Ω(ℤ)گيريم. گراف  مدول در نظر مي
  (الف) است.
ܯب) مدول  = ℤଵଶ  به عنوان يکℤ -  مدول را در  
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(ب)  ۲مطابق شکل  Ω(ℤ12)گيريم. گراف  نظر مي
  است.

ܯپ) مدول  = ℤଶସ  به عنوان يکℤ-  مدول را در
(پ)  ۲مطابق شکل  Ω(ℤଶସ)گيريم. گراف  نظر مي

  است.
ܯت) مدول  = ℤଷ  به عنوان يکℤ-  مدول را در

مطابق  Ωഥ(ℤଷ)و  Ω(ℤଷ)هاي  گيريم. گراف نظر مي
  هستند. ۳شکل 

دهيم که گراف  ، در زير توضيح مي۱۶با توجه به مثال 
Ω(ܯ)  که در اين مقاله تعريف شده است با گراف
معرفي شده توسط انصاري طرقي و ودادي در  (ܯ)′ܩ

  متفاوت است. ]۸[مرجع 
در حالت کلي ممکن  (ܯ)Ω، گراف ۳با توجه به شکل 

  است هيچ دوري نداشته باشد.
ܯ) مدول ۱۶. ۲، مثال ]۷[ث) ( = ℤ عنوان يک بهℤ-

 ܯگيريم. تنها زيرمدول ناچيز مدول را در نظر مي
 ܯهاي غيرصفر مدولزير ۀزيرمدول صفر است و هم

باشند. از آنجا که اشتراک هر دو زيرمدول غيرناچيز مي
چنين زيرمدولي غيرصفر است پس اين هم ܯغيرصفر 

ها مجاورند و لذا رو آناشتراک غيرناچيز است از اين
Λ(ܯ)  .گراف کامل است  

  

يک گراف  Ω(ℤଶସ)الف) توجه کنيد که  .۱۷نکته 
يک راس برشي  )۳(آل  چنين ايده همبند است. هم

 ]۸[ مرجع از ۱۱. ۲ هدهد که قضي باشد اين نشان مي مي
  برقرار نيست. Ω(ℤଶସ)در گراف 

(ℤଶସ)݊݅ܯب) از آنجا که  = {(8), و نيز  {(12)
رو  است از اين Ω(ℤଶସ)يک راس عام از ) ۳(آل  ايده

 Ω(ℤଶସ)در گراف  ]۸[از مرجع  ۱۳. ۲و  ۷. ۲قضاياي 
  برقرار نيستند.

يک گراف  Ω(ℤଷ)(ت)،  ۱۶پ) با توجه به مثال 
൫Ω(ℤଷ)൯݉ܽ݅݀همبند است و  = . اين نشان  3

برقرار   Ω(ℤ36)در ] ۸[ مرجع از ۹. ۲ هدهد که قضي مي
  نيست.

,ܫهاي  آل کنيم ايده يادآوري مي  اول هم ܴ هاز حلق ܬ
ܫشوند، هرگاه  ناميده مي + ܬ =  اول نيم ܴ ه. حلقܴ
و هر عدد  ܴاز  ܫآل  شود، هرگاه براي هر ايده ناميده مي

ܫ، ݊صحيح مثبت  ܫنتيجه بدهد که  ∘= =∘.  
  

,ܫ، اول نيم هيک حلق ܴفرض کنيد . ۱۸قضيه   ܬ
ܵو  ܴهاي  آل ايده = {∘≠ ܫ ∈ (ܫ)݊݊ܣ	|(ܴ)ܮ ≠∘}  

  باشند. احکام زير برقرارند.
  

  
  

  (ℤ)ષ       ، (ℤ)ષ    ، (ℤ)ષهاي  گراف       .۱شکل                         
  
  

  
  (الف)            (ب)                                 (پ)             .۲شکل                                         
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,ܫالف) اگر (ܫ)݊݊ܣباشند و  ܴاول  هاي هم آل ايده ܬ ≠∘ 
(ܬ)݊݊ܣو   (ܴ)Ωدر گراف  ܬمجاور به  ܫ، آنگاه ∘≠

  است.
(ܫ)݊݊ܣب) اگر  باشد، آنگاه  ܴآل اساسي  يک ايده ∘≠

  است. (ܴ)Ωௌيک راس عام در گراف  ܫ
اگر هر   اول است اگر و تنها  نيم ܴالف) از آنجا که ثبات. ا

آل غيراساسي  ايده ܫرو  آل اساسي، صادق باشد از اين ايده
(ܫ)݊݊ܣاگر  است اگر و تنها  . بنابه فرض هردوي ∘≠

 ܫ هستند. از طرف ديگر، ܴهاي غيراساسي  آل ايده ܬو  ܫ
ܫ است. + ܬ =  ܬمجاور به  ܫدهد که  . اين نتيجه ميܴ

است. بعلاوه، در اين حالت قرار  (ܴ)Ωدر گراف 
  دهيم:  مي

ܵ = {∘≠ ܫ ∈ (ܫ)݊݊ܣ	|(ܴ)ܮ ≠∘}. 
  

((ܴ)Ω)ܸ	واضح است که  =  (ܴ)Ω. بنابراين ܵ
 ܵ در آن رئوس هشامل زيرگراف کاملي است که مجموع

,ܫآل  است و دو ايده هاي  آل که ايده مجاورند درصورتي ܬ
  باشند.  ܴاول  هم

ܫب) فرض کنيد  ∈ (ܫ)݊݊ܣو  ܵ ≤ ، آنگاه براي ܴ
ܬهر  ∈   خواهيم داشت: ܵ

ܫ)݊݊ܣ + (ܬ = (ܫ)݊݊ܣ ∩ (ܬ)݊݊ܣ ≠∘. 
  

ܫبنابراين  + در  ܬو  ܫاست و لذا  ܴآل غيراساسي  ايده ܬ
دهد که گراف  مجاورند. اين نتيجه مي (ܴ)Ωگراف 
Ω(ܴ) هشامل يک زيرگراف ستار Ωௌ(ܴ) با راس عام.  

  
در  (ࡹ)و  (ࡾ)ષ هاي گراف بين هرابط - ۳

  ضربي هاي هم مدول
اکنون يک تعميم از مفهوم زيرمدول اساسي از مرجع 

کنيم و با استفاده از آن گراف  را يادآوري مي ]۱۹[
Ω்(ܯ)  که تعميم گرافΩ(ܯ) هبراي زيرمدول سر  

  
 

  کنيم. باشد را ارائه مي مي ܯاز  ܶ
  

ناميده  محض هم ܯاز  ܰالف) زيرمدول  .۱۹تعريف 
تساوي زير برقرار  ܴاز  ܫآل  شود، هرگاه براي هر ايده مي

   باشد
(ܰ:ெ (ܫ = ܰ + (∘:ெ  .(ܫ

  
   را ببينيد. ]۱۸، ۶[مراجع 

 هزيرمدول سر ܶمدول و  – ܴيک  ܯب) فرض کنيد 
ناميم،  مي اساسي – ࢀرا  ܯاز  ܭزيرمدول   باشد. ܯ

ܭهرگاه  ⊈  هرابط ܯاز  ܮو براي هر زيرمدول  ܶ
ܭ ∩ ܮ ⊆ ܮنتيجه بدهد که  ܶ ⊆ . در اين حالت، ܶ

ܭنويسيم  مي ⊴் ܶ. در حالت خاص، براي ܯ =∘ ،
است.  ܯاز مدول  ܭاين همان تعريف زيرمدول اساسي 

غيراساسي – ܶ  هاي جمع زيرمدولدر اين حالت، گراف 
 هموعدهيم که مج نشان مي (ܯ)Ω்با نماد  را ܯ

غيراساسي – ܶهاي نابديهي  زيرمدول ههم آن رئوس
که  مجاورند درصورتي ଶܭو  ଵܭباشد. دو راس مي

ଵܭ باشد و يا  ܯغيراساسي از – ܶزيرمدول  ଶܭ+
ଵܭکه اين ଶܭ+ =    . ܯ

  
݊براي هر عدد صحيح مثبت . ۲۰مثال  ≥ 2 ،ℤ به 

يک عدد  ݊ضربي است. اگر  مدول، هم - ℤعنوان يک 
يک  ℤآزاد باشد، آنگاه هر زيرمدول -طبيعي مربع
  را ببينيد. ]۲۰، ۶[محض است، مراجع  زيرمدول هم

  
ضربي و  مدول هم-ܴيک  ܯفرض کنيد . ۲۱قضيه 

ܶ	باشد و ܯ محض هم هزيرمدول سر ܶ ≤ ଵܭ , 
ଶܭ ≤ ଵܭ صورت اين . درܯ  (ܯ)Ω்يالي از  ଶܭ−

ܿܵاگر  است اگر و تنها  ቀெ
்
ቁ ⊈ ଵܭ) +   .ܶ/(ଶܭ

  
  ષഥ(ℤ)                                 ષ(ℤ)         .  ۳شکل                                      
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مدول  ܯ، از آنجا که )۲. ۱قضيه  ،]۲۳[بنابر ( ثبات.ا
است از  ܯ محض هم هيک زيرمدول سر ܶضربي و  هم
صفر است.  ضربي غير مدول هم- ܴ يک  ܶ/ܯرو  اين

 ܶ/ܯ، هر زيرمدول غيرصفر از ܽ) ۲. ۲ لم ،]۸[بنابر (
  است.  ܶ/ܯشامل يک زيرمدول کمين از 

(ܶ/ܯ)݊݅ܯدر حالت خاص،  ≠ ∅ .  
) براي هر ۲. ۳ لم ،]۱۹[و ( )ܽ، ۲. ۲ لم ،]۸[اينک بنابر (
݅ = ܭ، 1,2 ⋬்   اگر و تنها اگر ܯ

ܶ/ܭ  ≰   ܶ/ܯ
  

  اگر اگر و تنها 
(ܶ/ܯ)ܿܵ  ⊈  . ܶ/ܭ

  
ଵܭکند که  اين ايجاب مي يک يال از گراف  ଶܭ−

Ω்(ܯ) است اگر و تنها اگر  
ଵܭ  ଶܭ+ ⋬்   ܯ

  
  اگر اگر و تنها 

(ܶ/ܯ)ܿܵ  ⊈ ଵܭ)   ܶ/(ଶܭ+
  

ܰکه  طوري و حکم ثابت است. به =   .ܯܫ
:Φاکنون نگاشت  ܸ(Ω(ܴ)) ⟶ ܸ(Ω(ܯ))  با

(ܫ)Φ هضابط =  Φوضوح  گيريم. به را در نظر مي ܯܫ
مجاور در  ܬو  ܫيک است. فرض کنيد  به يک تناظر يک

  باشند. (ܴ)Ωگراف 
ܫاگر . ۱حالت  +  ܴآل نابديهي و غيراساسي  ايده ܬ

  باشد، آنگاه
Φ(ܫ + (ܬ = ܫ) + ܯ(ܬ = ܯܫ +  ܯܬ
= Φ൫ܫ) + Φ(ܬ൯   

  
است. بنابراين  ܯنيز زيرمدول نابديهي و غيراساسي 

Φ(ܫ)  وΦ(ܬ)  مجاور در گرافΩ(ܯ) .هستند  
ܫ اگر. ۲حالت  + ܬ =   ، آنگاه ܴ

Φ(ܫ + (ܬ = ܯܫ + ܯܬ = ܯܴ =  .ܯ
  

   (ܬ)Φو  (ܫ)Φدهد که در اين حالت نيز  اين نتيجه مي
  
  

  هستند.  (ܯ)Ωمجاور در گراف 
  

مدول صادق    –ܴيک  ܯفرض کنيد  .۲۴قضيه 
صورت  باشد. در اين (∗)ضربي قوي و داراي خاصيت  هم

Ω(ܴ) ≅ Λ(ܯ).  
  

:Ψنگاشت ثبات. ا ܸ൫Ω(ܴ)൯ ⟶ ܸ൫Λ(ܯ)൯, 
Ψ(I) هبا ضابط = (∘:ெ گيريم. فرض  را در نظر مي (ܫ

Ψ(I)کنيد  = Ψ(ܬ) صورت ، در اين   
(∘:ெ (ܫ = (∘:ெ  .(ܬ

  
رو نتيجه  ضربي قوي است از اين هم ܯاز آنجا که 

  شود که مي
ܫ = ൫∘:ோ (∘:ெ ൯(ܫ = ൫∘:ோ (∘:ெ ൯(ܬ = ܬ ∙  

  
  يک است.  به يک Ψبنابراين 

ضربي  مدول هم –ܴدر يک  ،)۴. ۲ ۀگزار، ]۲۳[بنابر (
اگر  ناچيز است اگر و تنها  ܯاز  ܰ، زيرمدول ܯ قوي
که  طوري موجود باشد به ܴاز  ܫآلي اساسي مانند  ايده

ܰ = (∘:ெ ܰدهد  . اين نتيجه مي(ܫ ∉ اگر و  (ܯ)࣭
ܫآل  تنها اگر وجود داشته باشد ايده ∈ ℰ∗(ܴ) 

ܰکه  طوري به = (∘:ெ پوشا است.  Ψبنابراين  .(ܫ
  باشند. (ܴ)Ωمجاور در گراف  ܬو  ܫاکنون فرض کنيد 

ܫاگر . ۱حالت  +  ܴآل نابديهي و غيراساسي  ايده ܬ
است  (∗)داراي خاصيت  ܯاز آنجا که باشد، آنگاه 

  بنابراين
Ψ(ܫ + (ܬ = (∘:ெ ܫ + (ܬ

= (∘:ெ (ܫ ∩ (∘:ெ (ܬ
= Ψ(ܫ) ∩Ψ(ܬ)	, 

  
مجاور به  (ܫ)Ψاست. بنابراين  ܯزيرمدولي غيرناچيز از 

Ψ(ܬ)  در گرافΛ(ܯ) .است  
ܫاگر . ۲حالت  + ܬ =   صورت  ، در اينܴ

Ψ(ܫ + (ܬ = (∘:ெ ܫ + (ܬ = (∘:ெ ܴ)
= (∘:ெ (ܫ ∩ (∘:ெ (ܬ
= Ψ(ܫ) ∩Ψ(ܬ) =∘	∙ 

  
  است.  (ܯ)Λدر گراف  (ܬ)Ψمجاور به  (ܫ)Ψبنابراين 
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  ۴شکل 

  
ܯمدول . ۲۵مثال  = ℤ۳۶ را به عنوان يک ℤ۳۶– 
 هتوان درستي قضي به سادگي مي گيريم. در نظر مي مدول

  .کرد بررسي را ۲۴
  توجه کنيد که

Ψ൫(4)൯ = ൫∘:ெ (4)൯ = (9). 
Ψ൫(9)൯ = ൫∘:ெ (9)൯ = (4). 
Ψ൫(18)൯ = ൫∘:ெ (18)൯ = (2). 
Ψ൫(12)൯ = ൫∘:ெ (12)൯ = (3) ∙ 

  
Ωቀℤ۳۶ቁبنابراين  ≅ ቀℤ۳۶ቁ.   

 از گراف هاثر متقابل بين خواص نظري، ]۸[در مرجع 
 ܯدر حالتي که مدول  ܯو خواص جبري از  (ܯ)′ܩ

مدول - ܴدانيم که مي ضربي باشد بررسي شده است.هم
  موضعي است اگر و تنها اگر ܯ

(ܯ)ܴ݀ܽ ∈   (ܯ)ݔܽܯ
  و 

(ܯ)ܴ݀ܽ ∈  .(ܯ)࣭
  

  پردازيم. سوال زير مي در ادامه به طرح دو
  

، مدولي مانند ܩبه ازاي هر گراف دلخواه آيا  .۲۶سوال 
(ܯ)Ωوجود دارد که  ܯ = (ܯ)(يا  ܩ = ) ܩ

  باشد؟  
݊با  ܩجواب منفي است. گراف تهي پاسخ.  ≥ 3 

گيريم. (فرض خلف) فرض راس و هيچ يال را در نظر مي
 کهطوريوجود دارد به ܯکنيد که مدولي مانند 
ℰ
∗
(ܯ) = ,ଵܭ} … , (ܯ)Ωو  {ܭ = که در آن  ܩ

ها آن همتمايز و هم ܭهاي نابديهي غيراساسي زيرمدول
صورت اگر به ازاي يک کمين هستند، زيرا در غير اين

1 ≤ ݏ ≤ داراي زيرمدول غيرصفر  ௦ܭزيرمدول  ݊
غيراساسي  ܰ، ۶باشد، آنگاه بنابر نکته  ܰاي مانند سره

1است و لذا  ≤ ݐ ≤ که طوريبه وجود دارد ݊
∘≠ ܰ = ௧ܭ < ௧ܭو لذا  ௦ܭ ௦ܭ+ = . بنابراين ௦ܭ

௧ܭيال  ܩگراف  باشد. را دارد که تناقض مي ௦ܭ−
هاي ناصفر غيراساسي از مدول اکنون يکي از زيرمدول

کنيم اگر به ازاي يک انديس را انتخاب مي ଵܭمانند  ܯ
2 ≤ ݆ ≤ ଵܭ، داشته باشيم ݊ ∩ ܭ ، با توجه به ∘≠
1 یهها براي هم- ܭکمين بودن  ≤ ݅ ≤ ، دو حالت ݊

  ممکن است اتفاق بيافتد: 
ଵܭاگر  :۱حالت  ∩ ܭ = ଵܭ ، آنگاهଵܭ ⊆ و  ܭ

ଵܭرو کمين است، از اين ܭچون  = که با فرض  ܭ
  در تناقض است.  ܩهاي گراف متمايز بودن راس

ଵܭمشابه حالت قبل اگر : ۲حالت  ∩ ܭ = ، آنگاه ܭ
ܭ ⊆ ଵܭ رواست، از اين کمين ଵܭو چون  ଵܭ = ܭ ,   

  که تناقض است.
کمين  ܯنابديهي غيراساسي از بنابراين هر زيرمدول 

باشد و   (ܯ)݊݅ܯدر ܮاست. اگر زيرمدول ناصفر 
ଵܭ ∩ ܮ غيراساسي است و براي يک  ܮ، آنگاه ∘=

1انديس  ≤ ݅ ≤ ܭبايد داشته باشيم:  ݊ = . ܮ
ଵܭکه درصورتي ∩ ܮ ها نتيجه ، بنابر کمين بودن آن∘≠

ଵܭکه  شودمي = (ܯ)݊݅ܯ رو. از اينܮ = ℰ
∗
   (ܯ)

(ܯ)ܿܵدهد که اين نتيجه مي = ଵܭ   .ܭ+⋯+
ܰدانيم که مي =  بزرگترين زيرمدول نيم (ܯ)ܿܵ
  است و نيزܯ	 مدول از يکتا هساد

൯(ܯ)ܿ൫ܵܿܵ =   ,(ܯ)ܿܵ
  

ܰپس  = ازآنجا که يک باشد. ساده مينيم (ܰ)ܿܵ
ساده است اگر و تنها اگر داراي هيچ نيم ܰمدول – ܴ

ܰرو اين از نباشد، اساسي هزيرمدول سر =  (ܯ)ܿܵ
 تناقض اين و باشد داشته اساسي هتواند زيرمدول سرنمي
ଵܭ زيرا است  از اساسي هيک زيرمدول سر ଶܭ+

  و لذا فرض خلف باطل است. به طور باشد مي (ܯ)ܿܵ
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(ܯ)دوگان پاسخ در مورد  =    منفي است. ܩ
  

  همواره همبند است؟  (ܯ)Ωآيا گراف . ۲۷سوال 
در حالت کلي جواب منفي است، زيرا فرض کنيد پاسخ. 

جمعي باشد. بنابر -ناپذير ضربي تحويليک مدول هم ܯ
مجاورند  (ܯ)Ωاز ܭ و ܰ، الف)، دو زيرمدول ۲(نکته 

  اگر اگر و تنها 
 ܰ + ܭ ∈ ℰ

∗
(ܯ)  .  

  
در  (ܯ)′ܩهمان گراف  (ܯ)Ωدر اين حالت، گراف 

 (ܯ)Ω گراف ،)۷. ۲ ه، قضي]۸[است. بنابر ( ]۸[مرجع 
|(ܯ)ݔܽܯ|ناهمبند است اگر و تنها اگر  = 2 .  

مدول -ℤ اگر) ۸. ۲ ۀ، ملاحظ]۸[(توجه کنيد که بنابر 
ܯ = ℤଶ⨁ℤସ	  را در نظر بگيريم، آنگاه عضوهاي

ℰ∗(ܯ)  :عبارتند از  
ଵܯ = (1, 0)ℤ,ܯଶ = (0, 1)ℤ,	 
ଷܯ	 = (1, 2)ℤ,ܯସ = (1, 1)ℤ, 
ହܯ	 = (0, 2)ℤ. 
 

ناهمبند  (ܯ)Ωاز  (ܯ)′ܩتوان بررسي که زيرگراف مي
  همبند است. (ܯ)Ωکه گراف است در صورتي

مدول يکنواخت باشد، -  ܴيک  ܯاگر طور دوگان، به
در  (ܯ)ܩو گراف  ۳در تعريف  (ܯ)آنگاه گراف 

صورت به يکسان هستند، زيرا در اين )۱. ۲، تعريف ]۷[(
، ܯاز  ܭ,ܰازاي هر دو زيرمدول غيربديهي غيرناچيز 

ܰ ∩ ܭ	 مدول غيرصفر - ܴيک  ܯاگر . اينک، ∘≠
|(ܯ)ݔܽܯ|ضربي يکنواخت با شرط  =  باشد، آنگاه 2

همبند است. نا  (ܯ)، گراف)۸. ۲، قضيه ]۷[(بنابر 
توان حذف توجه کنيد که شرط يکنواخت بودن را نمي

همبند  ቀℤ۳۶ቁ)، گراف ۴، شکل ۲۵کرد. بنابر (مثال 

ܩکه گراف است درصورتي ቀℤ۳۶ቁ  همبند نيست. اين
 لزوماً (ܯ)دهد که در حالت کلي گراف نتيجه مي

  همبند نيست. 
  

  تشکر و قدرداني
داوران محترم که نويسنده مقاله از توضيحات و نظرات 

 نمايد.باعث بهبود مقاله شده است تشکر و قدرداني مي
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