
http://jnrm.srbiau.ac.ir دسترسي در سايت 
 ۱۳۹۶، شماره نهم، بهار سومسال 

  ۱۶۸۲-۰۱۶۹شماره شاپا: 
  
 
 
  

  ييگر از نسبت طلايد ييمتشابه و ردپا يها مثلث
  
  

 ۲ ينينائ ياشراق يمرتض،  ۱* ياصغر رضائيعل

  
 

  ايران کاشان، اه کاشان،دانشگ رياضي، گروه ) ۲و ۱(
  

 

 
 ۰۵/۰۳/۹۶تاريخ پذيرش مقاله:      ۰۸/۰۱/۹۶تاريخ دريافت مقاله: 

  
  چکيده

م يده ياند. نشان م دو ضلع قابل انطباق ي، اما دارا ستنديکه قابل انطباق ن  ميکن يم يرا بررس يمتشابه يها ن مقاله مثلثيدر ا
، ثابت  ه باشنديالزاو مذکور قائم يها که مثلث ياست. در صورت يياز عدد طلا ترداً کوچکياک ييها ن مثلثيکه نسبت تشابه چن

  .است ييقاً جذر نسبت طلايم که نسبت تشابه آنها دقيکن يم
  

 .يدسياقل ي ، هندسه يي، نسبت طلا ، نسبت تشابه متشابه يها مثلثهاي کليدي:  واژه
  

                                                
  E-mail: a_rezaei@kashanu.ac.ir                                                                                                                 :عهده دار مکاتبات .*

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 



  ۹۴                                                         ۱۳۹۶هاي نوين در رياضي/ سال سوم، شماره نهم، بهار / پژوهش و همکاران ياصغر رضائيعل
 

 

 

  مقدمه
پر رمز   ي و قصه ييست در مورد نسبت طلاين مقاله قرار نيا

و  يهندس ي ک مسالهيو راز آن باشد. بلکه هدف، طرح 
ن در خلال يجالب آن است. با وجود ا يها پاسخ يبررس

ان خواهد شد و ينما   يچ دعوتيه يب ييبحث، نسبت طلا
ظهور  ن. این استيز هميعنوان مقاله ن يار  علت نامگذ

 به ظاهر نامربوط يها ، در بحث   يينسبت طلا  يناگهان
مثال در بدست آوردن تابع  ي، برا ز رخ داده استين يگريد

 .ها مربوط به زاد و ولد خرگوش يبوناچيف ي مولد دنباله
 ير است که تشابه معنيامکان پذ ييها در جهان يعکاس

که وجود  يدسياقل يايک دنيمثال در  يداشته باشد. برا
است.  يشدن يزين چي، چن است يهيبد ي، امر اشکال متشابه
دان ياضياست. ر ير سر اصل توازيز زي، همه چ مطابق انتظار

را با استفاده از  يس تلاش کرد که اصل توازيوال يسيانگل
س مشهور است ثابت کند. طبق يکه امروزه به اصل وال ياصل

وجود دارند که قابل انطباق  يمتشابه يها س "مثلثياصل وال
معادل  يل توازس با اصي". بعدها ثابت شد که اصل وال  ستندين

برقرار  يکه اصل تواز يا گر در هر هندسهياست. به عبارت د
مثال چون در  يست. برايس هم برقرار ني، اصل وال نباشد

به عنوان اصل در نظر  يض اصل توازينق يدسياقل ي هندسه
اند  متشابه يشود لذا دو مثلث فقط و فقط در صورتيگرفته م

 . که قابل انطباق باشند
م که سه جفت يکنيم يرا بررس ييها  قاله مثلثن ميدر ا
انطباق دارند. در  انطباق و دو جفت ضلع قابل قابل ي هيزاو

اند و ممکن است  متشابه يين مثلثهايچن يدسياقل ي هندسه
که تشابه دو  يهذلولو ي ، اما در هندسه قابل انطباق نباشند

مذکور  يها ، مثلث مثلث با قابل انطباق بودن آنها معادل است
ن مقاله به يا يها ن بحثياند. بنابرا قطعاً قابل انطباق

. يهذلولو ي مربوط است و نه هندسه يدسياقل ي هندسه
حداکثر چقدر  ييها ن مثلثيم چنينين است که ببيهدف ا

نسبت تشابه آنها حداکثر  يا به عبارتيدارند  ياختلاف بزرگ
 ن سوال است کهيپاسخ ا ياست. در جستجو يچه عدد

  ان خواهد شد.ينما يياز عدد طلا ييردپا
  
  يبحث اصل .۱

بدون  ي هندسه يا به عبارتي) ي(ذات ينتار ي در هندسه
ها  ت انطباق مثلثيقابل يض" برا ز ، محک "ض يبنداشت تواز

شود و  يک بنداشت بدون اثبات در نظر گرفته ميبه عنوان 
ض" با استفاده از آن و  ض ز" و "ض ر "زضيها نظ ر محکيسا
مهم در  ي ند. نکتهيآ يدست م ها و احکام به گر بنداشتيد

ا است. ي، تناظر اضلاع و زوا ز" ض" و "زض ز "ض يها محک
ن يه و ضلع بيز" در مورد دو زاو مثال حالت "زض يبرا

ر يک ضلع دلخواه از مثلث. سوال زيه و ي، نه دو زاو آنهاست
  :بنده باشديدر نگاه نخست ممکن است فر

  
با سه  يه و دو ضلع از مثلثيد سه زاويکنفرض  :۱سوال

توان  يم ا يگر قابل انطباق باشند. آيد يه و دو ضلع از مثلثيزاو
  اند؟ جه گرفت که دو مثلث قابل انطباقينت

است. شکل  يد منفيم ديجواب مساله همچنان که خواه
است که ممکن است خواننده به سمت  يا مساله اما به گونه

ن يز" منحرف شود و چن ا "زضيض"  ز "ض يها از حالت يکي
اند. آنچه در صورت  استدلال کند که دو مثلث قابل انطباق

ها نهفته  قابل انطباق بودن مثلث ياد شده براي يها محک
 يزين چياست که در سوال فوق چنياضلاع و زوا تناظر  ، است

د که چون در سوال گفته شده يد نشده است. توجه کنيق
اند. به  ، لذا دو مثلث متشابه اند ل انطباقدو مثلث قاب يايزوا

را در       صدق کند دو مثلث ۱ط سواليکه در شرا يعنوان مثال
مرتب  يها ييتا ب سهيد که اضلاع آنها به ترتيرينظر بگ

(a, b, c) = ,′a)و    (12,18,27)  b′, c′) = (8,12,18)   
ستند و نسبت تشابه آنها ين دو مثلث قابل انطباق نيباشند. ا
  است: 3/2

a
a′
=
b
b′
=
c
c′
=
3
2
. 

  
,1)با اضلاع  ييها گر مثلثيمثال د √2, و  (2

( ଵ
√ଶ
, 1, است.  2√است که نسبت تشابه آنها  (2√

ط يرا مثال زد که در شرا يگريشمار ديب يها توان مثلث يم
در  يصدق کنند و قابل انطباق نباشند. اما بحث اصل ۱سوال

   .است ينيچن نيثلث امورد نسبت تشابه دو م
  

گفته  يهايژگيرقابل انطباق با ويدو مثلث غ      ايآ :۲سوال
  توانند داشته باشند؟ يم  ي، هر نسبت تشابه ۱شده در سوال

هستند. قرار 2√   و3/2  تشابه يها دو مثال فوق نسبت    در
، اضلاع مثلث بزرگتر در  ها م که در نوشتن نسبتيکن يداد م
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،  رنديمثلث کوچکتر در مخرج کسرها قرار گصورت و اضلاع 
 ۲م. سواليريگ يدر نظر م ۱نسبت تشابه را بزرگتر از  يعني
تواند نسبت تشابه  يک ميا هر عدد بزرگتر از يد که آيگو يم

 باشد؟ ۱گفته شده در سوال يها يژگيدو مثلث با و
م يده يمثال نشان م ياست. برا يز منفين سوال نيجواب ا

,a)باشد. اگر  ۲تواند عدد  يکه نسبت تشابه نم b, c)  و
   (a′, a, b) انگر اضلاع دو مثلث مورد نظر باشند که به يب

  م:ياند و داشته باش نوشته شده يب صعوديترت
a
a′
=
b
a
=
c
b
= 2, 

  
bآنگاه  = 2aچون  يطرف  . ازa ≤ b ≤ cن سه عدد ي، ا

cاند که  ک مثلثياضلاع  يدر صورت < a + b اما .
a + b = 3a ن ي، بنابراc < 3aن ين ايم طرفيتقس . با

  م:يدار bبر عدد مثبت  ينامساو
c
a
<
3a
b
, 

  
ୟو چون 

ୠ
= ଵ

ଶ
ୡو  

ୠ
=  شود يجه ميفوق نت ي، از نامساو 2

2 <    .که تناقض است  3/2
ز ين ۲توان نشان داد که اعداد بزرگتر از  يمشابه م يبا استدلال

ط گفته شده باشند. يراتوانند نسبت تشابه دو مثلث با ش ينم
 يها نسبت تشابه مثلث يک کران بالا براي ۲عدد  يعني

  .مذکور است
  

1   اگر: ۳سوال < t < گفته  يها نسبت تشابه مثلث   2
  است؟ يحداکثر چه عدد t ،  باشد ۱شده در سوال

,1)   ميت مساله فرض کنيبدون کاستن از کل t, tଶ)    اضلاع
ଵ) مثلث بزرگتر و 

୲
, 1, t)تر لاع متناظر مثلث کوچکاض

  يعني،  باشند
1
1/t

=
t
1
=
tଶ

t
= t. 

  
1 چون سه عدد  < t < tଶ  اند و  ک مثلثياضلاعtଶ 

tଶم يد داشته باشين ضلع است لذا بايبزرگتر < t + ا ي،     1
tଶ يبه عبارت − t − 1 <  ياجملهن علامت چندييتع  . با0

  tଶ − t − در  يا هن چند جمليشود که ا يمشخص م 1
ቀଵି√ହ ي بازه

ଶ
, ଵା√ହ

ଶ
ቁ  است. چون  يمنفt  ۱تر از را بزرگ 

د در ياد شده باي يها م لذا نسبت تشابه مثلثيگرفته بود
,ቀ1 ي بازه ଵା√ହ

ଶ
ቁ ييگر نسبت طلايباشد. به عبارت د  ،

  ار کند.يتواند اخت يم  tاست که  يريمم مقاديسوپر
   کرد. يز تلقير نيز ي هيتوان برهان قضيبحث فوق را م

    
1 هر يبه ازا .   ۱هيقض < t < ଵା√ହ

ଶ
، دو مثلث متشابه با 

با دوضلع از  يکيوجود دارند که دو ضلع از  t نسبت تشابه 
 ييتر از نسبت طلابزرگ  tقابل انطباق است. اگر يگريد

 .وجود ندارند ييها ن مثلثي، چن باشد
ث است. با توجه مورد بح يها بحث آخر در مورد نوع مثلث

م و اضلاع يا ک گرفتهينکه نسبت تشابه را بزرگتر از يبه ا
1صورت  تر بهمثلث بزرگ < t < tଶ ن ي، لذا چن هستند

ن. در يالساق ياند نه متساو الاضلاع ينه متساو ييها مثلث
پاسخ  يتوان گفت؟ در جستجو يه بودن چه ميالزاو مورد قائم

شود: اگر  يظاهر م يياز نسبت طلا ييز ردپاين سوال نيا
نکه يه باشند آنگاه با توجه به ايالزاو مورد نظر قائم يها مثلث

 شود  يجه ميثاغورث نتيف ي ، از رابطه ن ضلع استيوتر بزرگتر
 (tଶ)ଶ = (t)ଶ + 1. 

  

ටଵା√ହ  ن معادله عدد يمثبت ا ي شهير
ଶ

که برابر با جذر است  
   شود. يز اثبات مير نيز  هين قضيبنابرا  است. يينسبت طلا

  
ر يمتشابه و غ ي هيالزاو دو مثلث قائم TଶوTଵ  اگر . ۲هيقض

قابل   Tଶ  با دو ضلع از  Tଵ  دوضلع از  که باشند    قابل انطباق
 ييقاً جذر نسبت طلاي، آنگاه نسبت تشابه آنها دق انطباق باشد

   .است

ටଵା√ହک و عدد ين ياگر نسبت تشابه ب
ଶ

 يهامثلث  ، باشد  
کمتر از قائمه دارند و اگر نسبت تشابه    ييايمورد بحث زوا

ටଵା√ହن يب
ଶ

 يمذکور دارا يها ، مثلث باشد ييطلا  نسبت   و 
 باشند. يمنفرجه م ي هيزاو

    
  يتشکر و قدردان

سندگان مقاله مراتب تشکر خود را از دانشگاه کاشان به ينو
ن اثر در قالب پژوهانه به شماره يااز  يت ماليخاطر حما
  دارند. يابراز م ۵۷۲۷۶۷
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