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  چکيده
دو دسته  دار از توابع تمامريخت روي نيم صفحه بالايي و بررسيهدف ما در اين مقاله تعريف مفاهيم وزن، فضاهاي وزن

کنيم که اين فضاهاي باشد. ابتدا ثابت ميدار از اين توابع تمامريخت روي نيم صفحه بالايي ميخاص از اين فضاهاي وزن
شود فضاهاي باناخ دار از اين توابع تمامريخت روي نيم صفحه بالايي با نرم سوپريمم وزني که روي آنها تعريف ميوزن

از اين توابع تمامريخت روي نيم صفحه بالايي را از يک جنبه جديدکه تا کنون مورد توجه  دارهستند. سپس اين فضاهاي وزن
قرارنگرفته است بررسي خواهيم کرد. در واقع نشان خواهيم داد بدون اينکه لازم باشد تابع وزن در هيچ شرط سرعت رشدي 

روي نيم  ن) يا شرط حدي خاصي (بجز پيوستگي(ساختن کران بالا يا پايي براي محدود کردن سرعت رشد از بالا يا پايين
دار از توابع تمامريخت روي نيم صفحه بالايي داراي يک زير فضاي خاص است، که صفحه بالايي) صدق کند هر فضاي وزن

  شد. باهاي بسته قابل نوشتن ميبه صورت اشتراک شمارش پذير از مجموعه
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  مقدمه - ۱
يک زير مجموعه باز از صفحه مختلط 	Ω	فرض کنيد

	ℂ باشد. يک تابع پيوسته و مثبت	߭: Ω → را (∞.0)
، ݂ناميم. براي هرتابع هولومورفيک يک تايع وزن مي

	݂: Ω → ℂ ݂نرم سوپريمم وزني،‖݂‖௩	  و فضاي
را به  ௩(Ω)ܪ،Ωدار از توابع هولومورفيک روي وزن

 کنيم:ترتيب چنين تعريف مي
‖݂‖జ = Sup

∈ஐ
 (ݖ)߭|(ݖ)݂|

  و
జ(Ω)ܪ =
ቄ݂: Ω → ℂ		.است	هولومورفيک	݂	،‖݂‖జ < ∞	ቅ.  

  
شود هرگاه نهايت صفر ميدر بي ߭|݂|چنين گوييم هم
	ߝازاي هر به >  Ω يک زير مجموعه فشرده از 	0

  وجود داشته باشد بطوريکه ܭمانند 
(ݖ)߭|(ݖ)݂| < ݖ	∀									ߝ ∈ Ω ∖  ܭ

  
عنوان  را به జబ(Ω)ܪتوان با استفاده از تعريف فوق مي

  به صورت زير تعريف کرد జ(Ω)ܪيک زير فضاي از 
జబ(Ω)ܪ =
ቄ݂ ∈  .ቅ߭|݂|	در	بي	نهايت	صفر	مي	شو	د	:జ(Ω)ܪ

 
يک ‖∙‖	همراه با  జ(Ω)ܪ	ثابت خواهيم کرد که 

يک زير فضاي بسته از  Hబ(Ω)فضاي باناخ و 
	H(Ω)دار از توابع هولومورفيک است. فضاهاي وزن  

(و از توابع هارمونيک) اولين بار توسط شيلدز و ويليامز در 
Ωدر حالتي که  ۱۹۷۲سال  = ܦ = ݖ} ∈

ℂ: |ݖ| < گوي يکه باز بود معرفي شدند. آنها در  {1
در شرايط  ߭سري مقالات خود، با اين فرض که وزن 

کند به بررسي اين فضاها از جنبه هاي خاصي صدق مي
ي .پس از باز شدن اين زمينه[1,2,3]مختلف پرداختند

هاي مختلف روي تحقيقاتي جديد،تحقيقات زيادي از جنبه
عددي انجام گرفت، که از اين فضاها توسط رياضيدانان مت

توان به مقالات جمله کارهاي برجسته در اين زمينه مي
    [7,8]بونت، دومانسکي و ليندشتروم [4,5,6]لوسکي 

  

دار کرد. يک حالت بسيار مهم ديگر از فضاهاي وزن اشاره
Ωآيد که وقتي به وجود مي = ܩ = {߱ ∈
ℂ: ߱	݉ܫ > هاي انتخاب شود. بررسي کلاس {0

و همچنين کرانداري عملگر ترکيب  (ܩ)జܪيکريختي 
در  ߭و عملگر مشتق بين اين فضاها، در حالتي که وزن 

کند، توسط لوسکي شرايط رشدي خاصي صدق مي
  [9,10].واردلاني انجام شد

ي هدف اين مقاله طرح يک سوال جديد در باره
باشد که تا کنون مورد توجه قرار نگرفته مي (ܩ)జܪ

خواهيم مطرح کنيم اين ه حال مياست. در واقع سوالي ک
توان به را مي(ܩ)జܪ	 است که چه زير فضايي از

هاي (اجتماع شمارش پذير از مجموعه F	صورت يک 
ش پذير از (اشتراک شمار ఙܩ	يا به صورت يک  بسته)

  ؟هاي باز ) نوشتمجموعه
در يک حالت خاص به اين سوال جواب  ۱در قضيه  ما

 Fيک زير فضاي (ܩ)Hబ	هدهيم کداده و نشان مي
در  υبدون اينکه لازم باشد که وزن  است(ܩ)H	از

فرض  ]۹[شرايط رشدي يا شرايط حدي مانند آنچه در 
  شده است صدق کند.

  
  نتايج اصلي  - ۲

 (ܩ)జబܪو (ܩ)జܪ			کنيم که در ابتدا ثابت مي
فضاهاي باناخ هستند. اما براي اين منظور ابتدا به 
  يادآوري قضيه شناخته شده زير از آناليز مختلط 

  پردازيم.مي
			فرض کنيد :[11]۱قضيه  ݂	(߱)  دنباله ايي از

 	ܩهاي فشرده از توابع تحليلي باشد که بر زير مجموعه
همگراي يکنواخت است. در اينصورت  (߱)݂به تابع 
 تحليلي است. 	ܩدر  (߱)݂

}اگر  :۱لم  ݂}  يک دنباله کوشي در	ܪజ(ܩ)	 ،باشد
بطور يکنواخت  ܩآنگاه روي هر زير مجموعه فشرده از 

  همگرا است.
}اثبات: فرض کنيد  ݂}  يک دنباله کوشي در	ܪజ(ܩ) 
ܭباشد و فرض کنيد  ⊂   فشرده باشد. ܩ

∀	ε > 0	∃	ܰ ∈ ℕ	∀	݉, ݊ ≥
	ܰ		‖ ݂ − ݂‖జ <ε   
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∀	ε > 0	∃	ܰ ∈ ℕ	∀	݉, ݊
≥ ீ∋ఠݑݏ		ܰ	 	| ݂(߱)
− ݂(߱)|߭(߱) <  ߝ

 ∀	ε > 0	∃	ܰ ∈ ℕ	∀	݉, ݊ ≥ 	ܰ	∀	߱ ∈
|		ܩ ݂(߱) − ݂(߱)|߭(߱) <  .ߝ

  
ܭچون  ⊂   پس: ܩ

∀	ε > 0	∃	ܰ ∈ ℕ	∀	݉, ݊ ≥ 	ܰ	∀	߱
∈ |		ܭ ݂(߱)
− ݂(߱)|߭(߱) <  .ߝ

  
تابع پيوسته است لذا مينيم  ߭فشرده و  	ܭحال چون 
  يعني  کند.اختيار مي ܭ	 خود را روي

∃	߱ ∈ .ݏ	ܭ 		ݐ minఠ∈
߭(߱) = ߭(߱) 

  
  حال

∀	ε > 0	∃	ܰ ∈ ℕ	∀	݉, ݊ ≥ 	ܰ		∀	߱
∈ |		ܭ ݂(߱)
− ݂(߱)|߭(߱) <  .ߝ

  
  در نتيجه

	∀	߱ ∈ |		ܭ ݂(߱) − ݂(߱)| <
ߝ

߭(߱)
. 

  
}پس دنباله  ݂}  ܭيک دنباله کوشي يکنواخت روي 

}است و در نتيجه دنباله  ݂}  همگراي  ܭروي
  يکنواخت است.

  
فضاهاي باناخ  	(ܩ)జబܪ	و  (ܩ)జܪ	 :۲قضيه 
  هستند.
}فرض کنيد  اثبات: ݂}  يک دنباله کوشي در

  باشد بايد ثابت کنيم  (ܩ)జܪ	

∃	݂ ∈ .ݏ		(ܩ)జܪ	 		ݐ ݂ 	
‖.‖ഔሱ⎯ሮ f. 

  
ܭفرض کنيد  ⊂  ۱دلخواه، فشرده باشد. بنا به لم  	ܩ

}دنباله  ݂}  به تابعي مانند  ܭرويf  در‖. ‖జ 	 
 	ܩروي  f ۱همگراي يکنواخت است. پس بنا به قضيه 

  تحليلي است. 

∀	ε > 0	∃	ܰ ∈ ℕ		∀	݉, ݊ ≥
	ܰ			‖ ݂ − ݂‖జ <  .ߝ
	‖ ݂ − ݂‖జ = ீ∋ఠݑܵ 			| ݂(߱)

− ݂(߱)|߭(߱) <  .ߝ
∀	ε > 0	∃	ܰ ∈ ℕ		∀	݉, ݊ ≥
	ܰ		‖ ݂߭ − ݂߭‖ஶ <   .ߝ	

  
}يعني دنباله ݂߭}	   يک دنباله کوشي نسبت به
‖. ‖ஶ	  است. اما	ܪజ(ܩ)	  با نرم سوپريمم يک

وجود دارد که   ݃فضاي باناخ است، پس تابع
݂߭ ⟶ فشرده همگرايي يکنواخت  	ܭ. روي 	݃
است. بنابراين

జ
 ⟶ 	 ݂ پس ܭبطور يکنواخت روي .

݂ = 	 
జ

 .  
‖݂‖జ = ீ∋ఠݑܵ 	|݂(߱)|߭(߱) 
 = ீ∋ఠݑܵ 	ቚ

(ఠ)
జ(ఠ)

ቚ ߭(߱) =
ீ∋ఠݑܵ 	|݃(߱)| < ∞.  

  
.	 نتيجه در ݂ ∈  (ܩ)జబܪ اثبات براي (ܩ)జܪ	

  مشابه است.
 

فضاي باناخ و زير فضاي  (ܩ)జబܪ :۱نتيجه
بسته  (ܩ)జబܪ (ܩ)జܪ	⊃است. بنابراين(ܩ)జܪ	

  است.
  

݊به ازاي هر  :۱تعريف ∈ ℕ ܤ، مجموعه  را چنين
  کنيم:تعريف مي

ܤ = ൛݂ ∈ :(ܩ)జబܪ ∃	߱ ∈ |߱|		.	ܩ
≤ ݊	.		|݂(߱)|߭(߱)
= ‖݂‖జൟ 

  
باشد. در  ܩيک وزن روي ߭فرض کنيد  :۳قضيه

(ܩ)జబܪاينصورت  = ⋃ ஶܤ
ୀଵ . 

  همچنين
݊به ازاي هر  )۱ ∈ ℕ،ܤ يک مجموعه بسته در

 .జ‖∙‖است،نسبت به  (ܩ)జబܪ
݊حداقل يک  )۲ ∈ ℕ	  وجود دارد به طوريکه

బܤ
 ≠ ∅ 
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⋃بديهي است که  اثبات: ܤ ⊆ (ܩ)జబܪ
ஶ
ୀଵ .

݂بلعکس، فرض کنيد ∈ ݂. اگر(ܩ)జబܪ آنگاه  		=
݂، ݊به وضوح به ازاي هر عدد طبيعي  ∈ . اما اگر ܤ

݂ ∈ ݂و  (ܩ)జబܪ ≠ ߝکافيست  ،0 = ‖‖ഔ
ଶ

> 0 
شود، پس نهايت صفر ميدر بي߭|݂|	اختيار کنيم. چون 

 وجود دارد به طوريکه	ܩ	زير مجموعه فشرده ܭ	

∀	߱ ∈ ܩ ∖ (߱)߭|(߱)݂|								ܭ <
‖݂‖జ
2  

 
ܭو  ܩيک تابع پيوسته روي  ݒ|݂| ⊆ فشرده  ܩ

اي ماکزيمم خود را در نقطهܭ	روي  ݒ|݂|است پس 
  کند يعنياختيار مي ߱مانند 

(߱)߭|(߱)݂|ఠ∈ݑܵ = |݂(߱)|߭(߱) 
  

  همچنين بديهي است که
‖݂‖௩
= max ൬

.(߱)߭|(߱)݂|ఠ∈ݑܵ
(߱)߭|(߱)݂|ఠ∈ீ∖ݑܵ	

൰ 

< max ቆ|݂(߱)|߭(߱)	.		
‖݂‖జ
2 ቇ 

 
  اگر

maxቆ|݂(߱)|߭(߱)	.		
‖݂‖జ
2

ቇ =
‖݂‖జ
2

 

  
జ‖݂‖ آنگاه <

‖‖ഔ
ଶ

  که تناقض است. بنابراين 

maxቆ|݂(߱)|߭(߱)	.		
‖݂‖జ
2

ቇ

= |݂(߱)|߭(߱) 
  

  و در نتيجه
‖݂‖జ ≤ |݂(߱)|߭(߱)											 )۱(  

  
  از طرف ديگر

|݂(߱)|߭(߱) ≤
(߱)߭|(߱)݂|ఠ∈ݑܵ = ‖݂‖జ					 )۲(  
 

  :شود) نتيجه مي۲) و (۱( حال ازروابط
(ܩ)జబܪ  = ⋃ ஶܤ

ୀଵ . 

݊، فرض کنيد که ۱براي اثبات قسمت  ∈ ℕ  دلخواه
 داده شده باشد. همچنين فرض کنيد

݃ ∈  బതതതതതܤ
  

}بنابراين يک دنباله  ݂} ⊆ وجود دارد بطوريکه  బܤ
݂ → يک فضاي باناخ (ܩ)జబܪ	. چون ‖∙‖در  ݃

݃است بنابراين  ∈ ، لذا کافي است ثابت (ܩ)జబܪ
ωکنيم که  ∈   وجود دارد به طوريکه ܩ

|߱| ≤ ݊	. |݃(߱)|߭(߱) = ‖݃‖జ 
  

݊چون به ازاي هر  ∈ ℕ ،݂ ∈  بنابراين ܤ
∀݊ ∈ ℕ	∃߱ ∈ |߱|				ݐ∙ݏ		ܩ ≤
݊|݂(߱)|߭(߱) = ‖ ݂‖జ 						 )۳(  

  
است ܩ	يک دنباله کراندار در  {߱}که آنجايي  از

شود که وايرشتراس نتيجه مي-بنابراين، از قضيه بولتسانو
وجود  ൛߱ೖൟانند م {߱}ي همگرا از يک زير دنباله

ೖ߱دارد، به طوريکه  → ߱.  
ها وجود دارد،  ߱ها و ݂بين  ۱-۱چون يک تناظر

݂ೖبنابراين  → ε. فرض کنيد జ‖∙‖در نرم  ݃ > 0 
݉داده شده باشد در نتيجه ∈ ℕ	  وجود دارد به

݊طوريکه به ازاي هر  ≥ ݉  
ቚฮ ୬݂ೖฮజ − ‖g‖జቚ ≤ ‖ ݂ − ݃‖జ ≤ 	ߝ )۴(  

  
ܣ = {߱ ∈ :ܩ |߱| ≤ ݊}	  ،را در نظر بگيريد

ܣپيوسته و  ܩروي  ߭|݃|چون تابع  ⊆ فشرده  ܩ
پيوسته يکنواخت و در نتيجه  ܣروي  ߭|݃|است پس 
ߜ >   وجود دارد به طوريکه  0

|߱ − ߱| < ߜ ⇒ ห|݃(߱)| − ߭(߱)
− |݃( ߱)|߭( ߱)ห
< .߱∀					ߝ ߱ ∈  ܣ

  
߱ೖ → ߱	. ߱ ∈ ଵ݉بنابراين  ܣ ∈ ℕ  وجود

  دارد بطوريکه
ห߱ೖ − ߱ห < ݊	∀					ߜ ≥ ݉ଵ 

  در نتيجه
ቚห݃൫߱ೖ൯ห߭(݊) − |݃(߱)|߭(߱)ቚ <  ߝ
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∀݊ ≥ ݉ଵ																																																				 )۵(  
  

ଶ݉ حال اگر = max{݉.݉ଵ}  اختيار شود، آنگاه
݉) براي هر ۵( ) و۴)، (۳روابط ( ≥ ݉ଶ  .برقرار هستند
  بنابراين

|∥ ݃ ∥జ− |݃(߱)|߭(߱)|
≤ ห∥ ݂ೖ ∥జ−∥ ݃ ∥జห
+ ห∥ ݂ೖ ∥జ
− |݃(߱)|߭(߱)ห 

< ߝ + ห| ݂ೖ(߱ೖ)|߭(߱ೖ)
− |݃(߱)|߭(߱)ห 

< ߝ + ห| ݂ೖ(߱ೖ)|߭(߱ೖ)
− |݃(߱ೖ)|߭(݊)ห
+ ห|݃(߱ೖ)|߭(݊)
− |݃(߱)|߭(߱)ห 

.< ‖+ߝ ݂ೖ − ݃‖జ + ߝ <  ߝ3
  

ايي بئر و از بکار بردن قضيه رسته ۲براي اثبات قسمت 
(ܩ)జబܪاينکه  = ⋃ ஶܤ

ୀଵ شود که نتيجه مي
݊ ∈ ℕ  وجود دارد به طوريکه൫ܤబതതതതത൯ ≠ . حال ∅
బܤشود که ) نتيجه مي۱از قسمت (

 ≠ ∅ .  
  

݊فرض کنيد  :۲نتيجه ∈ ℕ  طوري باشد که
൫ܤబതതതതത൯ ≠ ݂. در اين صورت ∅ ∈ ߝو  బܤ > 0 

݂		 وجود دارند به طوريکه هر ≠ ݂	که	0 ∈ را  జబܪ
  توان به صورت زير نوشتمي

݂ =
‖݂‖జ
ߝ2

൬ ݂ + ߝ
݂

‖݂‖జ
൰

+
‖݂‖జ
ߝ2

൬
݂ߝ
‖݂‖జ

− ݂൰					 

  
  در واقع اگر

ܤ = ൛݂ ∈ :(ܩ)జబܪ ‖݂‖జ ≤ 1ൟ 
  

ܤ آنگاه ⊆ ଵ
ଶఌ
బܤ +

ଵ
ଶఌ
    .బܤ
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