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  مقدمه -۱
 يتوانمند برا يابزار) DEA(۱ها  داده يل پوششيتحل
با ) DMU(۲رنده يگ ميتصم يواحدها ييکارا يابيارز

 ۳چارنز و همکاران. چندگانه است يها يها خروج يورود
در  ياساس يها از مدل يکيرا که  CCRمدل  [4]

DEA و  سپس بنکر .کردند ين بار معرفياول ياست برا
، مدل يگريبا در نظر گرفتن مفروضات د[2]  ۴همکاران

CCR  را به مدلBCC از آن زمان تاکنون . بسط دادند
ل گوناگون، يدر مسا DEAفراوان  ي ل استفادهيبه دل
  .ه شده استينه اراين زميدر ا يمتعدد يها مدل

 ليدر مسا يتصادف يها با توجه به ضرورت استفاده از داده
، جس و )[7]و  [6]، [5](۵و همکاران  ، کوپريکاربرد

، [13] يخدابخش ،[10] ۷هانگ ،[11] ۶همکاران
و  يزاده لطفنيو حس [12] انيو اصغر يخدابخش
 يتصادف يها با داده DEAرا در  ييها مدل [9] همکاران

ها با فرض نرمال بودن  ن مدليا يه کردند که تماميارا
  .  شنهاد استيپ يو خروج يورود يرهايمتغ
ل يوسته است که به دليپ يهاعياز توز يکيع نرمال يتوز

در آمار  يا ژهيت ويرفتار بودن آن از اهم متقارن و خوش
دارد که باعث  ياديع خواص زين توزيا. برخوردار است

با  DEA يها در مدل. آن شده است يش کاربردهايافزا
شده قات گذشته اغلب فرض ي، در تحقيتصادف يها داده

ع نرمال ياز توز يو خروج يورود يرهاياست که متغ
 ين فرضيت ممکن است چنيکنند اما در واقع يم يرويپ

داشته و نامتقارن  يچولگ يها کم برقرار نباشد و داده
 يوجود داشته باشد که دارا يع نامتقارنيباشند، لذا اگر توز

تواند  يع مين توزيع نرمال باشد، ايمشابه توز يخواص
 يکي. داشته باشد ييها ن دادهيل چنيدر تحل ياساس ينقش
 ياريشده و مورد توجه بس يراً معرفيها که اخعين توزياز ا

مشابه  ين خواصياز محققان قرار گرفته است وهمچن
معروف شده  ۸نرمال -ع چولهيع نرمال دارد، به توزيتوز

 يم چولگيپارامتر تنظ يدارا ع نامتقارنين توزيا. است
ن پارامتر برابر صفر ياست که اگر مقدار ا )۹شکلپارامتر (

ع نرمال ين توزيبنابرا. شود يع نرمال حاصل ميشود توز
و  ينظر. نرمال است -ع چولهيک حالت خاص از توزي

نامتقارن را  يبا ساختار خطا BCCمدل  [14] يبهزاد
و  يورود يبردارها يشنهاديه کردند که در مدل پيارا

ع ينامتقارن نوشته شده که توز يبر حسب خطا يخروج
ن مقاله، ما فرض يدر ا. نرمال است -ن خطاها چولهيا

ع يتوز يدارا يو خروج يورود يرهايم که متغيا کرده
، مدل ين فرضيبا در نظر گرفتن چن. نرمال هستند - چوله

BCC يل کاربرديدر مسا. ميا ه دادهيرا ارا يتصادف وديبا ق 
است، لذا مدل  يعيطب يها امرDMUش تعداد يافزا

BCC يع مجانبيتوز يه شده را برمبنايارا يتصادف 
. ميا شنهاد دادهينرمال پ - چوله يتصادف يرهايمجموع متغ

با فرض  BCCشده  يشامل مدل قطع يشنهاديمدل پ
ن مدل را يک مثال ايبا . ز هستيها ن نرمال بودن داده

به کار برده و با  يواقع يها ک مجموعه از دادهي يبرا
  †† **  §  ‡  †  .ميا سه نمودهيمقا يو خروج يحالت نرمال بودن ورود

‡‡  §§  ***  †††  
در بخش دوم، ضمن : ر استيمقاله به شرح ز يسازمانده

 يع حدينرمال و خواص آن، توز -ع چولهيتوز يمعرف
مدل . ميا آن را بدست آورده يتصادف يرهايمجموع متغ

نرمال بودن  -ع چوله يتوز، با فرض BCC ي هشد يقطع
اد يز يهاDMUتعداد  ي، برايو خروج يورود يرهايمتغ

ک يبخش چهارم شامل . ه شده استيدر بخش سوم ارا
آن بکار  يرا برا يشنهادياست که مدل پ يمثال کاربرد

با فرض نرمال بودن  BCCمدل  يج را برايم و نتايا برده
بحث و  .ميا سه کردهيمقا يو خروج يورود يرهايمتغ
  .در بخش پنجم آمده است يريگجهينت
  
  نرمال - ع چوله يتوز - ۲

۱۰بسته -ع چوله نرماليابتدا توز
ن بار توسط يکه اول ‡‡‡

۱۱اس و همکارانيفار -گونزالس
شده است را  يمعرف [8]§§§

  .ميکن يمان يب
  

                                                
1. Data Envelopment Analysis 
2. Decision Making Unit 
3. Charnes et al 
4. Banker et al 
5. Cooper et al 
6. Jess et al 
7. Huang 
8. Skew-Normal Distribution 
9. Shape Parameter 
10. Closed Skew-Normal 
11. Gonzalez-Farias et al 
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  نرمال بسته - ع چوله يتوز - ۱- ۲
 -pنرمال  -ع چوله يرا توز W يبردار تصادف :۱فيتعر
  م و با عبارتييره گويمتغ

ܵܥ~ܹ ௣ܰ,௤(ߤ , Σ , , ܦ , ߥ Δ) م هرگاه يده ينشان م
  :ر باشدياحتمال آن به صورت ز يتابع چگال

ௐ݂(ݓ) = ܿ ߶௣(ܹ; , ߤ  Σ )Φ௤(ܦ(ܹ −
;(ߤ ,ߥ  Δ),  )۱(                                               
ܿିଵ = Φ௤(0 ; , ߥ  Δ +           .(ᇱܦΣܦ
 

ܦکه در آن  ∈ ℜ௣×௤ ߥ، ∈ ℜ௤ ߤ ،  ∈ ℜ௣،  
ݍ ≥ ݌، 1 ≥ Σ و 1 ∈ ℜ௣×௣ ،Δ ∈ ℜ௤×௤ 

ن يانس و همچنيکوار -يانسس واريماتر
 ߶௣(ܹ; , ߤ  Σ )  و Φ௣(ܹ; , ߤ  Σ )انگر يب بيبه ترت

 -pع نرمال يتوز يع تجمعياحتمال و تابع توز يتابع چگال
 - انس يس واريو ماتر ߤ  نيانگيره با بردار ميمتغ

  .است Σانس يکوار
نرمال بسته به شرح  -ع چولهياز خواص مهم توز يبعض

  :ر استيز
 ع توام بسته ينرمال بسته نسبت به توز –ع چوله يتوز

 .است
 يرهاينرمال بسته نسبت به مجموع متغ –ع چوله يتوز 

 .مستقل، بسته است
  يک بردار غير صفر و  ܽاگر

ܵܥ~ܹ ௣ܰ,௤(ߤ , Σ , , ܦ , ߥ Δ) ،گاه آن: 
 ܽᇱ ܹ ~ ܵܥ ଵܰ,௤(ߤ௔  , Σ௔  , ௔ܦ  , , ߥ Δ௔),   )۲(  

  :که در آن
௔ߤ = ܽᇱߤ, Σ௔ = ܽᇱΣ ܽ, ௔ܦ =
ΣܽᇱΣ௔ܦ

ିଵ, Δ௔ = Δ + ᇱܦΣܦ −
ᇱΣ௔ܦΣܽܽᇱΣܦ

ିଵ.                                       )۳(  
  
  توزيع چوله نرمال - ۲- ۲
که  ،[1] ۱ينيشده توسط آزال ينرمال، معرف –ع چولهيتوز 
ر يهاست به صورت ز عيپرکاربرد از توز ي هخانوادک ي

  :شود يمف يتعر
 –داراي توزيع چوله ܼگوييم متغير تصادفي :۲تعريف

 ۲است هرگاه تابع چگالي احتمال ߜنرمال با پارامتر حقيقي
  :آن به صورت زير باشد

௓݂(ݖ) = )۴(                          .(ݖߜ)Φ(ݖ)߶2  
  

 يتابع چگال ي هب نشاندهنديبه ترت  Φو  ߶که در آن 
. ع نرمال استاندارد استيتوز ۳يع تجمعياحتمال و تابع توز

ش داده ينما (ߜ)ܰܵ ~ ܼع که با عبارت ين توزيا
 ߜنرمال استاندارد با پارامتر شکل - ع چولهي، توزشود يم

پارامتر توان يرا م ߜ پارامتر شکل. شود يمده ينام
۴يکنترل چولگ

ر يمقاد يفوق به ازا يتابع چگال .دينام  
چوله به  ߜ ير منفيمقاد يچوله به راست، به ازا ߜمثبت 

ߜ يچپ و به ازا = نرمال  يمتقارن و به چگال 0
 يتابع چگال ۲و۱ يها شکل. شود يمل ياستاندارد تبد

نشان  ߜر مختلف يمقاد ينرمال استاندارد را به ازا - چوله
  .دهديم

   
  §§§§      ‡‡‡‡   ††††   **** هاي مختلفࢾ نرمال به ازاي –تابع چگالي توزيع چوله  .۱شکل

                                                
1. Azzalini 
2. Probability Density Function 
3. Cumulative Density Function 
4. Skewnees Control Parameter 
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 -ع چولهياس به توزيمکان و مق يهااضافه کردن پارامتر
ر مقدار ييو با تغکند  يمشتر يآن را ب يرينرمال، انعطاف پذ

با در . ع داشتيتوز يرو يشتريکنترل ب توان يمپارامترها 
ܺل ينظر گرفتن تبد = ߤ + ߤ   ܼߪ ∈ ℝ , ߪ > 0 

نرمال با تابع  -ع چولهيتوز يدارا ܺ ير تصادفيمتغ 
 :احتمال يچگال

௑݂(ݔ) = ଶ
ఙ

߶(௫ିఓ
ఙ

)Φ(ߜ ቀ௫ିఓ
ఙ

ቁ)            )۵(  
  

,ߤ)ܰܵ ~ ܺاست که به صورت ,ଶߪ نشان داده   (ߜ
به صورت رابطه  ܺع يانس توزيو وار ياضيد ريام. شود يم
   :قابل محاسبه است) ۶(

(ܺ)ܧ = ߤ + σߤ௭ ,   ܸ(ܺ) =
ଶ(1ߪ − ௭ߤ

ଶ),                                            )۶(  
  

௭ߤ که در آن = ටଶ
గ

 γ  وγ = ఋ
√ଵାఋమ.  

݌ يگذاريبا جا: ۱ يادآوري = ݍ = 1, ߥ = 0, 
߂  = ߑ = ,ଶߪ ܦ = ) ۵( ي، تابع چگال)۱(در رابطه ߜ

چوله نرمال حالت خاص  -عين توزيبنابرا. شود يمحاصل 
   .نرمال بسته است -ع چولهياز توز

  
 يرهايمجموع متغ ۱يع مجانبيتوز - ۳- ۲

  نرمال -چوله يتصادف
با  يتصادف يرهاي، رفتار متغيع مجانبيتوز ي هيدر نظر

جا قصد  نيدر ا. شود يم يها بررس ش تعداد نمونهيافزا
ع يتوز يتصادف يرهايمجموع متغ يع مجانبيم توزيدار

به . ميها بدست آور  ش تعداد نمونهينرمال را با افزا - چوله
  :دير توجه کنيز ي هيقض
 يتصادف ي دنباله... و  ଵ ،ܺଶ ،ܺଷܺد يفرض کن ۱هيقض

 ينرمال با پارامترها -ع چولهياز توز) عيتوز نه هم(مستقل
௝ߤ ௝ߪ،  

ଶ   ߜو௝ که با فرض آن. باشند ܸ( ௝ܹ)  به
  :  گاه آن) ک صفر نباشندينزد( ل نکننديسرعت به صفر م

∑ ௐೕି∑ ா൫ௐೕ൯೙
ೕసభ

೙
ೕసభ

 ට∑  ௏൫ௐೕ൯೙
ೕసభ

 
ௗ
→    ܰ(0,1)            )۷(  

  

"که در آن عبارت 
ௗ
ع يدر توز ييهمگرا يبه معنا"  →

  ***** .است
۲پانوفيه ليشرط قض يريبا به کارگ: اثبات

††††† 

۳ينزليبل(
ρ و قراردادن) [3]‡‡‡‡‡ = است ثابت  ي، کاف2

  :ميکن

lim௡→ஶ
∑ ாหௐೕିா൫ௐೕ൯หర೙

ೕసభ

ቀ∑  ௏൫ௐೕ൯೙
ೕసభ ቁ

ర = 0 )۸  (           

  
 -ع چولهيتوز يدگيب کشينشان داد که ضر [1] ينيآزال

 :ر قابل محاسبه استينرمال به صورت ز

ଵ൫ߛ ௝ܹ൯ =
หܧ ௝ܹ − ൫ܧ ௝ܹ൯หସ

ቀܸ൫ ௝ܹ൯ቁ
ଶ − 3, 

 หߛଵ൫ ௝ܹ൯ห < 1  )۹       (                                  
  

  : م داشتيپس خواه
หܧ ௝ܹ − ൫ܧ ௝ܹ൯หସ

= 
(ܸ൫ ௝ܹ൯)ଶ൫ߛଵ൫ ௝ܹ൯ + 3൯ ≤ 4(ܸ൫ ௝ܹ൯)ଶ   

  
 که نيبالا و با فرض ا ي از رابطه يريگ با مجموع

ܸ( ௝ܹ) ک صفر ينزد( کننديل نميبه سرعت به صفر م
  :ميدار) باشند ينم

0 ≤ lim௡→ஶ
∑ ாหௐೕିா൫ௐೕ൯หర೙

ೕసభ

ቀ∑  ௏൫ௐೕ൯೙
ೕసభ ቁ

ర ≤

lim௡→ஶ
ସ ∑ (௏൫ௐೕ൯)మ೙

ೕసభ

ቀ∑  ௏൫ௐೕ൯೙
ೕసభ ቁ

ర ≤                     )۱۰(  

lim௡→ஶ
ସ(∑ ௏൫ௐೕ൯೙

ೕసభ )మ

ቀ∑ ௏൫ௐೕ൯ ೙
ೕసభ ቁ

ర =

lim௡→ஶ
ସ

൫∑ ௏൫ௐೕ൯೙
೔సభ ൯మ = 0.    

  
  .شود يه اثبات مين قضيبنابرا

  
  
  

                                                
1. Asymptotic Distribution  
2. Lyapanove 
3. Billingsley 



 ۷۳                      ها نرمال به کمک تحليل پوششي داده -گيرنده با توزيع نرمال و چوله مقايسه کارايي واحدهاي تصميم/ و همکاران  علي نظري
 

   

 
 

  يتصادف BCCمدل  - ۳
ع يدر حضور توز يتصادف BCCمدل  - ۱- ۳

  نرمال
ܯܦد يفرض کن ௝ܷ ،݆ = 1,2, … , ݊  ،m يها يورود 

ܺ௜௝ ،݅ = 1,2, … ,  يها يخروج sد يتول يرا برا ݉
௥ܻ௝  ،݅ = 1,2, … , ن فرض يهمچن. مصرف کنند ݏ
فرم . هستند يها تصادف يها و خروج يد که تمام وروديکن

به صورت مدل  يت وروديدر ماه يت احتماليمحدود
 :شود يمف يرتعريز

min                                 ߠ

.ݏ ෍)݌    ݐ ௜௝ݔ௝ߣ ≤ (௜௢ݔߠ ≥ 1 − ,ߙ
௡

௝ୀଵ

   

 ݅ = 1,2, … , ݉,  
∑)݌ ௥௝ݕ௝ߣ ≥ (௥௢ݕ ≥ 1 −௡

௝ୀଵ
,ߙ ݎ                               = 1,2, … ,      ,ݏ
∑ ௝ߣ = 1௡

 ௝ୀଵ ,                                         )۱۱(  
௝ߣ  ≥ 0,              ݆ = 1,2, … , ݊,  

  
است  ييسطح خطا αو " احتمال" يبه معنا ݌که درآن 

ک ين صفر و ير مشخص شده و بيکه در ابتدا توسط مد
به کمک  يتصادف DMUيك  ارزيابي براي. باشد يم

 ريزيبرنامه هايتوان براساس روشيم) ۱۱(مدل 
 تبديل قطعي فرم به را مدل اين احتمالي قيود با تصادفي

  .كرد
است اگر و تنها اگر  يتصادف يکارا  ࢕DMU:۳فيتعر

  :برقرار باشد) ۱۱( مدل ي نهير در جواب بهيهر دو شرط ز
∗ߠ )۱ = 1. 
نه صفر يکمبود و مازاد در جواب به يرهايمتغ يتمام )۲

 .باشد
௝ܺد يفرض کن = ൫ ଵܺ௝ , ܺଶ௝  , … , ܺ௠௝൯ᇱ يها داده 

௝ܻو  يورود = ൫ 1ܻ݆, 2ܻ݆ , … , ൯݆ݎܻ
ᇱ يخروج يها داده 

ن يانگيم يبا بردارهاب يع نرمال به ترتيتوز يدارا
௝ߤ = ൫1݆ߤ, ଶ௝ߤ  , … , ௝ߟو  ௠௝൯ᇱߤ = ൫ߟଵ௝ , ଶ௝ߟ  , … ,  ௥௝൯ᇱߟ

 يمدل قطع [7] از کوپر و همکاران يرويبه پ .باشند
   :ديآ يمبدست ) ۱۲(به صورت مدل ) ۱۱(شده 

min ߠ   − ∑)ߝ ௜ݏ
ି +௠

௜ୀଵ  ∑ ௥ݏ
ା௦

௥ୀଵ )    

.ݏ ෍  .ݐ ௜௝ߤ௝ߣ +
௡

௝ୀଵ

௜ݏ
ି − Φିଵ(ߙ)ݒ௜ =  ,௜ఖߤߠ

 ݅ = 1,2, … , ݉,       

 ෍ ௥௝ߟ௝ߣ −
௡

௝ୀଵ

௥ݏ
ା + Φିଵ(ߙ)ݑ௥ = ௥ఖߟ , 

ݎ = 1,2, … ,                                 )    ۱۲(    ,ݏ
  ∑ ௝ߣ = 1,௡

 ௝ୀଵ     
௜ݏ 

ି ≥ 0, ௜ݒ  ≥ 0, 
 ݅ =  1,2, … , ݉,  
௥ݏ 

ା ≥ 0, ௥ݑ ≥ 0, 
ݎ  = 1,2, … ,    ,ݏ
௝ߣ  ≥ 0,                ݆ = 1,2, … , ݊,       

  

  :درآنکه 
௜ݒ

ଶ = ∑ ∑ ௡)ݒ݋௞ܿߣ௝ߣ
௝ୀଵ
௝ஷ௢

௡
௝ୀଵ
௝ஷ௢

௜ܺ௝ , ௜ܺ௞) +

௢ߣ)2 − (ߠ ∑ ௝ߣ
௡
௝ୀଵ
௝ஷ௢

൫ݒ݋ܿ ௜ܺ௝ , ௜ܺ௢൯ +

௢ߣ) − )ݒ݋ଶܿ(ߠ ௜ܺ௢),  
௥ݑ

ଶ = ∑ ∑ ௡)ݒ݋௞ܿߣ௝ߣ
௝ୀଵ
௝ஷ௢

௡
௝ୀଵ
௝ஷ௢

௥ܻ௝, ௥ܻ௞) +

௢ߣ)2 − 1) ∑ ௝ߣ
௡
௝ୀଵ
௝ஷ௢

൫ݒ݋ܿ ௥ܻ௝, ௥ܻ௢൯ +

௢ߣ) − 1)ଶܿݒ݋( ௥ܻ௢).  
  

ع نرمال استاندارد يام توزߙ ي مرتبهچندک  (ߙ)Φିଵو
۱درجه دوم يزير برنامهک مدل ي) ۱۲(مدل . است

§§§§§ 

  .باشد يم
  
ع يدر حضور توز يتصادف BCCمدل  - ۲- ۳

  نرمال - چوله
نرمال  - ع چولهياز توز يو خروج يورود يرهايم متغيريگ
௜ߤ௜௝ ~ ܵܰ൫ܺ   ي عنيکنند  يرويپ , ௜ߪ

ଶ, و ௜൯ߜ
௜ܻ௝ ~ ܵܰ(ߟ௥ , ߬௥

ଶ, د ين فرض کني، همچن(௥ߝ
݅ام ݅ يها يورود = 1,2, … , ام، ݎ يها يو خروج ݉

ݎ = 1,2, … , از هم مستقل  رندهيگ ميتصم يواحدها ݏ
ک حالت خاص ينرمال  -ع چولهيکه توز ييازآنجا. باشند
ع ين توزيان ينرمال بسته است و همچن - ع چوله يازتوز

                                                
1. Quadratic Programming  
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ع توام بسته است، لذا با استفاده از ينسبت به مجموع وتوز
-نين حسيو همچن [8]اسيفار -از گونزالس ۱ يادآوري

در حضور ) ۱۱( يمدل قطع، [9]و همکاران  يزاده لطف
 :ر خواهد بودينرمال به صورت مدل ز -ع چولهيتوز

   min   ߠ − ∑)ߝ ௜ݏ
ି +௠

௜ୀଵ  ∑ ௥ݏ
ା௦

௥ୀଵ ) 
.ݏ ∑    ݐ ௜௝ߤ௝ߣ +௡

௝ୀଵ ௜ݏ
ି + ௜Ψ௜ݒ

ିଵ(1 −
,ߙ ,ߣ (ߠ = ௜ఖߤߠ ,         ݅ = 1,2, … , ݉,  
∑ ௥௝ߟ௝ߣ −௡

௝ୀଵ ௥ݏ
ା + ௥Ψ௥ݑ

ିଵ(ߙ, (ߣ =
௥ఖߟ ݎ                              , = 1,2, … ,    ,ݏ
௜ݒ

ଶ = ∑ ௝ߣ
ଶߪ௜௝

ଶ + ௜௢ߪߠ
ଶ ߠ) − ௢ߣ2   ),௡

௝ୀଵ     
݅ = 1,2, … , ݉ 
௥ݑ

ଶ = ∑ ௝ߣ
ଶ߬௥௝

ଶ + ߬௥௢
ଶ (1 − ௢ߣ2   ),௡

௝ୀଵ   
ݎ = 1,2, … , )       ۱۳(                                   ,ݏ
 ∑ ௝ߣ = 1,௡

 ௝ୀଵ      
௜ݏ 

ି ≥ 0, ௜ݒ  ≥ 0,      
݅ =  1,2, … , ݉, 
௥ݏ 

ା ≥ 0, ௥ݑ ≥ 0, 
ݎ  = 1,2, … ,                    ,ݏ
௝ߣ     ≥ 0,   
  ݆ = 1,2, … , ݊,  
 

Ψ௜که در آن 
ିଵ(1 − ,ߙ ,ߣ Ψ௥و  (ߠ

ିଵ(ߙ,  (ߣ
  .نرمال هستند -ع چولهيتوز يها چندک

تمام  يب چولگيضرا) ۱۳(اگر در مدل : ۲يادآوري
) ۱۲( مدل گاه آنها برابر صفر باشد  يها و خروج يورود

) امݎ يها يو خروج ام݅ها  يبا فرض مستقل بودن ورود(
  .شود يمحاصل 

Ψ௜ يها چندک ل آن کهيبه دل
ିଵ(1 − ,ߙ ,ߣ و  (ߠ

Ψ௥
ିଵ(ߙ, هستند و به صورت  θو  λ از يتوابع  (ߣ

نه در يجواب به يمحاسبه، لذا نديآ يمبدست  يانتگرال
را ) ۱۳(ن ما مدل يبنابرا. ده خواهد بوديچيپ) ۱۳(مدل 

ابد را ييش ميها افزاܷܯܦکه در آن تعداد  يحالت يبرا
 يريبا بکارگ .ميکن يمل يتبد يتر يک مدل کاربرديبه 

 ينرمال بسته، کاف -نرمال و چوله -يع چولهخواص توز
قرار  يو خروج يورود يرهايمتغ يبرا ۱ه ياست در قض

  :ميده
(∑ ఒೕ௑೔ೕିఏ௑೔೚

೙
ೕసభ )ି(∑ ఒೕா൫௑೔ೕ൯ିఏா(௑೔೚))೙

ೕసభ

 ට∑ ఒೕ
మ୚(௑೔ೕ)ାఏ ୚(௑೔೚)(ఏିଶఒ೚)೙

ೕసభ

   
ௗ
→ ܰ(0,1), 

                                                                )۱۴(  

  و
(∑ ఒೕ௒ೝೕି௒ೝ೚

೙
ೕసభ )ି(∑ ఒೕா൫௒ೝೕ൯ିଵா(௒ೝ೚))೙

ೕసభ

 ට∑ ఒೕ
మ୚(௒ೝೕ)ା ୚(௑ೝ೚)(ଵିଶఒ೚)೙

ೕసభ

   
ௗ
→ ܰ(0,1), 

                                                                )۱۵(  
  

ن يع نرمال استاندارد و همچنيبا استفاده از خواص توز
مدل ، [9] و همکاران ين زاده لطفيحس از ۱ يادآوري

 -ع چولهياز توز يتصادف يها با داده BCCشده  يقطع
  :خواهد بود) ۱۶(به صورت مدل  ينرمال در حالت مجانب

min ߠ − ∑)ߝ ௜ݏ
ି௠

௜ୀଵ + ∑ ௥ݏ
ାௌ

௥ୀଵ )    

.ݏ ෍ ݐ ௜௝ݔ௝ߣ +
௡

௝ୀଵ

௜ݏ
ି − Φିଵ(ߙ)ߪ௜

ூ(ߣ, (ߠ = ௜௢ݔߠ ,  

݅ = 1,2, … , ݉,  

෍ ௥௝ݕ௝ߣ −
௡

௝ୀଵ

௥ݏ
ା + Φିଵ(ߙ)߬௥

ை(ߣ) =  ,௥௢ݕ

ݎ   = 1,2, … ,  ,ݏ
∑ ௝ߣ

௡
௝ୀଵ = 1,                                          )۱۶(  

௜ݏ
ି ≥ 0,                     ݅ = 1,2, … , ݉,          

௥ݏ
ା ≥ ݎ                    ,0 = 1,2, … ,   ,ݏ

௝ߣ ≥ 0,                     ݆ = 1,2, … , ݊, 
  

  :که درآن

൫ܺ௜௝൯ܧ  = ௜௝ݔ = ௜௝ߤ + ඨ2
ߨ

௜௝ߛ௜௝ߪ , 

(௜௢ܺ)ܧ = ௜௢ݔ = ௜௢ߤ + ටଶ
గ

   ,௜௢ߛ௜௢ߪ

൫ܧ  ൯݆ݎܻ = ௥௝ݕ = ௥௝ߟ + ඨ2
ߨ

߬௥௝ߚ௥௝ , 

)ܧ ௥ܻ௢) = ௥௢ݕ = ௥௢ߟ + ටଶ
గ

߬௥௢ߚ௥௢,     )۱۷ (  

 ܸ൫ܺ௜௝൯ = ௜௝ߪ
∗మ

= ௜௝ߪ ൬1 +
2
ߨ

௭ߤ 
ଶ൰,  

ܸ൫ ௜ܺ௝൯ = ௜௢ߪ
∗మ = ௜௢(1ߪ + ଶ

గ
௭ߤ 

ଶ),  

ܸ൫ ௥ܻ௝൯ = ߬௥௝
∗మ

= ߬௥௝ ൬1 +
2
ߨ

௭ߟ 
ଶ൰,  

ܸ( ௥ܻ௢) = ߬௥௢
∗మ = ߬௥௢(1 + ଶ

గ
௭ߟ 

ଶ),       

௭ߤن يو همچن = ටଶ
గ

௭ߟ، ௜௝ߛ  = ටଶ
గ

، ௥௝ߚ 

௜௝ߛ =
ఋ೔ೕ

ටଵାఋ೔ೕ
మ

௥௝ߚو     =
ఌೝೕ

ටଵାఌೝೕ
మ

.  

 



 ۷۵                      ها نرمال به کمک تحليل پوششي داده -گيرنده با توزيع نرمال و چوله مقايسه کارايي واحدهاي تصميم/ و همکاران  علي نظري
 

   

 
 

  يمثال کاربرد - ۴
، يک مثال کاربرديم با استفاده از ين بخش قصد داريدر ا
نرمال را  -يع چولهدر حضور توز يتصادف يج کاراينتا

ع يکه به اشتباه توز يج را در حالتين نتايبدست آورده و ا
  .ميسه کنيها نرمال فرض شده است را مقا داده

ها و  يبا ورود يرانيک بانک ايپنج شعبه از  ست ويب
د يفرض کن. ديريرا در نظر بگ يتصادف يها يخروج

مطالبات "و "يسود پرداختن"ن مثال يا يورود يرهايمتغ

سود "، "ها مجموع سپرده"آنها،  يخروج يرهايمتغو " معوقه
 يپس از جمع آور. باشد" يافتيکارمزد در"و" يافتيدر

 ييکويآزمون ن يريو بکارگ يماه متوال يها در س داده
 -ع چولهياز توز يها ن دادهيم که ايابي يمدر  ۱برازش

 ۲مميماکز ييبرآورد درستنما. کنند يمت ينرمال تبع
 ۲و  ۱ يها در جدول R پارامترها با استفاده از نرم افزار

  .آمده است

  
  نرمال - توزيع چوله برآورد پارامترهاي ورودي .۱جدول 

DMUs  
SN(7.056, 0.044, 0.683)  SN(14.448, 5.052, -10.455)  DMU1  
SN(0.915, 0.019, -.009)  SN(39.081, 19.211, -17.716)  DMU2  

SN(18.145, 0.0551, -0.594)  SN(24.192, 10.702, 17.971)  DMU3  
SN(58.486, 0.067, -0.177)  SN(12.822, 5.954, -11.5)  DMU4  

SN(9.505, 2.893, -6.97)  SN(7.827, 1.367, -5.832)  DMU5  
SN(565.63, 33.937, -17.255)  SN(18.687, 1.444, 3.413)  DMU6  
SN(548.45, 16.506, -17.566)  SN(24.588, 9.758, -16.394)  DMU7  

SN(13.956, 0.031, 0.599)  SN(119.557, 61.342, -18.595)  DMU8  
SN(358.35, 30.974, -18.32)  SN(31.479, 13.745, -15.666)  DMU9  

SN(10.573, 0.092, -1)  SN(41.726, 17.995, -10.568)  DMU10  
SN(23.984, 0.014, 1.599)  SN(40.652, 17.838, 18.858)  DMU11  

SN(120.344, 33.828, 16.314)  SN(95.136, 51.122, -16.125)  DMU12  
SN(74.813, 1.548, -6.773)  SN(16.239, 5.581, -10.948)  DMU13  

SN(112.443, 1.128, -4.938)  SN(29.417, 11.234, -15.63)  DMU14  
SN(56.218, 0.336, -1.798)  SN(48.254, 26.871, 18.853)  DMU15  

SN(38.15, 19.963, -18.574)  SN(47.9, 46.122, 3.882)  DMU16  
SN(167.43, 1.587, -6.582)  SN(26.67, 13.721, -16.834)  DMU17  
SN(6.637, 0.126, -0.979)  SN(35.42, 16.786, -17.244)  DMU18  
SN(30.914, 0.016, -0.4)  SN(21.759, 10.996, -15.647)  DMU19  

SN(10.559, 0.733, -9.191)  SN(13.198, 5.102, -10.354)  DMU20  
SN(60.16, 3.918, 1.65)  SN(25.305, 1.525, 1.341)  DMU21  

SN(160.897, 4.127, 3.045)  SN(60.543, 272.308, 5.761)  DMU22  
SN(8.231, 1.0838, -1.231)  SN(20.971, 316.476, -10.361)  DMU23  
SN(160.874, 4.66, 2.075)  SN(18.402, 630.893, -6.219)  DMU24  

SN(175.16, 44.856, -5.821)  SN(25.86, 137.986, 10.671)  DMU25  
****** ††††††  

                                                
1. Goodness of Fit  
2. Maximum Likelihood Estimation   
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  نرمال -برآورد پارامترهاي خروجي توزيع چوله .۲جدول 
DMUs  

SN(3.812,0.0519,-1.1)  SN(3.706,0.0523,-0.2)  SN(47.491,3.122,-8.1)  DMU1  
SN(1.72,0.096,-1.577)  SN(2.06,0.011,-0.657)  SN(72.59,0.203,-1.27)  DMU2  
SN(11.355,0.105,1.36)  SN(5.923,0.009,-0.12)  SN(101.9,9.54,-14.38)  DMU3  
SN(3.941,0.072,-0.18)  SN(3.673,0.09,-0.245)  SN(43.975,0.192,1.46)  DMU4  
SN(8.441,0.161,-1.63)  SN(1.69,0.049,-0.419)  SN(30.8,0.258,-0.662)  DMU5  
SN(39.703,0.561,-2.8)  SN(9.801,1.151,-5.35)  SN(86.673,11.988,18)  DMU6  
SN(14,0.182,-1.805)  SN(5.457,0.315,-2.57)  SN(74.5,7.98,-12.201)  DMU7  

SN(12.526,0.591,-3.3)  SN(31.98,1.799,-6.14)  SN(213,12.96,-16.403)  DMU8  
SN(82.954,1.4,-5.569)  SN(19.639,0.34,3.038)  SN(82.521,2.456,-7.8)  DMU9  
SN(82.8,3.038,-8.399)  SN(23.049,1.067,-5.3)  SN(200.4,36.5,27.192)  DMU10  
SN(6.179,2.723,-7.64)  SN(1657,6.988,-11.21)  SN(158.139,43.63,-19)  DMU11  
SN(28.52,1.95,-6.006)  SN(46.5,0.271,-0.973)  SN(244,10.306,-12.74)  DMU12  
SN(27.084,2.705,-7.5)  SN(7.987,0.724,-4.31)  SN(99.534,11.317,-15)  DMU13  
SN(5.769,0.085,-1.24)  SN(7.825,0.082,0.973)  SN(82.8,8.609,-12.75)  DMU14  
SN(129,6.603,-9.228)  SN(65.34,1.753,-6.31)  SN(162.884,5.8,-9.77)  DMU15  
SN(8.583,1.531,-6.61)  SN(35.188,0.296,-1.6)  SN(154.7,13.2,-15.66)  DMU16  
SN(9.833,1.84,-7.743)  SN(10.7,0.068,-0.856)  SN(103,17.26,-15.295)  DMU17  
SN(7.222,0.152,-1.82)  SN(7.706,1.172,6.048)  SN(77.96,3.592,-9.22)  DMU18  
SN(46.87,3.242,-8.04)  SN(4.582,0.067,-0.97)  SN(68.519,3.968,-10)  DMU19  
SN(3.628,0.432,-3.26)  SN(11.95,0.108,1.581)  SN(37.93,1.855,-6.98)  DMU20  
SN(16.223,0.0016,1.5)  SN(3.304,0.002,0.127)  SN(60.693,5.27,3.129)  DMU21  
SN(12.4,0.037,-1.581)  SN(1440,16.2,4.832)  SN(73.04,69.677,-2.2)  DMU22  
SN(1.119,1.606,0.328)  SN(175.147,17.1,-2.9)  SN(80.5,36.296,5.123)  DMU23  

SN(1.99,0.388,2.11)  SN(38.326,0.367,1.73)  SN(22.799,0.159,3.19)  DMU24  
SN(25.73,0.03,-3.129)  SN(4.95,0.002,-0.842)  SN(25.6,1.247,-4.289)  DMU25  

 
 يبه ازا LINGOافزار  له نرميبه وس) ۱۷( با حل مدل
α = نشان داده  ۳ در جدول يتصادف يج کاراينتا 0.05

   .شده است
، ۱۱، ۱۰، ۹، ۵، ۳دهد که شعبات  يمنشان  ۳ج جدول ينتا
حال . هستند يتصادف يکارا ۲۴و  ۲۲، ۲۰، ۱۹، ۱۵، ۱۳

ها  يها و خروج يورودع يد که توزيبه اشتباه فرض کن
 يبه ازارا ) ۱۲(ن فرض، مدل يبا ا. نرمال باشند
α = شعبات  يتصادف يج کاراينتا .ميکن يماجرا  0.05

ع نرمال در يتوز يها يها و خروج يورود يبانک برا
  .آمده است ۴جدول 

، ۶، ۵، ۳، ۲دهد که شعبات  يمنشان  ۴اطلاعات جدول 
 يتصادف يکارا ۲۴و  ۲۳، ۲۱، ۱۶،۱۹، ۱۵، ۱۱، ۱۰، ۹، ۸

م يکن يملاحظه م ۴و  ۳جداول  جيسه نتايبا مقا .هستند
ع يکارا هستند اما با فرض توز ۲۲و  ۲۰، ۱۳که شعبات 

ص داده شده است و ين شعبات ناکارا تشخياشتباه، ا
به غلط کارا  ۲۳و  ۲۱، ۱۶، ۸، ۶، ۲بالعکس شعبات 

  . ت آنها ناکارا هستنديص داده شده است اما در واقعيتشخ
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  نرمال -ع چولهکاراي تصادفي در حضور توزي .۳جدول 
DMUs  
DMU1  0.9505  0  0  0  2.2751  4.8596  
DMU2  1  0.9504  0  0  0.1482  1.8962  
DMU3  1  0  0  0  0  0  
DMU4  0.7336  0  0  0  0.935  4.4232  
DMU5  1  0  0  0  0  0  
DMU6  0.994  0  7.0095  0  0.0913  0  
DMU7  0.652  0  32.4793  0  2.9351  7.8881  
DMU8  0.7407  0  0  0  3.9869  5.4395  
DMU9  1  0  0  0  0  0  

DMU10  1  0  0  0  0  0  
DMU11  1  0  0  0  0  0  
DMU12  0.6841  0  0  0  7.3245  0  
DMU13  1  0  0  0  0  0  
DMU14  0.9992  0  0.2197  0  0.0007  0.0156  
DMU15  1  0  0  0  0  0  
DMU16  0.9907  0  0  0  0  0.4674  
DMU17  0.9851  0  0  0  0  0.4937  
DMU18  0.7539  0  0  0  2.3261  1.7615  
DMU19  1  0  0  0  0  0  
DMU20  1  0  0  0  0  0  
DMU21  0.7305 0  1.2318  0  1.2541  0  
DMU22  1 0  0  0  0  0  
DMU23  0.9898 1.8891  0  0  0  1.5098  
DMU24  1 0  0  0  0  0  
DMU25  0.9115 0  1.1899  2.7196  3.8807  0  

  

  کاراي تصادفي در حضور توزيع نرمال .۴جدول 
DMUs  
DMU1  1  0  0  0.0121  3.6406  0.0285  
DMU2  1  0  0  0  0  0  
DMU3  1  0  0  0  0  0  
DMU4  0.7791  0  0  0  2.845  0.7203  
DMU5  1  0  0  0  0  0  
DMU6  1  0  0  0  0  0  
DMU7  0.7855  0  0  0  0  0  
DMU8  1  0  0  0  0  0  
DMU9  1  0  0  0  0  0  

DMU10  1  0  0  0  0  0  
DMU11  1  0  0  0  0  0  
DMU12  1  0  0  0  3.6007  0  
DMU13  0.9987  0  0  0  0.0294  0.0077  
DMU14  0.9724  0  1.7895  0  0.5076  0.2426  
DMU15  1  0  0  0  0  0  
DMU16  1  0  0  0  0  0  
DMU17  1  0  0  0  0.2926  1.0022  
DMU18  0.92  0  0  0  0.8734  0.8541  
DMU19  1  0  0  0  0  0  
DMU20  0.9972  0  0  0  0.7577  0.0894  
DMU21  1  0  0  0  0  0  
DMU22  0.9962  0  0  1.7625  2.0857  0.089  
DMU23  1  0  0  0  0  0  
DMU24  1  0  0  0  0  0  
DMU25  1  0  1.1933  0.5341  0.0435  0.194  
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   يريگ جهينت
 يها از روش يتصادف يها ها با داده داده يل پوششيتحل

شرفت و ياست که پ ياتيعمل يها منشعب از علم پژوهش
ن يا. دا کرده استير پياخ ي در دو دهه ياديز يکاربردها

 يواحدها ييکارا يريگ اندازه يبرا ياحتمال يشاخه روش
به کار  ييها داده يمتجانس است که برا ي رندهيگ ميتصم

ان ين ميدر ا. هستند ينبوده بلکه تصادف يرود که قطع يم
کنند و انتخاب  يفا ميا يديکل ياحتمال نقش يها عيتوز

گزارش  يطور واقعج را بهيتواند نتا يها م عين توزيح ايصح
  . دهد

ها را نرمال  ع دادهيل توزيتحل يسادگ ياغلب در آمار، برا
 يها دادهژه يوبه يل کاربرديکنند اما در مسا يفرض م

ک يها  فرض نرمال بودن داده... مه وي، بي، مالياقتصاد
افتد که بر  يرود و کمتر اتفاق م يده آل بشمار ميفرض ا

ن يز از ايها ن داده يل پوششيتحل. ت منطبق باشديواقع
قات گذشته فرض يشتر تحقيست و در بين يقاعده مستثن

 در يع نرمال است وليتوز يها دارا شده است که داده
  .ها نامتقارن باشد ع دادهيعمل امکان دارد که توز

ها نامتقارن  ع دادهيم که توزين مقاله، فرض کرديما در ا
ن فرض يکنند و با ا يم يروينرمال پ -بوده و از چوله

ش تعداد يبا افزا. ميرا بنا نهاد BCCشده  يمدل قطع
DMUل يتبد يتر را به فرم ساده يشنهادين مدل پيها ا
با فرض  يهان مدل شامل مدليم که اينشان دادکرده و 
 يه شده را برايان مدل ارايدر پا. ز هستينرمال ن

ک بانک يست و پنج شعبه از يمربوط به ب يواقع يها داده
که به اشتباه  يزمان يج را براياجرا نموده و نتا يرانيا

. ميسه کرديها نرمال فرض شده است مقا ع دادهيتوز
از شعبات که  يکه ممکن است بعضن بود يجه مهم اينت

ها  ع اشتباه دادهيت کارا بودند با در نظر گرفتن توزيدر واقع
  . ص داده شوند و بالعکسيناکارا تشخ
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