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 ۰۵/۰۲/۹۶تاريخ پذيرش مقاله:      ۱۵/۱۲/۹۵تاريخ دريافت مقاله: 

  چکيده

۱کلر-مر يتراکم يوعملگرها يازدو مفهوم اندازه نافشردگن مقاله يدر ا
وجود جواب  يبرا يم، اندازه نافشردگيکنياستفاده م†

توسط محققان  يو نامتناه يل با بعدمتناهيفرانسيو دستگاه معادلات د يل معموليفرانسي، معادلات ديرخطيمعادلات انتگرال غ
گردد. با استفاده از دو يمشاهده م [12-8]مقالات مانند  يدر بعض يتراکم ين عملگرهايشده است. همچن يريبکارگ يمختلف

۲ه نقطه ثابت داربويگروبخصوص قضيسندگان ديکه توسط نو يياياز قضا يم بعضيتوانيمفهوم فوق ما م
م. يرا گسترش ده ‡

باناخ است در  يک فضايکه با نرم مناسب  يهمگرا با حد متناه يهاشامل همه دنباله ين مقاله را، فضايجواب در ا يفضا
  به اثبات  کلر-مر يتراکم يوعملگرها يه را با استفاده از اندازه نافشردگيبه هدفمان، چند قض يابيدست يم. برايريگينظر م

ما وجود  مان،يشنهاديپ ياياعتبار و کاربرد قضا يگردد. برايگرميسندگان دينو يا باعث گسترش کارهاين قضايم که ايرسانيم
 م.يکنيرا ثابت م يط مرزيبا شرا يل مرتبه دوم نامتناهيفرانسيدستگاه معادلات د يجواب برا

  
  

  باناخ. ي، نقطه ثابت، فضايکلر، اندازه نافشردگ-تراکم مر هاي کليدي: واژه
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۱هي. مقدمه و مطالب پايا  
يدر اين بخش، بعض ياز مفاهرا مورد  يم اندازه نافشردگ

يتوجه قرار مم که در آن يده  را به عنوان مجموعه
ياعداد حق0]و يق, )   يدر نظر مم.يرِيگ  

(E,‖. ‖ )  ِ با عنصر صفر،  يقيباناخ حق يک فضايرا
B(x, r) ِبسته به مرکز  يرا گوx  و شعاعr ِن يو همچن

B ِانگر يرا بB	(0,r) يکنِيتصور ميم. برا 
			،	∅ ≠ X ⊂ E مجموعهX	  وconvX ب يرا به ترت

mن يم. علاوه بر ايناميمX بستار و پوسته محدب  را  	
و کراندار  ينا تهِ يهار مجموعهياز زِ يابه عنوان خانواده

ر ير خانواده شامل همه زِيرا به عنوان زِ nو  Eاز 
نسبتا فشرده از  يمجموعه هاE يدر نظر مم.يرِيگ  

  
→ک نگاشت ي. ِ[4]فيتعرِ ۱- ۱ R µ:m ک ِي

در  ياندازه نافشردگE ر صدق کند.يط زِياست اگر در شرا  
µ(X):خانواده. ۱ = 0}	 kerµ = {X ∈ m ِيناته 

ker μ باشد و  ⊂ 	n. 
۲ ..X⊂ Y⟹ µ(X) ≤ μ(		Y) 
۳ .μ(X) = μ(X).  
۴. µ(convX) = μ(X) . 
۵ .μ(λX + (1 − λ)Y) ≤ λμ(X) +

(1 − λ)μ(Y)		, ∀λϵ[0,1].  
mبسته از  يهادنباله مجموعه X} {اگر. ۶ که يبطورِ 	

X ⊂ X يبرا n=1,2,…  وlim → μ(X )=0 
⋂=آنگاه  X ≠ 		 	X.  

  
انگر هسته يف شده، بِيتعرِ )۱( که در 	kerµر خانواده يزِ

 است و چون 	µاندازه نافشرده 
	μ	(X ) = μ(⋂ X ) ≤ μ(X ),   

گردد کهيمشاهده مµ(⋂ X ) = و از آنجا   0
ينتشود که يجه مX ∈ kerμ . 

يقض ِ ه يار مهم از قضيم بسيک تصميه نقطه ثابت داربو
  نقطه  يه وجودياست که شامل قض ۱نقطه ثابت شودر

  باشد.يز ميثابت باناخ نِ
 
۱ -۲ .هيقض د يفرض کنِ [1]ه نقطه ثابت شودر)ي(قض
C ر مجموعهيک زِِي باناخ  يبسته و محدب از فضاE 

⟶T:Cوسته و فشرده يباشد، آنگاه هر نگاشت پِ C	 
ک نقطه ثابت است.يحداقلِ  يدارا  

يدر ادامه به قض۱ م.يپردازِيه مشهور از نوع داربو م
٤  

  
۱ -۳ .هيقض د يفرض کنِ [4]ه نقطه ثابت داربو) ي(قض
Ω ِير مجموعه ناتهِيز ،يکراندار، بسته و محدب از فضا 

T:Ωن يباشد و همچنِ Eباناخ  ⟶Ω ک نگاشت ي
∋kکه ثابت يوسته باشد بطورِيپِ [0,1) ت يبا خاص
  روجود داشته باشد:يزِ

µ(TX) ≤ kμ(X), ∀X ⊂ Ω			, X ≠ ∅	 
  است. 	Ωنقطه ثابت در مجموعه  يداراT آنگاه 

 يدر فضا ثابت ه نقطهي، قض[8]کلر - مر ۱۹۶۹در سال 
ر مورد يت زِيبا خاص يِيهانگاشت يرا برا (X,d)ک يمترِ

اند.قرار داده يبررس  

	

 
   

 

ε 0  δ ε 0 :  

ε d x, y ε δ ε

d Tx,Ty ε, x, y X

   

   

  

)۱(......  ...............  

  
ي(ِ يشرط فوق را شرط تراکماز نوع مريا انقباض (-

يکلرم ِ کلربه -جه مشهور به عنوان تابع مريک نتينامند.
  گردد. يان ميربِيصورت زِ

  
:ϕف يتعرِ ۴- ۱ R ⟶ R ِيريک تابع م -يکلرم 

ϕ(0)باشد، اگر  = 0 هر يو براε > وجود داشته  0
δباشد  >   که يبطورِ 	0

∀t ∈ R 		, ε ≤ t < ε + δ ⟹ ϕ(t) < ε. 
  
کلر -ک تابع مرِي 	ϕواضح است که اگرتبصره  .۵ - ۱

هر  يباشد، آنگاه به ازاt>0 ،ϕ(t) < t	 .  
يحال به معرف کننده مرف يتابع ضع-م.يپردازِيکلر م  

  
:ψتابع  [9,10]فيتعرِ .۶- ۱ R ⟶ R  ِ ک يرا

 : م هرگاهيِيف کننده گوِيکلر ضع -تابع مر

                                                
1. Schauder 
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0n
0 ( )

ε 0 , δ 0 ;
t 0 ,  ε t ε δ

n  ;  ψ ε .t

   
     

  
  

  
:ϕتابع  [7] فيتعرِ .۷- ۱ R ⟶ R  ِک تابع يرا

يجک م اگريِيگوِ ۱يمسک  
 

 
0 0,  ε 0 δ 0 ;

t R ε t ε δ t ε.,





    

      
 

  
ک تابع يکلر،ِ -به وضوح هر تابع مر [3] تبصره .۸- ۱

يجک ياست. اما عکس آن صادق نِ يمسکاگر  يست حت
هر  يبراt>0 ϕ(t) < t, ۲يآقاجانِ. باشد گران يو د

ارائه کرده اند ه داربو را يافته از قضيک گسترشِ ِي [2]
  باشد. ير ميکه به شرح زِ

  
از  ير مجموعه ناتهِيک زِِي Cد يفرض کنِف. يتعرِ ۹.۱

باناخ يفضاE   وµ ِييدلخواه روِ يک اندازه نافشردگ E 
⟶T:Cم عملگر يِيباشد، گوِ C	 ک عملگر انقباض مرِي-

ر مجموعه کراندار يهر زِ يکلر است اگر براX  ازC  شرط
  باشد:برقرار  ريزِ

 
  

ε 0  δ 0 ;  ε μ X ε δ

μ T X ε.

      

 
  

 
۱ -۱۰. د يفرض کنِ [2]هيقضC ر مجموعه يک زِِي

 باشد و Eباناخ  ي، کراندار، بسته و محدب از فضايناتهِ
 E يدلخواه روِ يک اندازه اندازه نافشردگِي 	µن يهمچنِ

⟶T:Cباشد. اگر  C	 ِيعملگر پکلر -مر يوسته و انقباض
ک نقطه ثابت دارد و مجموعه يحداقلِ  Tنگاه آباشد، 

  فشرده است. Cدر Tهمه نقاط ثابت 
  
۲ي. قضديه نقطه ثابت جد  

ن بخش از اندازه يدر اينافشردگ مر يو عملگر انقباض-
يکلر برا يايجاد بعض ياز قضانقطه ثابت استفاده  يا  

م.يکنِيم  
  

 ير مجموعه ناتهِيک زِِي Ωد يفرض کنِف: يتعرِ .۱ -۲
باناخ  ياز فضاE  وµ	 ِييروِ يک اندازه نافشردگ E 
م عملگريِيگوِ يباشد. مT:Ω ⟶ 	Ω ک تابع گسترش ِي

  ٦   ٥ م:يکلر است، اگر داشته باش-افته مرِي
 

    
    

ε 0   δ ε 0 ; 

X Ω,ε μ(X) +φ μ X ε δ ε

μ TX φ μ TX ε.

   

    

  

 )۲(   

  
:φکه در آن  R ⟶ R ِوسته است. يتابع پ  

ياين بخش را با اولين قضيه مان ادامه مم.يده  
  
۲ -۲. د يفرض کنِ :هيقضΩ ير مجموعه ناتهِيک زِِي ،

ک ِي µبوده و  Eباناخ  يبسته و محدب از فضاکراندار، 
يدلخواه روِ ياندازه نافشردگ E ِن يباشد. همچن
T:Ω ⟶ 	Ω يبه عنوانِ  راوسته از يپِ يک عملگرانقباض

ِ  Tم، آنگاه يرِيگ يکلر در نظر م-مر ک نقطه يحداقل
  اند.فشرده Ωدر  Tثابت دارد و مجموعه نقاط ثابت 

Ω}ک دنباله يبا استقراء،ِ اثبات:  Ωکه يبطورِ { = Ω 
Ωو  = conv	(TΩ ) يبرا n ≥ بدست  	1

م:يآورِيم  
TΩ =TΩ ⊆ Ω = Ω 	, Ω =
conv	(TΩ ) ⊆ Ω = Ω   , 

مين با ادامه روند فوق دارِيعلاوه بر ا 
  Ω ⊇ Ω ⊇ ⋯ ⊇ Ω ⊇ Ω ⊇ ⋯	 

  
Nح يصحک عدد ياگرِ  ≥  که يوجود داشته باشد بطورِ 0

T(Ω ) = ب ين ترتيفشرده است. بدΩ ، آنگاه 0
يجه ۲- ۱ه يقضنت دهد که يمT ک نقطه ثابت دارد.ِي  

م کهيکنِيحال فرض م ≠ 0 µ(Ω )  ،∀n ≥ ، در 0
فين صورت با تعرِياε = μ	(Ω ) + φ	 μ	(Ω ) 	 ،

δ = δ(ε ) > 0  ف يله تعرِيو بوسΩ  و
ε < ε + δ ِميدار 

ε = μ	(Ω ) + φ	(μ	(Ω ))  
<μ	(Ω ) + φ	(μ	(Ω )) 

                                                
1. Jachymski 
2. Aghajani 
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ن يعلاوه بر ا{ε و مثبت از اعداد  يک دنباله کاهشي {
يحقاست پس،  يقn. γ 0 ;ε γ,n       

م که يکنِيما ادعا مγ = 0	 ياست. چون در غن ير ا
γصورت اگر  > n	وجود دارد باشد، آنگاه  0 که به  ِي	

يازا n ≥ n ينتدهد که يجه مγ ≤ ε ≤ γ + δ(γ) 
ين به کمک تعرِي، علاوه بر امر يف عملگر انقباض-

εکلر < γ نيبنابرا ε ≤ ε گردد که يم
γن يبنابرا تناقض با رابطه بالاست. = و از آنجا  	0

nε 0,n   چون دنباله .{Ω تو در تو  {	
م که يرِيگيجه مينت ،۱-۱تعرِيف  )۶(است لذا از شرط 

Ω = ⋂ Ω ≠ بسته و  	Ωن در يو همچنِ ∅
يمحدب م يباشد. علاوه بر ام که يدانِين مΩ ِيعضو 

فشرده بوده و تحت نگاشت  Cن ياست. بنابراkerμ از 
T  يِيتغيرناپذيه ا) است. از ير(پايجه ۲-۱قضنت شود يم

است و چون  Cنقطه ثابت در  يداراT که 
C ⊂ C.اثبات تمام است ،  

م يکنِياکنون فرض م 
( ) :Fix T x Tx x    

  و
ε = μ	( ( )Fix T ) + φ μ	 ( )Fix T .  

εاگر ≠ 0و ) ۲(له ي، آنگاه بوس( ( )) ( )T Fix T Fix T 
 ميدارِ

μ	( ( )Fix T ) + φ μ	 ( )Fix T =

μ( ( ( ))T Fix T ) + φ μ( ( ( ))T Fix T )   
 		< ε 		 
= μ	( ( )Fix T ) + φ μ	 ( )Fix T ,     

  
دهيکه به تناقض رسيان يم. بنابراε = )و 0 )Fix T 

وسته، لذا مجموعه يتابع پِ Tفشرده است و چون  نسبتاً
  باشد.يفشرده م 	Ωدر  Tنقاط ثابت

  
براي قضيه  (2)فرض کنِيد دررابطه  :تبصره .۳- ۲
۲-۲ ،φ ≡  [2]در  ۲-۲اختيار گردد، آنگاه قضيه  0

  آِيد.بدست مي
  

، ير مجموعه ناتهِيزِ Ωد يفرض کنِ :گزاره .۴- ۲
باناخ  يکراندار، بسته و محدب از فضاE  وµ ک اندازه ِي

يروِ ينافشردگ Eِن يباشد. و همچنT:Ω ⟶ 	Ω	  و
φ: R ⟶ R ِباشند، اگر وسته يدو تابع پ

يبراk∈ (0,1)  ميداشته باش  
    

    
μ TX φ μ TX

k  μ X φ μ X ,

 

  
                        )۳(  

  
  کلر است.-افته مريک تابع گسترشِ ِي Tآنگاه 

εهر  ي، آنگاه برا)۳(يبا فرض برقرارِاثبات:  > 0   
يمبا )۲( نشان داد که رابطه يتوان به سادگ  
 -1)ε δ(ε) = ک تابع ِي Tبرقرار است، لذا  )

  .باشد يکلرم-افته مريگسترشِ 
  
φبا قرار دادن  :تبصره .۵- ۲ ≡ ، ۴-۲ره در گزا 0

يقضد.يآِيه نقطه ثابت داربو بدست م  
  
۲ -۶. د يفرض کنِ :هيقضΩ ِير مجموعه ناتهِيز ،

باناخ  يکراندار، بسته و محدب از فضاE  وµ ک اندازه ِي
يروِ ينافشردگ E ِن يباشد. و همچنT:Ω ⟶ 	Ω	 ک ِي

:θ وسته باشد و تابعينگاشت پِ R ⟶ R  وجود داشته
ر صدق کند:يط زِيباشد که در شرا  

i. θ(0) = 0	, θ(t) > 0, ∀t > 0; 
ii. θ وسته از راست است.يو پِ يناکاهش 

iii. ∀ε > 0	, ∃	δ(ε) > 0	; 	∀X ⊂ Ω   
ميداشته باش  

ε ≤ θ 	μ(X) + φ μ(X) < ε + δ ⟹
θ μ(TX) + φ μ(TX) < ε  

  کلر است.-مر افتهيک تابع گسترشِ ِي Tآنگاه 
εد يفرض کنِاثبات:  >  (i)داده شده باشد، از  0

ينتشود که يجه مθ(ε) > γوجود دارد  0 > به  0
  ميدارِ Ωاز  Xر مجموعه کراندار يهر زِ يکه برايطورِ

θ(ε) ≤ θ 	μ(X) + φ	 μ(X) < θ(ε) +
γ ⟹ θ	[μ(TX) + φ μ(TX) ] < θ(ε). 
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δ، وجود داردθسمت راست  يوستگياز پِ >   که يبطورِ 0
θ(ε + δ) < θ(ε) + γ. 

Xبا  ⊆ Ω  و ازε ≤ 	µ(X) + φ μ(X) < ε + δ 
  مين صورت دارِياست در ا يک تابع ناکاهشِي 	θچون 

θ(ε) ≤ θ μ(X) + φ μ(X) < θ(ε + δ) <
θ(ε) + δ  

  
ن، يعلاوه بر اθ μ(TX) + φ μ(TX) < θ(ε) 

يو بدين ترتتوان نوشت يب م  
µ(TX) + φ(μ(TX)) < ε.  

 
۳. يرِيحل پذ يدستگاه معادلات دل يفرانس

يدرجه دو نامتناه يدر فضاC   
ررا مورد يزِ يل درجه دو نامتناهيفرانسيدستگاه معادلاتِ 

يتوجه قرار م م:يده  

   
     

i 1 2 3

i i

x t f t, x , x , x , ,

x 0 x 1 0 , 0,1 , 
1, 2,3

i

t
i

  

 















)۴(        

 
د يفرض کنِ    0,1 ,  C I C R ِيبيانگر فضا 

يهمه توابع حق[0,1]فاصله  يوسته روِيپِ يق I   و
 ديفرض کنِ    2 2C I C 0,1 , R کلاس همه  

ِ  I يوسته مرتبه دوم روِيتوابع با مشتقات پِ ک يباشند.
تابع 2x C ,RI  است اگر و فقط  )۴(جواب مساله

اگر  x C I ک جواب دستگاه معادلات انتگرال ِي
ر باشد:يزِ ينامتناه 

      
1

i i
0

x t G t,s f s, x s ds,

i 1, 2,3,





 




)۵         (  

  
که يجائf (t, x) ∈ C(I) يبه ازا i=1,2,3,…  وt ∈ I 

  ر داده يله رابطه زِيبوس) ۵(در  ۱نين تابع گرِيهمچنِ
مراجعه گردد)[11,6](به شود.يم  

G(t, s) =
t(1 − s), 0 ≤ t ≤ s ≤ 1
s(1 − t), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1        )۶(  

را ) ۴( ين پژوهش، ما وجود جواب دستگاه نامتناهيا در
يبرا يفضا C يگسترش ميدهکه يم. جائC يفضا 

x يهاهمه دنباله (x )n با نرم  يهمگرا به حد متناه
 ٧ :باشدير ميزِ

C C nx (x ) x  : n 1,2,3, .{ }n Sup         
  

.‖با نرم  C ين، فضايهمچنِ باناخ  يک فضاِي ‖
باناخ  ياست. در فضا(C, ‖. ‖ ن اندازه يمناسب ترِ (

ينافشردگ µ	 دينِير ارائه گردد (ببِيتواند به صورت زِيم
[5].(  

µ(B) = lim → [sup
∈
{sup	{|x − x | ∶

n,m ≥ p}}]  
کهيجائ  

x(t) = x (t) = (x (t), x (t),⋯ ) ∈
C	, ∀t ∈ [0,1], B ∈ M 		.  

  
از مطالب به  يدر ادامه به چند باشد.يمنظم مµ اندازه 

يعنوان فرضم.يپردازِيات م  
.( 1)a  توابعf ِيرو I × R ِيتعرشوند که يف م

يدارا يمقادير حقاند. عملگريقf ِف يتعرِر يبه صورت ز
گردد:يم 

         1 2

f : I C C

t, x fx t f t, x , f t, x ,

 

  
 

))که کلاس همه توابع  )( ))t Ifx t  يبرا t ∈ Iي، برا 
يهر نقطه درفضا C ِاند.وستهيهم پ  

  
.( 2)a ِر برقرار است:يزِ ينامساو  

   n 1 2 n i j
i, j n

f t, x , x , b t sup ( ) (x )xt t


    

  
bکه يئجا (t) يتابع حقيوسته روِي، پِيق I باشد يم

b)که دنباله يبطورِ (t)) ِيهم کراندار رو I ِميو دار  
  n

t I,n
B sup b t 4.

 
 


  

 

                                                
1. Green  
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.( 3)a  تابعθ: R → R وسته ي، از راست پِيناکاهش
λهر  يکه برايبطورِ ≥ 0 θ(λt) ≤ λθ(t)		دارِيم ،

θ(0) = θ(t)و  0 > 0 هر  يبراt>0  .  
  
۳ -۱. هيقض: ات يتحت فرض( 1)a يال ( 3)a، 

ک جواب به صورتي) حداقلِ ۴( يدستگاه نامتناه 
        i 1 2x t x t (x t , x t , )     

يدر فضا C ِفاصله  يروI .دارد  
همه يبرا اثبات:    ix t x t C   وt I ،

 ميدارِ i
i
sup x t k


  


عدد  kکه در آن  

يحقو ) ۶(مثبت است. با استفاده از  يق( 2)a هر  يبرا
t Iتوان نوشت، يم  

      
1

c kk 1
0

x t max G t, s f s, x s ds


     

    

       

     

1

kk 1
0

1

k i jk 1 i, j k0

1

i jk 1 i, j k0

 max G t,s f s, x s ds

max G t,s b t sup x t x t  ds

 max B G t,s sup x t x t  ds

,
4

}{
kB r



 

 



   
 

 

 







 
نيبنابرا‖x(t)‖ ≤ r  .  

xد يفرض کنِ (t) = (x (t))که ي، جائ 0
ix t 0 .

هر يبرا.t I   
B(x=چون , r ) B ِبسته به مرکز  يگوx  و شعاع

r ≤ r باشد پس يمB ِر ي، بسته، کراندارو زِيناته
Tاست. عملگر  Cمجموعه محدب از  = (T  يروِ (

C(I, B) ِيبه صورت زير معرف شود:يم  
(Tx)(t) = {(T x)(t)} =
{∫ G(t, s)f s, x(s) ds}  

  
x(t)که در آن  = (x (t)) ∈ B  وx (t) ∈ C(I) .  

fچون  t, x(t) ∈ C	, ∀t ∈ I ن صورت حد يدر ا
  کتاست:يوِ  ير متناهيزِ

lim → (T x)(t) =
lim → ∫ G(t, s)f s, x(s) ds =

∫ G(t, s)lim
→

f s, x(s) ds  
  

نرو ياز ا(Tx)(t) ∈ C .  
T)ن يهمچنِ x)(t) يط کراندارِيدر شرا کند.يصدق م  

(T x)(0) = ∫ G(0, s)f s, x(s) ds =
∫ (0)f (s, x(s)ds = 0,  
(T x)(1) = ∫ G(1, s)f s, x(s) ds =
∫ (0)f (s, x(s)ds = 0.     

  
(t)(Tx)‖چون − x (t)‖ ≤ r ن يبنابراT ک ِي

).وبا فرض  است B يخود نگاشت روِ 1)a ِيرو 
C(I, B) ِيپيوسته ميباشد. اکنون ميبام يست نشان ده

  کلر است.- از نوع مر يک عملگرانقباضِي Tکه 
يبرا ε > 0د ي، ما باδ >   م که دريدا کنِيپِ 0

      ε μ B ε δ θ μ T B ε       
يمنظور به صورت زِن يصدق کند. بدم:يکنِير عمل م  

 
 

 
  
يبدبالا با در نظر گرفتن يب با توجه به نامساوِين ترت 

	 θ μ(B) < ε ِميدارθ μ(B) < و از آنجا  , 
0توان يم < δ = ( − 1)ε ياختن يار کرد که در ا

 يصورت نا مساوِ   θ μ B ε δ   يبرقرار م 
  شود. 

ن، يعلاوه بر اT ِييکلر روِ- مر يک عملگر انقباض 
B ⊂ C ن ياست. بنابراT يه ط يدر شراو  .۲-۲قض
φبا  )۲رابطه ( ≡ 0 يصدق ميکند و اين نتدهد  يجه م

 )۱( شرط باشد. ازيمB نقطه ثابت در  يداراT که 
 ) وجود دارد.۴جواب دستگاه (



 

 ۵۱                                                                                                                             جديد از طرِيق اندازه نافشردگيعملگرهاي 
 

   

ل مرتبه يفرانسيمعادلات د يدستگاه نامتناه: مثال .۲- ۳
  م:يرِيگير را در نظر ميدو زِ

      

 
   

m i 2
m i

i i

1t x t x t sin 0 ,
m

i  , t I 0,1 ,

x 0 x 1 0.

ix




    
   
  



 )۷ (  

  
يدستگاه معادلات ديفرانس۴از ( يل فوق حالت خاص (

 است که در آن 

 i m i 2
m i

1f ( t , x(t)) x (t) x (t) sin ,
m





    

x(t)اگر  ∈ C آنگاه  
  

    

ii

m i 2i
m i

lim f t, x t

1lim[ x t x t sin ] 0
m














 
  

  
ن يعلاوه بر اf (t, x(t)) ∈ Cِد ي. فرض کنε > 0	 

,x(t)دلخواه و  y(t) ∈ C  با شرط‖x(t) −

y(t)‖ ≤ δ = يباشد، در اتوان ين صورت م
  نوشت،

   

   

    

i i

m i 2
m i

m i 2
m i

f (t, x t f (t, y t )

1(x t x t ) sin
m
1y t y t sin

m









 

 







  

≤    
   

m m

2
m i i i

x t y t1sin
m x t y t





    
  

    
   

≤         m m i i2
m i

1 x t y t x t y t
m





     

≤
2

2
m i

1 π2δ 2δ ε
m 6





    

                                                
ن يعلاوه بر اf (t, x(t)) ِيوسته روِيهم پ C يبه ازا 

  مياست و دارِ iهر 

  

    

   

   

   

     

i

m i 2
m i

m i2
m i

k p
k ,p i

2

k p2
k ,p im i

i k p
k ,p i

f t , x t

1x t x t sin
m

1 x t x t
m

sup x t x t

1 π sup x t x t
m 6

b t sup x t x t





















 

 

 

 







 	 

  

کهيجائ  
2

i
πb t
6

 ِيوسته و هم کراندار روِيپ I  در

نيشود، همچنِينظر گرفته م 

  
2

i
k ,p i

πB sup b t 4
6

   يبدب به کمک ين ترت

 C يکتا در فضايجوابِ  ي) دارا۷دستگاه ( ،۱-۳قضيه 
باشد.يم  
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