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  مقدمه - ۱
های فازی برای اولين بار توسط لطفعلی مفهوم مجموعه

با استفاده از تعميم نظريه ۱۹۶۵عسکرزاده در سال 
هدف اين نظريه ]. ۱های کلاسيک ارايه شد [جموعهم

نحوه تفکر و استنتاج يافتن الگوهای رياضی است که با 
انسانی و همچنين با الگوهای طبيعی و واقعی تطابق 

های فازی پس از تئوری مجموعه .سازگاری داشته باشد  و
های ارايه به سرعت بسط و گسترش يافت و در شاخه

درعمليات، حمل و نقل، مختلف علوم از جمله تحقيق
های عصبی، علوم مهندسی و نظريه اطلاعات، شبکه

  ]. امروزه يکی از ۲و۳کار گرفته شد [ بهعلوم  ساير
های فازی در علم نظريه های پر کاربرد مجموعهشاخه

  باشد. گراف می
ܩيک گراف درحقيقت زوج مرتب  = (ܸ, است به  (ܧ

ܸطوری که  =   ای ناتهی از رئوس ومجموعه (ܩ)ܸ
ܧ = ای از يال ها است به طوری که مجموعه (ܩ)ܧ
ܧ ⊆ ܸ × های فازی برای اولين بار يه گراف. نظرܸ

های فازی بر پايه مجموعه۱۹۷۵توسط رزنفلد در سال 
های کلاسيک، ]. در مقايسه با گراف۴معرفی شد [

گرافهای فازی قدرت تطبيق بيشتری با مسايل واقعی 
باشند. بنابراين نظريه گراف جهان پيرامون ما را دارا می

  ر فازی به سرعت مورد توجه بسياری از محققين د
بندی، خوشه بندی، های مختلف علوم از جمله طبقهشاخه

های اطلاعاتی، حمل و نقل و ... قرار گرفت و سيستم
مطالعات بسياری تاکنون در اين زمينه انجام گرفته است 

های فازی ]. ازجمله ديگر کاربردهای مهم گراف۵و۶[
های همراه می باشد های ارتباطی تلفناستفاده در شبکه

های تلفن های فازی در انتقال سيگنالی که گرافبه طور
همراه به پيدا کردن مسيری با حداقل طول با حداکثر 
شدت سيگنال بين هر دو برج متوالی به عنوان شدت 

 ].۷شوند [های فازی در نظر گرفته میگراف
، مجموعه فازی دوقطبی با گسترش ۱۹۹۴در سال 

ی شد لاسيک توسط ژانگ معرفهای فازی کمجموعه
های فازی از جمله کاربردهای مهم مجموعه ].۶و۸[

های اطلاعاتی دوقطبی به دوقطبی استفاده در سيستم
منظور برقراری ارتباط بين اطلاعات مثبت و منفی است. 
بدين صورت که اطلاعات مثبت به صورت عناصری با 

و اطلاعات منفی به صورت  [1 ,0)درجه عضويت بين 
  معرفی   (1,0-]بين  يتعناصری با درجه عضو

  ] با استفاده از ۹، اکرم [۲۰۱۱در سال  شوند.می
های فازی دوقطبی را های فازی دوقطبی، گرافمجموعه

های فازی دو قطبی تعريف کرد. از آن زمان به بعد گراف
های مختلف علوم کامپيوتر ازجمله هوش در شاخه

مصنوعی، تشخيص الگو و شبکه به طور گسترده به کار 
ين زمينه انجام شده ای در اگرفته شد. و تحقيقات گسترده

های فازی است. برای مطالعه بيشتر در زمينه گراف
دوقطبی و آشنايی بيشتر با خواص رياضی اين دسته از 

  ] مراجعه کنيد.  ۹-۱۲[ مراجع ا بههگراف
عريف های فازی تيکی از مباحث مهم در نظريه گراف

های فازی بر روی گراف رافاعمال کلاسيک در نظريه گ
]. به همين منظور اعمال اجتماع، جمع، ۱۳و۱۴باشد [می

ضرب دکارتی و ترکيب توسط مندسون و پنگ برروی 
همچنين دو عمل  ].۱۵های فازی تعريف شد [گراف

تنسور و ضرب نرمال توسط نيرمالا و ويجايا، بر روی 
يشتر ]. برای مطالعه ب۱۶های فازی تعميم داده شد [گراف

  ] مراجعه شود. ۱۷و۱۸و ۱۹به [
در اين مقاله در ابتدا برخی مفاهيم مورد نياز در زمينه 

کنيم های فازی را بيان میهای فازی و گرافمجموعه
سپس دو عمل تفاضل متقارن و جمع متقارن را بر روی 

کنيم. و برخی از های فازی دوقطبی تعريف میگراف
دهیم. در ادامه با ها مورد بررسی قرار میخواص آن

وی و های فازی دو قطبی قاستفاده از مفهوم گراف
های جديد بر روی گراف گسترش اين مفهوم، چند تعريف

فازی دوقطبی به نام قوی از بالا و قوی از پايين و 
  فازی دوقطبی نيمه قوی را معرفی  همچنين گراف

کنيم. و نتايج به دست آمده را بر روی چند مثال می
  دهيم. در نهايت کاربردی از مورد بررسی قرار می عددی
  کنيم. های فازی دو قطبی را بيان میگراف

  
  مفاهيم اوليه - ۲

  در اين بخش برخی مفاهيم مورد نياز در زمينه 
  های فازی را يادآوری های فازی و گراف مجموعه

  کنيم. می
  



 

 ۴۱                                                                                                           و کاربردهای آن های فازی دوقطبیگراف مباحثی بر روی
 

   

  ای از ، مجموعهA] مجموعه فازی ۱[ :۱- ۲تعريف 
  

  شود: مرتب است که به صورت زير تعريف میهای زوج
,ݔ)} ݔ|(ݔ)஺ߤ ∈ ܺ} 

  
تابعی از  (ݔ)஺ߤمجموعه مرجع است و  Xبه طوری که 

X در  ݔيت است که نشان دهنده درجه عضو  [1  0]به
A  .است  
  

ܩ] زوج مرتب ۴[: ۲-۲تعريف  = (μ, ک ي (ߩ
يک زيرمجموعه فازی  ߤگراف فازی است به طوری که 

ܺ:ߩاست و Xاز  × ܺ → يک رابطه فازی   [0,1]
  است. به طوری که : ߤمتقارن بر روی 

,ݔ)ߩ (ݕ ≤ ,(ݔ)ߤ}݊݅݉  .{(ݕ)ߤ
  

به  ݕݔلازم به توضيح است که در طول اين مقاله نماد 
,ݔ)جای  به کار گرفته خواهد  (ܩ)ܧبرای اعضای  (ݕ
  شد. 

  
يک مجموعه ناتهی  Xفرض کنيد  ]۶[ :۳-۲تعريف 

به صورت  Xبر روی  Bاست. مجموعه فازی دوقطبی 
  شود: زير تعريف می

ܤ	 = ൛൫ݔ, ,(ݔ)஻௉ߤ ݔ൯ห(ݔ)஻ேߤ ∈ ܺൟ 
  

:(ݔ)஻௉ߤبه طوری که  ܺ → [0, و  (1
:(ݔ)஻ேߤ ܺ → [−1, 0)  .  

  
ܩ] زوج مرتب ۹[ :۴- ۲تعريف  = يک  (ܤ,ܣ)

است به طوری  Vگراف فازی دوقطبی با مجموعه رئوس 
ܣکه  = ஺௉ߤ) , ی فازی دوقطبی ک مجموعهي (஺ேߤ
ܤو  Vدر  = ஻௉ߤ) , ک مجموعه فازی دوقطبی ي (஻ேߤ
ܧدر  ⊆ ܸ ×  ݕݔبه ازای هر  است به طوری که ܸ

  م: يدار (ܩ)ܧعضو 
(ݕݔ)஻௉ߤ ≤ ,(ݔ)஺௉ߤ}݊݅݉  {(ݕ)஺௉ߤ

  و
(ݕݔ)஻ேߤ ≥ ,(ݔ)஺ேߤ}ݔܽ݉  .{	(ݕ)஺ேߤ

  

ܩفرض کنيد  ]۹[ :۵-۲تعريف  =  يک (ܤ,ܣ)
  قوی  Gگراف فازی دو قطبی است در اين صورت گراف 

  

  : (ܩ)ܧ عضو ݕݔبه ازای هر اگر و تنها اگر  است
(ݕݔ)஻௉ߤ = ,(ݔ)஺௉ߤ}݊݅݉  {	(ݕ)஺௉ߤ

  و
(ݕݔ)஻ேߤ = ,(ݔ)஺ேߤ}ݔܽ݉  {	(ݕ)஺ேߤ

  
 و ଵܩ] جمع متقارن دو گراف فازی ۱۳[ :۶- ۲تعريف 

مجموعه  شود و يش داده مینما ଶܩ˅ଵܩبا نماد  ଶܩ
(ଵܩ)ܸرئوس آن عبارت است از  × . (ଶܩ)ܸ	

,ଵݔ)دو راس ن يهمچن ,ଵݕ)و  (ଶݔ در  (ଶݕ
 ଵܩ در ଵݕ با 	ଵݔگر مجاورند هرگاه يکديبا  ଶܩ˅ଵܩ

مجاور باشند و يا هر  ଶܩ در ଶݕ با 	ଶݔمجاور باشند يا 
  دوحالت برقرار باشد. 

  
 ଵܩ] تفاضل متقارن دو گراف فازی ۱۳[ :۷- ۲تعريف 

شود و يش داده مینما ଶܩ⊕ଵܩ	با نماد  ଶܩو 
(ଵܩ)ܸمجموعه رئوس آن عبارت است از  ×

,ଵݔ)دو راس ن ي. همچن(ଶܩ)ܸ	 ,ଵݕ)و  (ଶݔ  (ଶݕ
 با 	ଵݔگر مجاورند هرگاه يکديبا  ଶܩ⊕ଵܩ	در گراف 

مجاور  ଶܩ در ଶݕ با 	ଶݔمجاور باشند يا  ଵܩ در ଵݕ
  باشند ولی هر دوحالت برقرار نباشد.

  
 ଵܩ] ضرب دکارتی دو گراف فازی ۱۵[ :۸- ۲تعريف 

ଵܩ	با نماد  ଶܩو  × شود و يش داده مینما ଶܩ
(ଵܩ)ܸمجموعه رئوس آن عبارت است از  ×

,ଵݔ)دو راس ن ي. همچن(ଶܩ)ܸ	 ,ଵݕ)و  (ଶݔ  (ଶݕ
ଵܩ	در گراف  × گر مجاورند هرگاه يکديبا  ଶܩ
ଶݔ =    	ଵݔو  ଶݕ

ଵݔمجاور باشند و يا  ଵܩ در ଵݕ با =  ଶݕ با 	ଶݔو  ଵݕ
مجاور باشند به طوری که به ازای هر  ଶܩ در

,ଵݔ) (ଶݔ ∈ ଵܩ)ܸ ×   يم: دار (ଶܩ
(μଵ × μଶ)(ݔଵ,   (ଶݔ
= ݉݅݊{μଵ(ݔଵ), μଶ(ݔଶ)} 

  و
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ଵߩ) × ,ଵݔ)ଶ)൫ߩ ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ
= ,ଶݔ)ଶߩ}݊݅݉ ,(ଶݕ μଵ(ݔଵ)|		ݔଵ = ଵݕ
∈ ,(ଵܩ)ܸ ଶݕଶݔ ∈  {(ଶܩ)ܧ

  و
ଵߩ) × ,ଵݔ)ଶ)൫ߩ ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ
= ,ଵݔ)ଵߩ}݊݅݉ ,(ଵݕ μଶ(ݔଶ)|	ݔଶ = ଶݕ
∈ ଵݕଵݔ				,(ଶܩ)ܸ ∈  {(ଵܩ)ܧ

  
با  ଶܩو  ଵܩ] ترکيب دو گراف فازی ۱۵[ :۹- ۲تعريف 

شود و مجموعه رئوس يش داده مینما [ଶܩ	]ଵܩ	نماد 
(ଵܩ)ܸآن عبارت است از  × دو ن ي. همچن(ଶܩ)ܸ	

,ଵݔ)راس  ,ଵݕ)و  (ଶݔ ଵܩ	در گراف  (ଶݕ × با  ଶܩ
ଶݔگر مجاورند هرگاه يکدي =  ଵܩ در ଵݕ با 	ଵݔو  ଶݕ

ଵݔمجاور باشند و يا  =  ଶܩ در ଶݕ با 	ଶݔو  ଵݕ
ଶݔمجاور باشند و يا  ≠  ଵܩ در ଵݕ با 	ଵݔو  ଶݕ

مجاور باشند. به طوری که به طوری که به ازای هر 
,ଵݔ)   م: يدار ([ଶܩ	]ଵܩ	)ܸعضو  (ଶݔ

(μଵ[μଶ])(ݔଵ, (ଶݔ
= ݉݅݊{μଵ(ݔଵ), μଶ(ݔଶ)}																 

  و 
,ଵݔ)൫([ଶߩ]ଵߩ) ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ
= ,ଶݔ)ଶߩ}݊݅݉ ,(ଶݕ μଵ(ݔଵ)|		ݔଵ = ଵݕ
∈ ,	(ଵܩ)ܸ ଶݕଶݔ ∈  {(ଶܩ)ܧ

  و 
,ଵݔ)൫([ଶߩ]ଵߩ) ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ
= ,ଵݔ)ଵߩ}݊݅݉ ,(ଵݕ μଶ(ݔଶ)|	ݔଶ = ଶݕ
∈ ,(ଶܩ)ܸ ଵݕଵݔ ∈  {(ଵܩ)ܧ

  و 
,ଵݔ)൫([ଶߩ]ଵߩ) ,ଵݕ)(ଶݔ  ଶ)൯ݕ
= ,ଵݔ)ଵߩ}݊݅݉ ,(ଵݕ μଶ(ݔଶ), μଶ(ݕଶ)|		ݔଶ 
≠ ,	ଶݕ ଵݕଵݔ ∈  {(ଵܩ)ܧ
 

جمع متقارن و تفاضل متقارن دو گراف  - ۳
  فازی دوقطبی

های فازی بخش با استفاده از نظريه مجموعهدر اين 
  های کلاسيک را بر روی برخی از مفاهيم گراف

  دهيم. های دو قطبی فازی گسترش میگراف
  

ଵܩفرض کنيد  :۱-۳تعريف  = ,ଵܣ) و  (ଵܤ
ଶܩ = ,ଶܣ)   باشند. دو گراف دو قطبی فازی می (ଶܤ

,ଵݔ)به ازای هر  ଵܸعضو  (ଶݔ × ଶܸ ، جمع متقارن
  شود: دوقطبی فازی به صورت زير تعريف میدو گراف 

஺భߤ)	
௉ ஺మߤ˅

௉ ,ଵݔ)( (ଶݔ =
݉݅݊൛ߤ஺భ

௉ ,(ଵݔ) ஺మߤ
௉   ൟ	(ଶݔ)

  و 
஺భߤ)

ே ஺మߤ˅
ே ,ଵݔ)( (ଶݔ

= ஺భߤ൛ݔܽ݉
ே ,(ଵݔ) ஺మߤ

ே  ൟ	(ଶݔ)
  

ها در گراف يک از يال برای تعريف درجه عضويت هر
  گيريم.حاصل سه حالت زير را در نظر می

  الف):
,ଵݔ)د فرض کني ,ଵݕ)(ଶݔ (ଶݕ ∈ به  (ܩ)ܧ

ଵݕଵݔ که طوری ∈ ,ଶݔو (ଵܩ)ܧ ଶݕ ∈  (ଶܩ)ܸ
  بنابراين:  

஻భߤ)
௉ ஻మߤ˅

௉ )൫(ݔଵ, ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ
= ݉݅݊൛ߤ஻భ

௉ ,(ଵݕଵݔ) ஺మߤ
௉ ,(ଶݔ) ஺మߤ

௉  ൟ(ଶݕ)
஻భߤ)

ே ஻మߤ˅
ே )൫(ݔଵ, ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ

= ஻భߤ൛ݔܽ݉
ே ,(ଵݕଵݔ) ஺మߤ

ே ,(ଶݔ) ஺మߤ
ே  ൟ(ଶݕ)

  ب):
,ଵݔ)فرض کنيد  ,ଵݕ)(ଶݔ (ଶݕ ∈ به طوری  (ܩ)ܧ

ଶݕଶݔکه  ∈ ,ଵݔو  (ଶܩ)ܧ ଵݕ ∈ در  (ଵܩ)ܸ
  نتيجه: 

஻భߤ)
௉ ஻మߤ˅

௉ )൫(ݔଵ, ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ
= ݉݅݊൛ߤ஻మ

௉ ,(ଶݕଶݔ) ஺భߤ
௉ ,(ଵݔ) ஺భߤ

௉  ൟ(ଵݕ)
 و

஻భߤ)
ே ஻మߤ˅

ே )൫(ݔଵ, ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ
= ஻మߤ൛ݔܽ݉

ே ,(ଶݕଶݔ) ஺భߤ
ே ,(ଵݔ) ஺భߤ

ே  ൟ(ଵݕ)
  ج):

,ଵݔ)فرض کنيد  ,ଵݕ)(ଶݔ (ଶݕ ∈ به  (ܩ)ܧ
ଵݕଵݔ که طوری ∈ ଶݕଶݔو (ଵܩ)ܧ ∈  (ଶܩ)ܧ

  بنابراين:
஻భߤ)

௉ ஻మߤ˅
௉ )൫(ݔଵ, ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ

= ݉݅݊൛ߤ஻భ
௉ ,(ଵݕଵݔ) ஻మߤ

௉  ൟ(ଶݕଶݔ)
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஻భߤ)
ே ஻మߤ˅

ே )൫(ݔଵ, ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ
= ஻భߤ൛ݔܽ݉

ே ,(ଵݕଵݔ) ஻మߤ
ே  ൟ(ଶݕଶݔ)

  
ଵܩفرض کنيد   :۱- ۳قضيه  = ,ଵܣ) و  (ଵܤ

ଶܩ = ,ଶܣ) باشند. دو گراف دو قطبی فازی می (ଶܤ
  ک گراف فازی دو قطبی است. ي ଶܩ˅ଵܩن يبنابرا

ܩ ديفرض کناثبات:  = با استفاده ين بنابرا ଶܩ˅ଵܩ
  يم: فازی دوقطبی دار ف گرافياز تعر

,ଵݔ)الف) فرض کنيد  ,ଵݕ)(ଶݔ (ଶݕ ∈ به  (ܩ)ܧ
ଵݕଵݔ که طوری ∈ ,ଶݔو (ଵܩ)ܧ ଶݕ ∈   (ଶܩ)ܸ

  بنابراين:  
஻భߤ)

௉ ஻మߤ˅
௉ )൫(ݔଵ, ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ

= ݉݅݊൛ߤ஻భ
௉ ,(ଵݕଵݔ) ஺మߤ

௉ ,(ଶݔ) ஺మߤ
௉  ൟ(ଶݕ)

≤ ݉݅݊{݉݅݊൛ߤ஺భ
௉ ,(ଵݔ) ஺భߤ

௉ ൟ(ଵݕ) , 
஺మߤ
௉ ,(ଶݔ) ஺మߤ

௉  {{(ଶݕ)
= ݉݅݊{݉݅݊൛ߤ஺భ

௉ ,(ଵݔ) ஺మߤ
௉ ൟ(ଶݔ) , 

݉݅݊൛ߤ஺భ
௉ ,(ଵݕ) ஺మߤ

௉  {ൟ(ଶݕ)
= ݉݅݊{൫ߤ஺భ

௉ ஺మߤ˅
௉ ൯(ݔଵ,  ,(ଶݔ

஺భߤ)
௉ ஺మߤ˅

௉ ,ଵݕ)(  .{(ଶݕ
  ن: يهمچن

൫ߤ஻భ
ே ஻మߤ˅

ே ൯൫(ݔଵ, ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ = 
஻భߤ൛ݔܽ݉

ே ,(ଵݕଵݔ) ஺మߤ
ே ,(ଶݔ) ஺మߤ

ே  ൟ(ଶݕ)
≥ ஺భߤ൛ݔܽ݉}ݔܽ݉

ே ,(ଵݔ) ஺భߤ
ே  ൟ(ଵݕ)

஺మߤ൛ݔܽ݉
ே ,(ଶݔ) ஺మߤ

ே  {ൟ(ଶݕ)
= ஺భߤ൛ݔܽ݉}ݔܽ݉

ே ,(ଵݔ) ஺మߤ
ே ൟ(ଶݔ) , 

஺భߤ൛ݔܽ݉
ே ,(ଵݕ) ஺మߤ

ே  {ൟ(ଶݕ)
= ஺భߤ)}ݔܽ݉

ே ஺మߤ˅
ே ,ଵݔ)(  ,(ଶݔ

஺భߤ)
ே ஺మߤ˅

ே ,ଵݕ)(  .{(ଶݕ
,ଵݔ)فرض کنيد ب)  ,ଵݕ)(ଶݔ (ଶݕ ∈ به  (ܩ)ܧ

ଶݕଶݔطوری که  ∈ ,ଵݔو  (ଶܩ)ܧ ଵݕ ∈  (ଵܩ)ܸ
  شود. به طور مشابه با الف ثابت میبنابراين 

,ଵݔ)فرض کنيد  ج) ,ଵݕ)(ଶݔ (ଶݕ ∈ به  (ܩ)ܧ
ଵݕଵݔ که طوری ∈ ଶݕଶݔو (ଵܩ)ܧ ∈   .(ଶܩ)ܧ

஻భߤ)
௉ ஻మߤ˅

௉ )൫(ݔଵ, ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ
= ݉݅݊൛ߤ஻భ

௉ ,(ଵݕଵݔ) ஻మߤ
௉  ൟ(ଶݕଶݔ)

≤ ݉݅݊{݉݅݊൛ߤ஺భ
௉ ,(ଵݔ) ஺భߤ

௉  ,ൟ(ଵݕ)
, ݉݅݊൛ߤ஻మ

௉ ,(ଶݔ) ஻మߤ
௉  {ൟ(ଶݕ)

= ݉݅݊{݉݅݊൛ߤ஺భ
௉ ,(ଵݔ) ஺మߤ

௉  ,ൟ(ଶݔ)
݉݅݊൛ߤ஺భ

௉ ,(ଵݕ) ஺మߤ
௉  {ൟ(ଶݕ)

= ݉݅݊{ ஺భߤ)
ே ஺మߤ˅

ே ,ଵݔ)(  ,(ଶݔ
, ஺భߤ)

ே ஺మߤ˅
ே ,ଵݕ)(  .{(ଶݕ

 
را  ଶܩ و ଵܩدو گراف فازی دو قطبی : ۱- ۳مثال 

نشان داده شده است در نظر  ۱- ۳همان طور که در شکل 
  د. يريبگ
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ش داده شده ينما ۲-۳در شکل  ଶܩو  ଵܩجمع متقارن 
ک ي ଶܩ˅ଵܩد يکناست. همان طور که مشاهده می

  گراف فازی دو قطبی است.
  

ଵܩفرض کنيد : ۲-۳تعريف  = ,ଵܣ) و  (ଵܤ
ଶܩ = ,ଶܣ)   دو گراف فازی دو قطبی فازی  (ଶܤ

ن تفاضل متقارن دو گراف فازی دو يباشند. بنابرامی
  شود: يف مير تعريقطبی به صورت ز

஺భߤ)
௉ ஺మߤ˅

௉ ,ଵݔ)( (ଶݔ =
݉݅݊൛ߤ஺భ

௉ ,(ଵݔ) ஺మߤ
௉   ൟ	(ଶݔ)

  و
஺భߤ)

ே ஺మߤ˅
ே ,ଵݔ)( (ଶݔ

= ஺భߤ൛ݔܽ݉
ே ,(ଵݔ) ஺మߤ

ே  ൟ	(ଶݔ)
  

ها در همچنين برای تعريف درجه عضويت هريک از يال
  گيريم.گراف حاصل دو حالت زير را در نظر می

  
  حالت اول:
,ଵݔ)فرض کنيد  ,ଵݕ)(ଶݔ (ଶݕ ∈ به طوری  (ܩ)ܧ

ଵݕଵݔ که  ∈ ,ଶݔو (ଵܩ)ܧ ଶݕ ∈  (ଶܩ)ܸ
  بنابراين:  

஻భߤ)
௉ ஻మߤ˅

௉ )൫(ݔଵ, ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ
= ݉݅݊൛ߤ஻భ

௉ ,(ଵݕଵݔ) ஺మߤ
௉ ,(ଶݔ) ஺మߤ

௉  ൟ(ଶݕ)
  و

஻భߤ)
ே ஻మߤ˅

ே )൫(ݔଵ, ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ
= ஻భߤ൛ݔܽ݉

ே ,(ଵݕଵݔ) ஺మߤ
ே ,(ଶݔ) ஺మߤ

ே  ൟ(ଶݕ)
  

  حالت دوم:
,ଵݔ)د: يفرض کن ,ଵݕ)(ଶݔ (ଶݕ ∈   (ܩ)ܧ

ଶݕଶݔبه طوری که  ∈ ,ଵݔو  (ଶܩ)ܧ ଵݕ ∈
  در نتيجه: (ଵܩ)ܸ

஻భߤ) 
௉ ஻మߤ˅

௉ )൫(ݔଵ, ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ =
݉݅݊൛ߤ஻మ

௉ ,(ଶݕଶݔ) ஺భߤ
௉ ,(ଵݔ) ஺భߤ

௉  ൟ(ଵݕ)
 و

஻భߤ)	
ே ஻మߤ˅

ே )൫(ݔଵ, ,ଵݕ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ
= ஻మߤ൛ݔܽ݉

ே ,(ଶݕଶݔ) ஺భߤ
ே ,(ଵݔ) ஺భߤ

ே  ൟ(ଵݕ)
 

ଵܩفرض کنيد  :۲-۳قضيه  = ,ଵܣ) و  (ଵܤ
ଶܩ = ,ଶܣ) باشند. دو گراف فازی دو قطبی می (ଶܤ

  ک گراف فازی دو قطبی است. ي 	ଶܩ⊕ଵܩن يبنابرا
  شود. ثابت می ۱- ۳ه يبه طور مشابه با قض اثبات:

  
را  ଶܩو  ଵܩدو گراف فازی دو قطبی : ۱- ۳مثال 

نشان داده شده است در نظر  ۳- ۳همان طور که در شکل 
 ۴-۳در شکل  ଶܩو  ଵܩد. و تفاضل متقارن يريبگ
  د يکنش داده شده است. همان طور که مشاهده میينما

ک ي ଶܩو  ଵܩتفاضل متقارن دو گراف فازی دوقطبی  
  گراف فازی دو قطبی است.
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  گراف فازی دوقطبی قوی - ۴
های فازی دو قطبی در اين بخش بر مبنای تعريف گراف

ها تعريف قوی، مفهومی جديد را بروی اين دسته از گراف
کنيم. قبل از شروع برای روشن شدن انگيزه بحث می

  چند مثال زير را در نظر بگيريد. 
  

را  ଶܩو  ଵܩدو گراف فازی دو قطبی : ۱- ۴مثال 
نشان داده شده است در نظر  ۱- ۴همان طور که در شکل 

  د. يريبگ
در ] ۹[ ۳-۳ف ياستفاده از تعرضرب دکارتی دو گراف با 

توان ش داده شده است. به راحتی میينما ۲-۴شکل 

ଵܩ	مشاهده کرد که  × ک گراف فازی دو قطبی ي ଶܩ
های فازی قوی گراف ଶܩو ଵܩ	که يقوی است. در حال

  ستند.ين
  

در  ଶܩو  ଵܩدو گراف فازی دو قطبی : ۲- ۴مثال 
و  ଵܩب دو گراف ينشان داده شده است. ترک ۳- ۴شکل 
ش ينما ۴-۴در شکل  ]۹[ ۵- ۳ف يبا استفاده از تعر ଶܩ

  داده شده است.
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ک گراف ي [ଶܩ	]ଵܩ	د يکنهمان طور که مشاهده می
   ଶܩو ଵܩ	که يفازی دو قطبی قوی است. درحال

  باشند.های فازی قوی نمیگراف
ق ين تحقيهای اافتهيد يکنکه مشاهده می طورهمان
ن اساس يکند. بر اد نمیييرا تا] ۹[ای اثبات شده در يقضا
ر را به منظور گسترش مفهوم گراف دوقطبی يف زيتعار

  م. يدهه میيفازی قوی ارا
  

ܩگراف فازی دو قطبی : ۱-۴ف يتعر = را  (ܤ,ܣ)
  : (ܩ)ܧعضو  ݕݔ	نيمه قوی گويند هرگاه به ازای هر

(ݕݔ)஻௉ߤ = ݉݅݊	൫ߤ஺௉(ݔ),  ൯(ݕ)஺௉ߤ
  يا

(ݕݔ)஻ேߤ = ,(ݔ)஺ேߤ)	ݔܽ݉  ((ݕ)஺ேߤ
 

  
ܩگراف فازی دو قطبی : ۲-۴ف يتعر = را  (ܤ,ܣ)

  : (ܩ)ܧعضو  ݕݔ	از بالا قوی گويند هرگاه به ازای هر
(ݕݔ)஻௉ߤ = ,(ݔ)஺௉ߤ)	݊݅݉  ((ݕ)஺௉ߤ

ܩگراف فازی دو قطبی : ۳-۴ف يتعر = را  (ܤ,ܣ)
عضو  ݕݔ	از پايين قوی گويند هرگاه به ازای هر

  :(ܩ)ܧ
(ݕݔ)஻ேߤ = ,(ݔ)஺ேߤ൫	ݔܽ݉  ൯(ݕ)஺ேߤ

  

 اگر يک گراف فازی دوقطبی قوی باشد :۱-۴تذکر
آنگاه نيمه قوی، قوی از بالا و قوی از پايين است. ولی 

  برقرار نيست.  عکس مطلب لزوماً
  

اگر يک گراف فازی دوقطبی نيمه قوی  :۲-۴تذکر
گاه قوی از بالا و يا قوی از پايين است. ولی باشد آن

  عکس مطلب لزوما برقرار نيست. 
 

دو گراف فازی دو قطبی نشان داده شده در : ۳- ۴مثال 
 ଶܩو  ଵܩبديهی است که  .يريدرا در نظر بگ ۵- ۴شکل 

 هستند. های از بالا قوی و از پايين قویبه ترتيب گراف
 

دو گراف فازی دو  ଶܩو  ଵܩفرض کنيد  :۱-۴قضيه 
  گاه: باشند آنقطبی و از بالا قوی می

ଵܩ	الف)  ×   از بالا قوی است. ଶܩ
  از بالا قوی است. [ଶܩ]ଵܩب) 
ଵܩ	ج) +   از بالا قوی است. ଶܩ

  
دو گراف فازی دو  ଶܩو ଵܩ	فرض کنيد  اثبات الف):

ଵܩ	باشند و قطبی و از بالا قوی می = ,ଵܣ)  (ଵܤ
ଶܩهمچنين  = ,ଶܣ)   ن يبنابرا (ଶܤ

ଵܩ	 × ଶܩ = ଵܣ) × ,ଶܣ ଵܤ ×  (ଶܤ
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  داريم: ۲-۴و با استفاده از تعريف  
஻భߤ
௉ (ଵݕଵݔ) = ݉݅݊൛ߤ஺భ

௉ ,(ଵݕ) ஺భߤ
௉   	ൟ(ଵݔ)

  و 
஻మߤ
௉ (ଶݕଶݔ) = ݉݅݊൛ߤ஺మ

௉ ,(ଶݕ) ஺మߤ
௉  ൟ(ଶݔ)

  
ݔ) به ازای هر ۱حالت ∈ ଶݕଶݔو  ଵܣ ∈   ଶܤ

  بنابراين
൫ߤ஻భ

௉ × ஻మߤ
௉ ൯൫(ݔ, ,ݔ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ

= ݉݅݊൛ߤ஺భ
௉ ,(ݔ) ஻మߤ

௉ ൟ(ଶݕଶݔ)
= ݉݅݊൛ߤ஺భ

௉ ஺మߤmin൛,(ݔ)
௉ ,(ଶݔ) ஺మߤ

௉ ൟൟ(ଶݕ)
= ݉݅݊{݉݅݊൛ߤ஺భ

௉ ,(ݔ) ஺మߤ
௉  ,ൟ(ଶݔ)

݉݅݊൛ߤ஺భ
௉ ,(ݔ) ஺మߤ

௉  {ൟ(ଶݕ)
= ݉݅݊{ ஺భߤ)

௉ × ஺మߤ
௉ ,ݔ)(  (ଶݔ

, ஺భߤ)
௉ × ஺మߤ

௉ ,ݔ)(  {(ଶݕ
  

ݖ) به ازای هر ۲حالت ∈ ଵݕଵݔو  ଶܣ ∈   يم:دار ଵܤ
஻భߤ)

௉ × ஻మߤ
௉ )൫(ݔଵ, ,ଵݕ)(ݖ  ൯(ݖ

= ݉݅݊൛ߤ஻భ
௉ ,(ଵݕଵݔ) ஺మߤ

௉  ൟ	(ݖ)
= ݉݅݊൛min൛ߤ஺భ

௉ ,(ଵݔ) ஺భߤ
௉ ൟ(ଵݕ) , ஺మߤ

௉  ൟ(ݖ)
= ݉݅݊{݉݅݊൛ߤ஺భ

௉ ,(ଵݔ) ஺మߤ
௉ ൟ(ݖ) , 

݉݅݊൛ߤ஺భ
௉ ,(ଵݕ) ஺మߤ

௉  {ൟ(ݖ)
= ஺భߤ)}݊݅݉

௉ × ஺మߤ
௉ ,ଵݔ)(  ,(ݖ

஺భߤ)
௉ × ஺మߤ

௉ ,ଵݕ)(  {(ݖ
  

  اثبات ب) فرض کنيد: 
[ଶܩ]ଵܩ = ଵܣ) ∘ ,ଶܣ ଵܤ ∘  (ଶܤ

  
ݔ) ض کنيد) فر۱حالت  ∈ ଶݕଶݔ , ଵܣ ∈ يا  (ଶܤ

ݖ) ∈ ଵݕଵݔ , ଶܣ ∈ ، در اين حالت اثبات (ଵܤ
مشابه با قسمت الف است بنابراين از اثبات اين قسمت 

 کنيم. چشم پوشی می
  

ଵݕଵݔ) فرض کنيد۲حالت  ∈ ଶݔو  ଵܤ ≠  ଶݕ
  بنابراين:

஻భߤ)
௉ ∘ ஻మߤ

௉ )൫(ݔଵ, ,ଵݕ)(ଶݔ  ଶ)൯ݕ
= ݉݅݊൛ߤ஻భ

௉ ,(ଵݕଵݔ) ஺మߤ
௉ ,(ଶݔ) ஺మߤ

௉  ൟ	(ଶݕ)
= ஺భߤ}݊݅݉

௉ ,(ଵݔ) ஺భߤ
௉  ,(ଵݕ)

݉݅ ݊൛ߤ஺మ
௉ ,(ଶݔ) ஺మߤ

௉  	ൟ(ଶݕ)

= ݉݅݊{݉݅݊൛ߤ஺భ
௉ ,(ଵݔ) ஺మߤ

௉ ൟ(ଶݔ) , 
݉݅݊൛ߤ஺భ

௉ ,(ଵݕ) ஺మߤ
௉  {ൟ(ଶݕ)

= ݉݅݊{൫ߤ஺భ
௉ ∘ ஺మߤ

௉ ൯(ݔଵ,  ,(ଶݔ
஺భߤ)

௉ ∘ ஺మߤ
௉ ,ଵݕ)(  .{(ଶݕ

 
  اثبات ج) اثبات بديهی است. 

  
دو گراف فازی دو  ଶܩو  ଵܩفرض کنيد  :۲-۴قضيه 

  گاه: باشند آنقطبی و از بالا قوی می
ଵܩ	الف)  ×   قوی است.يين از پا ଶܩ
  از پايين قوی است.  [ଶܩ]ଵܩب) 
ଵܩ	ج) +   از پايين قوی است.  ଶܩ

  شود.ثابت می ۱- ۴ به طور مشابه با قضيه اثبات:
  

ଵܩفرض کنيد : ۳-۴قضيه  × گراف فازی يک  ଶܩ
کی از دو يحداقل  ينمه قوی است بنابرايدو قطبی ن

مه قوی يگراف فازی دو قطبی و نيک  ଶܩيا  ଵܩگراف 
  باشند. می

يک  ଵܩو  ଵܩک از گراف  يچ يد هيفرض کناثبات: 
ن يباشند. بنابراقوی نمیمه يگراف فازی دو قطبی و ن

  م:يدار
஺భߤ
௉ (ଵݕଵݔ) < ݉݅݊൛ߤ஺భ

௉ ,(ଵݕ) ஺భߤ
௉  ൟ(ଵݔ)

  و
஺భߤ	
ே (ଵݕଵݔ) > ஺భߤ൛ݔܽ݉

ே ,(ଵݕ) ஺భߤ
ே  ൟ(ଵݔ)

  همچنين 
஺మߤ
௉ (ଶݕଶݔ) < ݉݅݊൛ߤ஺మ

௉ ,(ଶݕ) ஺మߤ
௉  	ൟ(ଶݔ)

  و 
஺మߤ
ே (ଶݕଶݔ) > ஺మߤ൛ݔܽ݉

ே ,(ଶݕ) ஺మߤ
ே  ൟ(ଶݔ)

  طوری که:به
ܧ = 
,ݖ)} ,ݖ)(ଶݔ ݖ|(ଶݕ ∈ ,(ଵܩ)ܸ ଶݕଶݔ ∈  {(ଶܩ)ܧ
∪= 
,ଵݔ)} ,ଵݕ)(ݓ ଵݕଵݔ|(ݓ ∈ ,	(ଵܩ)ܧ ݓ ∈  {(ଶܩ)ܸ

  الف) فرض کنيد
,ݖ) ,ݖ)(ଶݔ (ଶݕ ∈ ଵܩ)ܧ ×  (ଶܩ

  بنابراين
஻భߤ)

௉ × ஻మߤ
௉ )൫(ݖ, ,ݖ)(ଶݔ ଶ)൯ݕ

= ݉݅݊൛ߤ஺భ
௉ ,(ݖ) ஻భߤ

௉  ൟ	(ଶݕଶݔ)
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< ݉݅݊൛ߤ஺భ
௉ ஺మߤ}	݊݅݉,(ݖ)

௉ ,(ଶݔ) ஺మߤ
௉  ൟ{(ଶݕ)

= ݉݅݊{݉݅݊൛ߤ஺భ
௉ ,(ݖ) ஺మߤ

௉ ൟ(ଶݔ) , 
݉݅݊൛ߤ஺భ

௉ ,(ݖ) ஺మߤ
௉  {ൟ(ଶݔ)

= ஺భߤ)}݊݅݉
௉ × ஺మߤ

௉ ,ݖ)(  ,(ଶݔ
஺భߤ)

௉ × ஺మߤ
௉ ,ݖ)(  {(ଶݕ

 
Gଵبنابراين  × Gଶ باشد. از بالا قوی نمی  

  م:ياز طرفی دار
஻భߤ)

ே × ஻మߤ
ே )൫(ݖ, ,ݖ)(ଶݔ  ଶ)൯ݕ

= ஺భߤ൛ݔܽ݉
௉ ,(ݖ) ஻భߤ

௉  ൟ	(ଶݕଶݔ)
> ஺భߤ൛ݔܽ݉

௉ ஺మߤ}	ݔܽ݉,(ݖ)
௉ ,(ଶݔ) ஺మߤ

௉  ൟ{(ଶݕ)
= ஺భߤ൛ݔܽ݉}ݔܽ݉

௉ ,(ݖ) ஺మߤ
௉ ൟ(ଶݔ) , 

஺భߤ൛ݔܽ݉
௉ ,(ݖ) ஺మߤ

௉  {ൟ(ଶݕ)
= ஺భߤ)}ݔܽ݉

௉ × ஺మߤ
௉ ,ݖ)(  ,(ଶݔ

஺భߤ)
௉ × ஺మߤ

௉ ,ݖ)(  {(ଶݕ
  

Gଵبنابراين  × Gଶ باشد. و اين يک از پايين قوی نمی
   تناقض است.
  د يب) فرض کن

,ଵݔ) ,ଵݕ)(ݓ (ݓ ∈ ଵܩ)ܧ ×  (ଶܩ
ن صرف نظر يشود. بنابرا به طور مشابه با (الف) اثبات می

  شود. می
 

گراف فازی دو يک  [ଶܩ]ଵܩفرض کنيد : ۴-۴قضيه 
کی از دو گراف يحداقل  ينمه قوی است بنابرايقطبی ن
  مه قوی يگراف فازی دو قطبی و نيک  ଶܩيا  ଵܩ
  باشند. می

  شود. ثابت می ۳- ۴ه يبه طور مشابه با قضاثبات: 
  
  دوقطبیهای فازی کاربرد گراف - ۵
ها و امروزه تبليغات به معنای تحت تأثير قراردادن نگرش 

افکار ديگران برای تحقق يک هدف خاص است. هدف از 
تبليغ هر چه باشد کوششی است منظم و برنامه ريزی 
شده برای دستکاری ادراک و همگرا ساختن افراد و 
هدايت رفتار افکار عمومی به سوی هدف صاحبان تبليغ. 

ی محصول خود به مخاطب تکنولوژی برای ارائهصاحبان 
و بالا بردن ميزان پذيرش وی، دست به دامن تبليغات 

شده و از اين ابزار برای کسب موفقيت و سـود بيشتر، به 
قرن  . برندها، رنگ ها و فرم های مختلف بهره میشکل

انفجار “حاضر با وجود احاطه رسانه های مختلف قرن 
دراين ميان برعکس گذشته انسانها  نام گرفته” اطلاعات

اند که چنان دراين جامعه صنعتی باکمبود وقت مواجهان
شمارموجود های بیتوانند حتی توجه سطحی به پيامنمی

در اطراف خود داشته باشند بنابراين کسانی دراين عصر 
شوند که با موفق به جلب توجه مردم وجذب مخاطب می

 ب خود تاثير گذاشته اند.تسلط به روشهای نوين برمخاط
خاطب خود و موفق تغيير در رفتار م و بدين ترتيب باعث

خريد کالا يا استفاده از خدمات می گردند. به ترغيب او به 
در مطالعاتی که تاکنون در زمينه رفتارهای گروهی انجام 
گرفته است اين موضوع به اثبات رسيده است که هر 

انتخاب ساير مشتريان تواند بر روی افکار و مشتری می
تاثيرگذار باشد. جذب مشتريان با استفاده مشتريان قبلی و 
همچنين از دست دادن مشتريان بالقوه براساس نظرات 

  ساير مشتريان امری انکار ناپذير است. 
امروزه نظريه گراف فازی مورد توجه بسياری از محققين 

م علوم اجتماعی، علوهای مختلف علوم از جمله در شاخه
قرار گرفت و مطالعات بسياری تاکنون در  مديريت و ...

اين زمينه انجام گرفته است. يکی از دستاوردهای مهم 
های فازی استفاده از آن برای توصيف روابط نظريه گراف

به عنوان مثال ميان عناصر مختلف در دنيای واقعی است. 
ر ير سايد که تحت تاثيريان را در نظر بگيگروهی از مشتر

ک محصول خاص قرار دارند برای يد يان برای خريمشتر
های فازی يان، گرافن دسته از مشتريسازی رفتار امدل

  . ابزاری مناسب و کاربردی استدار جهت
گروهی از مشتريان يک محصول را در نظر بگيريد در 
اين شرايط هر راس در يک گراف جهت دار به عنوان 

جه عضويت هر شود. و دريک مشتری نظر گرفته می
راس نشان دهنده ميزان تعلق هر مشتری به مجموعه 
مشتريان محصول مورد نظر است. همچنين درجه 

نشان ، yبه راس  xدار از راس عضويت هر يال جهت
 yبر روی مشتری  xگذاری مشتری دهنده قدرت تاثير

ن گراف فاقد ياست. توجه به نکته ضروری است که ا
ه گراف فازی جهت دار از طوقه است. به عنوان نمون

د به يرينظر بگ ١- ٥ان را در شکل يگروهی از مشتر
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  قابليت تاثيرگذاری ۰,۷زان يبه م  ଵܿعنوان مثال مشتری
   

  را خواهد داشت.  ଷܿمشتری و جذب
اما در شرايط واقعی قابليت تاثيرگذاری هر مشتری بر 
روی مجموعه مشتريان يک محصول خاص، همواره 

به عنوان مثال تصور کنيد دو فرد در  مثبت نمی باشد.
باشند يک گروه خاص همواره با يکديگر دچار کنش می

بنابراين تاثير گذاری بين چنين افرادی نمیتواند به 
های فازی صورت مثبت باشد. در چنين حالتی گراف

دهنده رفتار سيستم توانند به درستی نشانجهت دار نمی
فازی دو قطبی ابزاری باشند. در چنين شرايطی گرافهای 

  مناسب برای نشان دادن همه روابط ميان مشتريان 
باشند در گراف فازی دوقطبی قدرت تاثير يک فرد بر می

روی فرد ديگر در غالب درجه عضويت مثبت و منفی 
شود. يک عدد مثبت به عنوان ميزان تاثير يک تعريف می

فرد در جذب يک مشتری و عدد منفی به عنوان قدرت 
باشد. به عنوان مشتری در دفع يک مشتری ديگر می يک

کنيد درجه مشاهده می ۲- ۵مثال همان طور که در شکل 
عضويت مثبت و منفی به عنوان درصد مثبت و منفی 

  شود.تاثيرگذاری مشتريان تفسير می

  

  
  

  
  

  نتيجه گيری - ۶
های اعمال جديد بر روی گراف در اين مقاله برخی از

های مهم فازی دوقطبی معرفی شد و برخی از خاصيت
ها مورد بحث و بررسی قرار گرفت. به علاوه به درباره آن

های فازی دوقطبی قوی منظور گسترش مفهوم گراف
  چند تعريف جديد در اين زمينه ارايه شد.
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