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  چکيده

 يل پوششيدر تحل يمهم يليک موضوع خيکسان ي ييها) با کاراDMUکارا ( يريگ ميتصم ين همه واحدهايز بياگرچه تما
ن همه يي کارا را از بDMUک يک و تنها يرنده بخواهد يگ ميکه تصم يژه زمانيو ست، بهين يا کار ساده يباشد، ول يها م داده

عنوان  ک واحد کارا بهيدا کردن يپ يرا برا ييها مقاله وجود دارند که روش يکارا انتخاب کند. تعداد يريگ ميتصم يواحدها
از مشکلات موجود در  يادن مقاله به تعديمواجه هستند. در ا ياز آنها در عمل با مشکلات ياند، اما بعض ه دادهين ارايکاراتر

Amin, G. R., (2009).  Comments on inding the most ef[ مقالات icient DMUs in DEA: An 
improved integrated model. Computers and Industrial Engineering, 56, 1701-1702; 
Toloo, M., Nalchigar, S., (2009). A new integrated DEA model for inding most BCC-

ef icient DMU. Applied Mathematical Modelling, 33, 597-604[ شود. در واقع در مقاله حاضر  ياشاره م
عنوان  کارا به يريگ ميک واحد تصميمنظور مشخص کردن  به مقالات اساساً يشود که اگرچه بعض يمثال اثبات م يبا تعداد
 دا کنند.يپ يدرست ن واحدها را بهياست نتوانند ا آنها ممکن ياند، ول ه شدهين ارايکاراتر
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  . مقدمه ۱
 يساز نهيک بهيک تکني )DEAها ( داده يل پوششيتحل

 يريگ ميتصم يعملکرد واحدها يابيارز يبرا ياضير
)DMUد يتول ياچندگانه بر يها يها) با ورود

ابتدا توسط چارنز و  DEAباشد.  يچندگانه م يها يخروج
ه شد و سپس توسط ي) اراCCR(مدل  ]۴[همکاران

) توسعه BCC(مدل  ]۳[گران از جمله بنکر و همکارانيد
عملکرد  يابيمنظور ارز ها، به داده يل پوششيافت. در تحلي

DMUصورت  به يريگ ميتصم يواحدها ييها، کارا
به نسبت مجموع ها  يدار خروج وزن نسبت مجموع

آنها  ييآنها نسبت کارا ينسب ييها و کارا يدار ورود وزن
ف يتعر يريگ ميتصم يهمه واحدها ييمم کارايبه ماکز

باشند و  يم DEA يها مدل يرهايها متغ شود. وزن يم
 يها آزاد يها و خروج يورود يها واحدها در انتخاب وزن

شان حاصل  ينسب يمم کارايزکه ماک يطور کامل دارند به
م يها واحدها را به دو گروه تقس داده يل پوششيشود. تحل

 يکارا و ناکارا. واحدها يريگ ميتصم يکند: واحدها يم
با  يکسان مساوي ينسب ييکارا يکارا دارا يريگ ميتصم

ک ين صفر و يب ينسب ييکارا يه واحدها دارايک و بقي
 ياز واحدها ياديداد زتع م که معمولاًيدان يباشند. م يم

 ين، ادعايشوند. با وجود ا يکارا محسوب م يريگ ميتصم
کسان دارند يکارا در عمل عملکرد  ينکه همه واحدهايا

است  يمواقع ضرور يست و بعضين يدرست يادعا
شنهاد داده يکارا پ ين واحدهايز بيجهت تما ييها روش

 ک ويرنده بخواهد يگ ميژه ممکن است تصميو شوند. به
 يان همه واحدهايرا در م يريگ ميک واحد تصميتنها 
 يکند. تعداد ين آنها معرفيعنوان کاراتر به يريگ ميتصم

دا يپ يرا برا ييها نه وجود دارند که روشين زميمقاله در ا
 ياند که بعض ه کردهيارا يريگ مين واحد تصميکردن کاراتر

  باشند.  يم يراداتيا ياز آنها در عمل دارا
نه بر اساس ين زميدر ا ]۵[و همکاران يال، ارتامث يبرا

DEA عملکرد  يابيارز يرا برا يريگ ميک روش تصمي
ماکس ينياند. روش م ه دادهيارا يريگ ميتصم يواحدها
کار برده  به يقيحق يها ک مجموعه از دادهي يآنها برا

باشد. توابع  يم يريگ ميشود که شامل نوزده واحد تصم يم
ک پارامتر يماکس آنها شامل - ينيم يها هدف مدل

 يش خطا طوريک روش آزمايباشند که توسط  يم

منحصربفرد  يريگ ميک واحد تصميشوند که  يانتخاب م
از ين واحدها نيا يابيارز يحاصل شود. در روش آنها، برا

 nباشد ( يماکس م-ينيم يخط يزير برنامه nبه حل 
ن يحال، ام نيباشد). با ا يها م يريگ ميتصم يتعداد واحدها

ک مشکل مربوط به يبه  يک مثال عدديبا  ]۲[و طلوع
و  يه شده توسط ارتايماکس ارا-ينيروش م ييهمگرا

ن نشان دادند که روش ياشاره کرده و بنابرا ]۵[همکاران
ن واحد يآنها ممکن است در مشخص کردن کاراتر

 يعمل نکند. سپس، آنها کار ارتا يدرست به يريگ ميتصم
ن ييمنظور تع را به يرا بهبود دادند و مدل ]۵[و همکاران

) CRSاس ثابت (يها در حالت بازده به مقDMUن يا
ن، مدل آنها عملکرد همه يانجام ا يشنهاد دادند. برايپ

 يابيمشترک ارز يها ک مجموعه از وزنيواحدها را با 
شان قادر  کنند که مدل يادعا م ]۲[ن و طلوعيکند. ام يم

ک واحد ي يخط يزير اله برنامهمس nاست بدون حل 
دا کند. ين پيعنوان کاراتر را به CCR يکارا يريگ ميتصم

 ]۲[ن و طلوعينشان داد که مدل ام ]۱[نين، اميبا وجود ا
ن يعنوان کاراتر ک واحد را بهيش از يممکن است ب

ن واحد يدا کردن کاراترين در پيکند و بنابرا يمعرف
ن و يمدل ام يو خورد. سپس، يشکست م يريگ ميتصم
 يريگ مين واحد تصميدا کردن کاراتريپ يرا برا ]۲[طلوع

ک مدل ي ]۶[اصلاح کرد. سرانجام، طلوع و نعلچگر
مشخص  يبرا ]۲[ن و طلوعيرا مشابه با مدل ام يديجد

عنوان  به BCC يکارا يريگ ميک واحد تصميکردن 
ک يه دادند که قادر است تنها با حل ين واحد ارايکاراتر

  ن واحد را مشخص کند. يا يخط يزير ساله برنامهم
و طلوع  ]۱[نيه شده توسط اميارا يها ن مقاله، مدليدر ا

شود که  يمورد مطالعه قرار گرفته و اثبات م ]۶[و نعلچگر
ن واحد يدست آوردن کاراتر آنها در به يها روش
ناتوان هستند و در واقع مشکلات مربوط به  يريگ ميتصم

شود. در  يتوسط دو مثال شرح داده م آنها يها روش
ممکن است  ]۱[نيشود که مدل ام يقت، نشان داده ميحق

مشابه با روش  ]۶[باشد و مدل طلوع و نعلچگر ينشدن
ک واحد يش از يممکن است ب ]۲[ن و طلوعيام

کند در  ين معرفيعنوان کاراتر کارا را به يريگ ميتصم
 يريگ ميد تصمک واحيه تنها يکه هدف آنها ارا يصورت

  باشد.  ين ميعنوان کاراتر به
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  يج اصلي. نتا۲
 يريگ ميواحد تصم nک مجموعه از ي

{ , , , }DMU DMU DMU1 2 n د که يريرا در نظر بگ
DMU در آن هر j 1} يبرا, 2, , }j n  ،s 

 يخروج
rjy ،1, 2, ,r s  را با استفاده از ،m 

,ijx ،1 يورود 2, ,i m  کند. با در نظر  يد ميتول
ز يمآتيطور موفق به DEA، يخط يساز نهيبه nگرفتن 

ارا و ک يريگ ميتصم ين واحدها را به دو گروه واحدهايا
 تعداد نسبتاً م که معمولاًيدان يکند. م يم ميناکارا تقس

ص داده يکارا تشخ يريگ ميتصم ياز واحدها ياديز
رنده يگ ميمواقع ممکن است تصم يشوند.  بعض يم

ان يرا در م يريگ ميک واحد تصميک و تنها يبخواهد 
 ين آنها معرفيعنوان کاراتر به يريگ ميتصم يهمه واحدها

 ينه وجود دارند که سعين زميدر ا ياديزکند. مقالات 
 ين معرفيعنوان کاراتر را به يريگ ميک واحد تصميدارند 

ن مقاله يباشند. در ا يمشکل م يدر عمل دارا يکنند، ول
شود که  ين مقالات اشاره ميبه مشکلات دو مقاله از ا

ن يعنوان کاراتر را به يريگ ميک واحد تصميدارند  يسع
 يرا برا ]۲[ن و طلوعيابتدا، مدل امکنند.  يواحد معرف

صورت  به CRSن واحد در حالت يدست آوردن کاراتر به
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ک يشه يکنند که مدل آنها هم يادعا م ]۲[ن و طلوعيام

 ،يکند. ول يم ين معرفيعنوان کاراتر واحد کارا را به
ک مجموعه ي) ممکن است ۱نشان داد که مدل ( ]۱[نيام

 يريگ ميتصم يهمه واحدها يمشترک را برا يها از وزن
ک واحد يش از يها ب ن وزنيه دهد که با ايارا يطور
گر، يعبارت د ص داده شوند. بهيکارا تشخ يريگ ميتصم

}**نشان داد که مجموعه  ]۱[نيام | 0}j d j j  
ک عضو يش از ي) ممکن است ب۱مساله ( ينگيدر به

}**هر  يداشته باشد و چون برا | 0}j j d j j   ،
DMU j ممکن است ۱ک واحد کاراست، لذا مساله (ي (

کند.  ين معرفيعنوان کاراتر احد کارا را بهک ويش از يب
ر يصورت ز را به يرخطيک مدل غي ]۱[نيبعد از آن، ام

  ه داد.يارا) بالا ۱منظور بهبود مدل ( به
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 ]۲[ن و طلوعي) مشابه با مدل ام۲با حل مدل ( *که 

)، واضح است که ۳به مدل ( د. با توجهيآ يدست م به
0dj يرخطيغ يدهايق j j   ،1, 2, ,j n  ،

1 ييدودو يرهايهمراه با مجموع متغ
1

n
njj

  


 

انحراف  يرهاياز متغ يکيک و تنها يکنند که  ين ميتضم
jd م که يکن ينجا ما اثبات ميتواند صفر شود. اما در ا يم
 ي) منته۳بودن مدل ( يدها ممکن است به نشدنين قيا

ک واحد ين مدل نتواند ين ممکن است که ايشوند و بنابرا
شتر، يح بيتوض يکند. برا ين معرفيرا به عنوان کاراتر

  د.يريدر نظر بگ ۱مثال 
   يواحدها. ۱مثال 

(1, 2, 0.5), (2, 4,1)DMU DMU1 2   
  و 

(1,1.5,1), (3, 4.5, 3)DMU DMU3 4   
ک يمشاهده شده با  يريگ ميتصم يعنوان واحدها را به
د که همه يد. توجه کنيريدر نظر بگ يو دو خروج يورود

باشند. واضح است که مدل  يم CCR ين واحدها کارايا
صورت مساله  ن مثال بهيچهار واحد مذکور در ا ي) برا۳(
  شوند. ي) ظاهر م۴(
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 ياست. برا ي) نشدن۴م که مساله (يکن يحال اثبات م

  د که ين کار، به تناقض فرض کنيانجام ا
( , , , , , , , ,1 2 1 2 3 4
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M wu u d d d d
       

 

  
صورت، چون  نيباشد. در ا )۴مساله ( يک جواب شدني

2DMU DMU2 1   3وDMU DMU3 4  ،
  ن يبنابرا
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3 4
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0djم که يدان ين ميهمچن j j   ،1,2,3,4j  

 ييدودو يرهايهمراه با مجموع متغ
4

3
1 jj  


جه ينت 

تواند صفر شود  يم jd يرهاياز متغ يکيدهند که  يم
) ۴ن، مساله (يبنابرا) در تناقض است. ۶ن با رابطه (يکه ا
ز نشان ي) ن۴توان با حل مدل ( ين را مياست (ا ينشدن

 ]۱[نيه شده توسط اميدهد که مدل ارا يجه مين نتيداد). ا
ک واحد کارا يشخص کردن )) ممکن است در م۳(مدل (

ن يگر، ايعبارت د ن شکست بخورد. بهيعنوان کاراتر به
ن مثال چهار يدهد که اگرچه در ا يمثال نقض نشان م

 ]۱[نيمدل ام يکارا وجود دارد، ول يريگ ميواحد تصم
ن واحدها يرا به عنوان کاراتر يچ واحديتواند ه ينم

اند.  شده انيب CRSبالا در حالت  يها ص دهد. مدليتشخ
 يا افتهي بهبود DEAک مدل ي ]۶[را، طلوع و نعلچگرياخ

 يمعرف BCCن واحد يدست آوردن کاراتر به يرا برا
  باشد. ير ميصورت ز اند که مدل آنها به کرده
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 يکلات) ممکن است مش۷م که مدل (يده يحال نشان م

) را در مشخص کردن ۱مشابه با مشکلات مدل (
  گر، يعبارت د داشته باشد. به يريگ مين واحد تصميکاراتر

) ممکن ۷شود که مدل ( ينشان داده م ۲توسط مثال 
ک يش از يب ]۶[طلوع و نعلچگر ياست بر خلاف ادعا

  ص دهد.ين تشخيعنوان کاراتر واحد کارا را به
   يريگ ميپنج واحد تصم. ۱مثال 

(2,2,1), (3,1,1),DMU DMU DMU1 2 3
(1,3,1), (3,3,1), (4,2,1)DMU DMU4 5
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 يعنوان واحدها به يک خروجيو  يرا با دو ورود

*1، د. اولاًيريمشاهده شده در نظر بگ يريگ ميتصم
6

  

ن، يباشد. بنابرا ين واحدها ميا ي) برا۸نه مدل (يمقدار به
د ي) با۹مساله ( ،]۶[بر اساس روش طلوع و نعلچگر

  ن واحد حل شود.يدا کردن کاراتريمنظور پ به
min
s.t. 0,

1,2,3, 4,5
2 2 1,1 2
3 1,1 2

1,31 2
3 1,31 2

1,4 21 2

M
M d j

j

w w
w w
w w
w w
w w

 



 

 

 

 

 

                                 )۹(  

2 2 01 2 1 1
3 01 2 2 2

3 01 2 3 3
3 3 01 2 4 4
4 2 01 2 5 5

4
4

1
1, {0,1},0

1, 2,3, 4,5
1

,
6

1
,1 6

1
,2 6

, آزاد

u w w u do
u w w u do
u w w u do
u w w u do
u w w u do
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j

d jj
j

u

w

w
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) ۹نه مساله (يقت که مقدار بهين حقيبا در نظر گرفتن ا
 ک است، يبا  يشه مساويهم

2 1 1* * * **( 1, , , , 0,1 23 6 6
* * * * *0, 1, 1, 1, 1)1 2 3 4 5

u w w uM o

d d d d d

    

    

 

2 2* * * * *0, 1, 1, , )1 2 3 4 53 3
          

  
ن، يباشد. بنابرا ي) م۹نه مساله (يک جواب بهي

**
1 1 0d   ،**

2 2 0d   و**
3 3 0d   

*دهند که  يجه مينت * * *
1 22 2 0ou w w u    ،

* * * *
1 23 0ou w w u    و* * * *

1 23 0ou w w u    .
 يرا برا يمشترک يها ) وزن۹دهد که مدل ( يم ين معنيا

که  يورط دهد به يه ميارا يريگ ميتصم يهمه واحدها
1D M U، 2D M U  3وD M U ها کارا  ن وزنيبا ا
ه شده توسط طلوع و ين، مدل ارايباشند. بنابرا يم

ن يعنوان کاراتر ک واحد کارا را بهيش از يب ]۶[نعلچگر
آنها  يز برخلاف ادعاين نيدهد که ا يص ميواحد تشخ

  باشد. يم
 

  يريگجهينت
ه ياز مشکلات مربوط به دو مقاله ارا ين مقاله به تعداديا

ه يارا يکه برا ]۶[و طلوع و نعلچگر ]۱[نيشده توسط ام
اند  ه شدهين واحدها ارايعنوان کاراتر ک واحد کارا بهي

 يها شود که مدل يقت، نشان داده ميکند. در حق ياشاره م
ا يباشند  يست نشدنشان ممکن ايه شده توسط ايارا
عنوان  را به يکيش از يک تک واحد کارا بي يجا به

ن يها ا ن مدليفه ايکه وظ يکنند در حال ين معرفيکاراتر
قت، اگرچه يان ذکر است که در حقين، شايست. بنابراين

ن و ي، ام]۱[ني، ام]۵[و همکاران يچهار مقاله ارتا
ص کردن در مشخ اساساً ]۶[و طلوع و نعلچگر ]۲[طلوع

مشکل  يريگ مين واحد تصميعنوان کاراتر ک واحد بهي
  باشد. ين ميآنها هم يکه هدف اصل يدارند در صورت
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